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Работа посвящена изучению Чжоу-весовых гомологий мотивных комплексов Воевод-
ского и их связи с мотивными гомологиями. Мы обобщаем полученные ранее резуль-
таты и доказываем, что если высшие группы мотивных гомологий мотива M равны
нулю, то обнуляются также некоторые группы Чжоу-весовых гомологий M . Также
мы получаем условия эффективности высших членов весового комплекса M и факто-
ров весовой фильтрации Делиня его когомологий. Применяя эти результаты к моти-
вам с компактными носителями, мы получаем схожие соотношения между обнулением
групп Чжоу и когомологиями с компактными носителями. Мы также доказываем, что
если группы высших мотивных гомологий геометрического мотива или многообразия
над универсальной областью (в некотором диапазоне) — группы кручения, то показа-
тели этих групп ограничены. Для доказательства основных результатов мы изучаем
слайсы мотивов. Поскольку функторы слайса не сохраняют компактность мотива, ре-
зультаты предыдущей статьи о Чжоу-весовых гомологиях недостаточны для наших
целей. Это заставило нас обобщить их на (wChow-ограниченные снизу) мотивные ком-
плексы.
Ключевые слова: мотивы, триангулированные категории, группы Чжоу, весовые
структуры, Чжоу-весовые гомологии, весовая фильтрация Делиня, когомологии с ком-
пактным носителем, эффективность.

1. Введение. Эта работа является дополнением к [1] (см. также несколько от-
личную версию этого текста в [2]). В этих статьях было предложено расширение хо-
рошо известной теории разложения диагонали1 на геометрические мотивы Воевод-
ского и многообразия; главным инструментом были новые теории Чжоу-весовых го-
мологий. Основной целью этих статей было изучение многообразий, поэтому Чжоу-
весовые гомологии были определены только на категории геометрических мотивов.

В нашей работе показано, что есть смысл изучать Чжоу-весовые гомологии
объектов большей категорииDM eff

R R-линейных мотивных комплексов. Мы расши-
ряем основные результаты [1] на класс DMeff

R wChow+ мотивов, ограниченных снизу
относительно весовой структуры Чжоу на категории DMeff

R ; здесь R — кольцо

∗Работа авторов над параграфом 3 данной статьи поддержана РНФ (грант №16-11-10200).
Параграфы 1 и 2 были написаны Д. З. Кумаллаговым; это исследование поддержано РФФИ (грант
№19-31-90074).

1Напомним, что этот термин был введен в статье [3]. Некоторые результаты этой теории можно
найти в предложениях 0.4, 4.3.1 и 4.3.4, а также в замечаниях 0.5(1), 3.3.10(1) и 4.3.2(2) статьи [1].
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коэффициентов. Это дает возможность обобщить следствие 3.4.2 статьи [1] и до-
казать, что из обнуления высших мотивных гомологий следуют схожие обнуления
Чжоу-весовых гомологий, а также эффективность членов весового комплекса. Ос-
новное отличие от более ранних результатов в том, что мы можем рассматривать
мотивные гомологии положительных размерностей (которые соответствуют алгеб-
раическим циклам размерности j > 0) в теореме 3.2.3 ниже. Доказательство этой
теоремы использует слайсы мотивов Воеводского. Таким образом, нам приходится
рассматривать Чжоу-весовые гомологии и связанные с ними условия для не только
геометрических объектов категории DM eff

R .
Далее теорема 3.2.3 применяется для обобщения других результатов вышеупо-

мянутых статей. Мы доказываем, что если группы высших мотивных гомологий
геометрического мотива (в некоторой «области») над универсальной областью —
группы кручения, то показатели этих групп ограничены. Теорема 3.2.3 также при-
меняется к мотивам с компактными носителями многообразий (ср. теорему 4.2.3
ниже). Получаем, что если некоторые группы Чжоу многообразия X над универ-
сальной областью K являются группами кручения, то их показатели ограничены.
Рассуждая аналогично [1, теорема 4.2.1], мы также получаем, что из этих предполо-
жений следуют некоторые условия эффективности для когомологий X с компакт-
ным носителем; см. теорему 4.2.3 ниже.

Опишем содержание параграфов статьи. Дополнительные сведения о них мож-
но найти в начале параграфов.

В § 2 мы напоминаем основные свойства приведенных весовых структур, кате-
гории мотивов Воеводского DM eff

R и ее локализаций, а также весовых структур
Чжоу на них.

В § 3 мы определяем Чжоу-весовые гомологии объектов DMeff
R и обобщаем их

свойства (изученные в [1]) на класс DMeff
R wChow+ Чжоу-ограниченных снизу объек-

тов DM eff
R . Это дает возможность доказать основную теорему 3.2.3, которая утвер-

ждает, что обнуление групп высших мотивных гомологий мотива M ∈ DMeff
R wChow+

(над полем функций над k) равносильно некоторым обнулениям Чжоу-весовых го-
мологий M . Это обнуление также эквивалентно некоторым условиям эффектив-
ности членов весового комплекса t(M) (то есть его высшие члены должны быть
«достаточно эффективными большими мотивами Чжоу»). Кроме того, приводится
критерий в терминах замыканий относительно расширений и копроизведений.

В § 4 мы применяем теорему 3.2.3 вместе с результатами вышеупомянутых ста-
тей к геометрическим мотивам. Доказывается, что если высшие мотивные гомо-
логии геометрического мотива над универсальной областью (в некотором «диапа-
зоне») — группы кручения, то показатели этих групп и соответствующих групп
Чжоу-весовых гомологий ограничены. Далее мы комбинируем результаты преды-
дущей статьи со свойствами мотивов с компактным носителем и доказываем теоре-
му 4.2.3.

В § 5 доказываются некоторые свойства мотивов, необходимые как для этой
статьи, так и для [1]. Вероятно, они общеизвестны, но авторы не смогли найти под-
ходящих ссылок.

2. Предварительные сведения. Параграф 2.1 содержит ряд определений,
преимущественно относящихся к (приведенным) триангулированным категориям.

В § 2.2 мы напоминаем основы теории (R-линейных) мотивов Воеводского над
совершенным полем k.
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В § 2.3 мы напоминаем основные определения и утверждения о весовых струк-
турах.

В § 2.4 рассматриваются чисто компактно порожденные весовые структуры
и индуцируемые ими весовые структуры на («чисто компактно порожденных») ло-
кализациях.

Параграф 2.5 содержит основы теорий сильного весового комплекса, чистых
(гомологических) функторов и весовых спектральных последовательностей.

В § 2.6 мы применяем общую теорию к категории DM eff
R и ее локализациям;

это дает некоторые весовые структуры Чжоу, ядра которых «порождены» мотивами
Чжоу.

2.1. Определения и обозначения.

• Если a ≤ b ∈ Z, то будем обозначать через [a, b] (соотв. [a,+∞), соотв. [a,+∞])
множество {i ∈ Z : a ≤ i ≤ b} (соотв. {i ∈ Z : i ≥ a}, соотв. [a,+∞) ∪ {+∞} ⊂
Z ∪ {+∞}). Таким образом, когда мы пишем i ≥ c (где c ∈ Z), мы всегда
считаем i целым.

• Если C — категория и X,Y ∈ ObjC, то через C(X,Y ) будем обозначать мно-
жество C-морфизмов из X в Y .

• Для пары категорий C ′, C мы пишем C′ ⊂ C, если C′ — полная подкатегория
в C.

• Для данной категории C и X,Y ∈ ObjC будем называтьX ретрактом Y , если
idX пропускается через Y .2

• Пусть H — подкатегория аддитивной категории C. Будем говорить, что H
Каруби-замкнута в C, если она содержит все C-ретракты своих объектов.
Кроме того, полная подкатегория KarC(H) аддитивной категории C, объекты
которой — всевозможные C-ретракты объектов H , будет называться Каруби-
замыканием H в C.

Перейдем к менее распространенным определениям и соглашениям. Ниже C
всегда будет обозначать некоторую триангулированную категорию; обычно она бу-
дет оснащена весовой структурой w (см. определение 2.3.1 ниже).

Определение 2.1.1. Пусть B — аддитивная категория.

1. Будем называть категорию B
H фактором B по своей полной аддитивной под-

категории H , если Obj(BH ) = ObjB, а для любых X,Y ∈ ObjB выполнено
(BH )(X,Y ) = B(X,Y )/(

∑
Z∈ObjH B(Z, Y ) ◦B(X,Z)).

2. Будем обозначать через K(B) гомотопическую категорию (когомологических)
комплексов над B. Мы будем писать M = (M i), если M i — члены комплекса
M .

3. Для любых A,B,C ∈ ObjC будем говорить, что C — расширение B посред-
ством A, если существует выделенный треугольник A→ C → B → A[1].

2Конечно же, если C триангулированная или абелева категория, это равносильно тому, что
X — прямое слагаемое Y.
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4. Будем говорить, что класс D ⊂ ObjC замкнут относительно расширений,
если D содержит 0 и все расширения элементов из D посредством элементов
D принадлежат D. Наименьший замкнутый относительно расширений под-
класс объектов из C, содержащий данный класс B ⊂ ObjC, будем называть
замыканием B относительно расширений.

5. ПустьD — некоторый класс объектов C; будем обозначать через 〈D〉 или 〈D〉C
наименьшую полную Каруби-замкнутую триангулированную подкатегорию C,
содержащуюD. Мы будем называть 〈D〉 триангулированной категорией, плот-
но порожденной классом D.

6. Для X,Y ∈ ObjC будем писать X ⊥ Y , если C(X,Y ) = {0}. Для D,E ⊂ ObjC
будем писать D ⊥ E, если X ⊥ Y для любых X ∈ D,Y ∈ E.

Для D ⊂ ObjC будем обозначать через D⊥ класс

{Y ∈ ObjC : X ⊥ Y ∀X ∈ D}.

Аналогично, ⊥D — это класс {Y ∈ ObjC : Y ⊥ X ∀X ∈ D}.

7. Пусть B — подкатегория C. Будем говорить, что подкатегория B связная (в
C), если ObjB ⊥ (∪i>0 Obj(B[i])).

8. Для f ∈ C(X,Y ), где X,Y ∈ ObjC, будем называть третью вершину выделен-
ного треугольника X f→ Y → Z конусом f .3

Перечислим некоторые определения, относящиеся к приведенным триангулиро-
ванным категориям.

Определение 2.1.2. Пусть P — класс объектов из C и категория C приведена,
то есть замкнута относительно (малых) копроизведений.

1. Мы будем называть класс объектов или полную подкатегорию категории C
приведенными, если они замкнуты относительно C-копроизведений.

2. Мы будем называть полную подкатегориюD ⊂ C локализующей, если она три-
ангулирована и приведена. Соответственно, мы будем называть наименьшую
локализующую подкатегорию C, содержащую P , локализующей подкатегори-
ей C, порожденной P .

3. Если H — подкатегория C, то мы будем называть полную подкатегорию C,
объекты которой являются ретрактами копроизведений объектов из H в C
копродуктивной оболочкой H (в C); мы будем обозначать ее через H⊕̂.

4. ОбъектM из C называется компактным, если функтор HM = C(M,−) : C →
Ab сохраняет копроизведения.

5. Будем говорить, что категория C компактно порождена P , если P — суще-
ственно малый класс компактных объектов C, который порождает C как свою
локализующую подкатегорию.

3Напомним, что конус определен с точностью до неканонического изоморфизма.
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2.2. О мотивных комплексах Воеводского и некоторых локализаци-
ях. Напомним некоторые свойства мотивных комплексов и введем обозначения.

Ниже k будет обозначать совершенное поле характеристики p, и мы полагаем
Z[1/p] = Z, если p = 0. Множество гладких проективных многообразий над k будем
обозначать через SmPrVar.

• ПустьR — фиксированная унитальная коммутативная и ассоциативная Z[1/p]-
алгебра. Рассмотрим R-линейные мотивные категории DM eff

gm,R ⊂ DM eff
R ⊂

DMR (см. [4, § 3.1]). Категории DM eff
R и DMR приведены (см. определе-

ние 2.1.2), и вложение DM eff
R → DMR сохраняет копроизведения. Кроме

того, DM eff
R компактно порождена своей триангулированной подкатегорией

DM eff
gm,R эффективных геометрических мотивов.

• Существует функтор MR (R-мотива) из категории гладких k-многообразий в
DM eff

gm,R.MR также можно продолжить на всю категорию k-многообразий (см.
[1] и [5]); однако, этот расширенный функтор нам не очень нужен.
Мы будем обозначать через R объект MR(Spec k). Напомним, что катего-
рия DM eff

gm,R плотно порождена (см. определение 2.1.1) R-линейными мо-
тивами MR(SmPrVar) (см. определение 2.1.2); следовательно, множество
MR(SmPrVar) также компактно порождает DM eff

R .

• Будем обозначать через Choweff
R Каруби-замыкание в DM eff

R полной подкате-
гории, класс объектов которой равенMR(SmPrVar). Choweff

R называется кате-
горией R-линейных эффективных гомологических мотивов Чжоу; этот термин
пояснен в замечании 1.3.2(4) статьи [4].

• Также введем следующие обозначения: через R〈1〉 обозначим R-линейный мо-
тив Лефшеца (R(1)[2] в обозначениях статьи [1]). Для i ≥ 0 и M ∈ ObjDMeff

R

будем обозначать через M〈i〉 объект M ⊗DMeff
R

(R〈1〉)⊗i.

Напомним, что функтор−〈i〉 вполне строг наDMeff
R . Кроме того,−〈1〉 продол-

жается до автоэквивалентности категорииDMR, и элементы соответствующих
классов MR(SmVar)〈i〉 компактны для всех i ∈ Z.

• Заметим, что для любого i ≥ 0 мотивR〈i〉— ретрактMR((P1)i); следовательно,
Choweff

R 〈i〉 ⊂ Choweff
R .

Нам также понадобятся следующие определения, связанные с мотивами.

Определение 2.2.1. Пусть K — расширение k, а M — объект DMeff
R .

1. Будем обозначать через Kperf совершенное замыкание поля K.
2. Мы будем обозначать черезMK результат применения кM функтора замены

основного поля DM eff
R → DM eff

R (Kperf ); см. § 5 ниже.
3. Для l, j ∈ Z определим Chowj(MK , R, l) (соотв. Chowj(MK , R)) как группу

DMR(K
perf )(R〈j〉[l],MK) (соотв. DMR(K

perf )(R〈j〉,ML)).4
4. Для i ≥ −1 мы будем обозначать через DM i

R локализацию Вердье
DM eff

R /DM eff
R 〈i+ 1〉. li будет обозначать соответствующий функтор локализации,

и M i
R = li ◦MR.

4В [1] группа DMR(Kperf )(R〈j〉[l],ML) обозначается как h2j+l,j(MK , R).
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Предложение 2.2.2. Пусть j, l ∈ Z, r ≥ 0 и j − r + l < 0. Тогда
Chowj(NK〈r〉, R, l) = {0} для любого N ∈ ObjChoweff

R и любого расширения K/k.

Доказательство. Это утверждение легко следует из известных свойств ком-
плексов циклов Блоха—Суслина и предложения 5.1(1) ниже; см. предложение
2.3.3(2) статьи [1].

2.3. Весовые структуры: основные определения и утверждения. На-
помним важнейшее для этой статьи определение.

Определение 2.3.1. I. Будем говорить, что пара подклассов Cw≤0, Cw≥0 ⊂
ObjC задает весовую структуру w на триангулированной категории C, если выпол-
нены следующие условия.

(i) Cw≥0, Cw≤0 Каруби-замкнуты в C (то есть содержат все C-ретракты своих
объектов).

(ii) Полуинвариантность относительно сдвигов:
Cw≤0 ⊂ Cw≤0[1] и Cw≥0[1] ⊂ Cw≥0.
(iii) Ортогональность:
Cw≤0 ⊥ Cw≥0[1].
(iv) Весовые разложения:
для любого M ∈ ObjC существует выделенный треугольник

X →M → Y→X [1]

такой, что X ∈ Cw≤0, Y ∈ Cw≥0[1].

Также нам потребуются следующие определения, связанные с триангулирован-
ными категориями и весовыми структурами.

Определение 2.3.2. Пусть i, j ∈ Z; предположим, что триангулированная ка-
тегория C снабжена весовой структурой w.

1. Полная подкатегория Hw ⊂ C с объектами Cw=0 = Cw≥0 ∩ Cw≤0 называется
ядром весовой структуры w.

2. Cw≥i (соотв. Cw≤i, соотв. Cw=i) будет обозначать Cw≥0[i] (соотв. Cw≤0[i], со-
отв. Cw=0[i]).

3. C [i,j] обозначает Cw≥i∩Cw≤j ; в частности, данный класс равен {0}, если i > j.

4. Будем называть Cw+ = ∪i∈ZCw≥i классом w-ограниченных снизу объектов C.

5. Будем называть весовую структуру w приведенной, если категория C и класс
Cw≥0 приведены (см. определение 2.1.2(1) и предложение 2.3.4(1) ниже).

6. Пусть C ′ триангулированная категория с весовой структурой w′, а F : C →
C′ — точный функтор. F называется весо-точным (относительно w,w′), если
он отображает Cw≤0 в C

′
w′≤0 и Cw≥0 в C

′
w′≥0.

7. ПустьD — полная триангулированная подкатегория C. Будем говорить, что w
ограничивается на D, если пара (Cw≤0∩ObjD, Cw≥0∩ObjD) задает весовую
структуру на D.
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8. Будем говорить, что объект M весо-вырожден слева (соотв. справа), если M
принадлежит ∩i∈ZCw≥i (соотв. ∩i∈ZCw≤i).
Соответственно, w невырождена слева (соотв. справа), если все вырожденные
слева (соотв. справа) объекты C нулевые.

Замечание 2.3.3. 1. Простой, но важный пример весовой структуры связан с
«глупой» фильтрацией на категории Kb(B) (или K(B)) для произвольной аддитив-
ной B.

Возьмем в качестве Kb(B)w≤0 (соотв. Kb(B)w≥0) класс комплексов, гомотопи-
чески эквивалентных комплексам, сконцентрированным в степенях ≥ 0 (соотв. ≤ 0);
см. [6, замечание 1.2.3(1)]. Это дает весовую структуру, которую мы будем обозна-
чать через wst.

Ядро wst — Каруби-замыкание B в Kb(B) (или в K(B) соответственно).
2. Весовое разложение объекта M ∈ ObjC почти никогда не является канони-

ческим.
Однако для любого m ∈ Z аксиома (iv) дает выделенный треугольник

w≤mM →M → w≥m+1M (2.3.1)

с w≥m+1M ∈ Cw≥m+1 и w≤mM ∈ Cw≤m; будем называть его m-весовым разложе-
нием для M .

Мы будем использовать данные обозначения ниже (несмотря на то, что
w≥m+1M и w≤mM не определены однозначно). Мы будем называть произвольные
варианты w≥m+1M или w≤mM (для любого m ∈ Z) весовыми срезками M . Кро-
ме того, когда мы будем упоминать морфизмы w≤mM → M или M → w≥m+1M ,
мы всегда будем считать, что он продолжается до некоторого m-весового разложе-
ния M .

3. В данной статье мы используем «гомологическую» конвенцию для весовых
структур; ранее она использовалась в [7] и ряде последних статей авторов, в то вре-
мя как в [8] использовалась «когомологическая» конвенция. Разница между ними —
в смене «ролей» Cw≤0 и Cw≥0, т. е. C

w≤0 = Cw≥0 и C
w≥0 = Cw≤0. Напомним так-

же, что Д. Паукзтелло ввел понятие весовых структур независимо в [9]; они были
названы им ко-t-структурами.

Предложение 2.3.4. Пусть C — триангулированная категория, w — весовая
структура на C, а n ≥ 0.

1. Тогда класс Cw≤0 замкнут относительно всех копроизведений, существую-
щих в C.

2. Cw≥0 = (Cw≤−1)
⊥ и Cw≤0 = ⊥(Cw≥1).

3. Если M принадлежит Cw≥−n, то w≤0M принадлежит C [−n,0].

4. Пусть D ⊂ C — такая триангулированная подкатегория C, что w ограни-
чивается до весовой структуры wD на D. Пусть M ∈ Cw≥0, N ∈ Cw=0, и
предположим, что морфизм f ∈ C(N,M) равен 0 в локализации C/D.
Тогда f пропускается через некоторый объект категории HwD.

Доказательство. Утверждения 2 и 3 были доказаны в [8] (обратите внимание
на замечание 2.3.3(3)). Утверждение 4 приведено в следствии 1.4.6(2) статьи [1].
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2.4. Некоторые утверждения о существовании весовых структур.

Предложение 2.4.1. Пусть B — связная аддитивная подкатегория приве-
денной (триангулированной) категории C и объекты B компактны в C.

Тогда существует такая весовая структура w на C, что Cw≤0 (соотв.
Cw≥0) — наименьший подкласс в ObjC, который замкнут относительно копроиз-
ведений, расширений и содержит ObjB[i] для i ≤ 0 (соотв. для i ≥ 0). Кроме того,
Hw = B⊕̂ (см. определение 2.1.2(3)). В таком случае мы будем говорить, что w
чисто компактно порождена подкатегорией B.

Далее, если объекты B компактно порождают C как свою локализующую под-
категорию, то w невырождена слева.

Доказательство. Данные утверждения легко следуют из следствия 2.3.1 и
леммы 2.3.3 статьи [10]; ср. теорему 3.2.2(2, 3) из [11].

Предложение 2.4.2. Предположим, что C,w,B удовлетворяют условиям
предыдущего предложения; кроме того, B существенно мала и порождает C как
собственную локализующую подкатегорию, и H — аддитивная подкатегория B.
Обозначим через D локализующую подкатегорию C, порожденную H.

Тогда выполнены следующие утверждения.
1. Локализация Вердье C/D существует; функтор локализации π : C → C/D

сохраняет копроизведения и компактные объекты. Кроме того, категория C/D по-
рождена π(ObjB) как своя собственная локализующая подкатегория, и соответ-
ствующий точный функтор 〈B〉C/〈H〉C → C/D (где 〈B〉C/〈H〉C — локализация
Вердье соответствующих локально малых категорий) — полное вложение.

2. C/D оснащен такой весовой структурой wC/D, что функтор π весо-точен.
К тому же, wC/D чисто компактно порождена своей полной подкатегорией, со-
ответствующей B (в смысле предложения 2.4.1), а соответствующий функтор
Hw → HwC/D раскладывается как композиция Hw → Hw/H⊕̂ (см. определение
2.1.1(1)) и полного вложения.

Доказательство. Все эти утверждения доказаны в [12] (см. предложение
4.3.1.3(III) и теорему 4.3.1.4 этой статьи).

2.5. О весовых комплексах, чистых функторах и весовых спек-
тральных последовательностях. Напомним понятие так называемого функ-
тора «сильного» весового комплекса. Заметим, что эта версия теории менее общая,
чем «слабая» версия, используемая в статье [1]. Последняя достаточна для наших
целей (и в некотором смысле более удобна), но требует нескольких нестандартных
определений.

Предложение 2.5.1. Предположим, что C обладает ∞-оснащением (см. со-
ответствующие ссылки в параграфе 1.1 статьи [13]) и удовлетворяет услови-
ям предложения 2.4.1. Тогда существует точный функтор tst : C → K(Hw),
M �→ (M i), для которого выполнено следующее.

1. Композиция вложенияHw → C с tst изоморфна очевидному вложению Hw →
K(Hw).
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2. Пусть C′ — триангулированная категория, обладающая ∞-оснащением и чи-
сто компактно порожденной весовой структурой w′; пусть F : C → C ′ —
весо-точный функтор, поднимающийся на ∞-оснащение. Тогда композиция
t′st ◦ F изоморфна K(HF ) ◦ tst, где t′st — функтор весового комплекса, со-
ответствующий w′, а функтор K(HF ) : K(Hw) → K(Hw′) — очевидная
K(−)-версия ограничения HF : Hw → Hw′ функтора F .

3. Пусть i ∈ Z; зафиксируем весовую срезку w≤iN объекта N ∈ ObjC (см. за-
мечание 2.3.3(2)). Тогда существует единственные морфизмы ji : w≤iN →
w≤i+1N (для i ∈ Z), делающие треугольники w≤iN → w≤i+1N → N комму-
тативными. К тому же, объекты Ñ−1−i = Cone(ji)[−1 − i] принадлежат
Cw=0, и существует комплекс t̃(N), члены которого — Ñ i (в соответству-
ющих степенях), и t̃(N) ∼= tst(N) (в категории K(Hw)).

Далее, если l ≤ m ∈ Z и w≤lN = 0, то объект w≤mN принадлежит замыка-
нию относительно расширений множества {Ñ j [−j], −m ≤ j ≤ −l}.

4. Если M ∈ Cw≤n (соотв. M ∈ Cw≥n), то комплекс tst(M) принадлежит клас-
су K(Hw)wst≤n (соотв. K(Hw)wst≥n).

5. Пусть A — аддитивный ковариантный функтор из Hw в абелеву категорию
A. Тогда функтор HA, переводящий M ∈ ObjC в нулевые гомологии ком-
плекса A(M i), гомологический. Кроме того, если A = A′ ◦HF для некоторого
аддитивного функтора A′ : Hw′ → A (в условиях пункта 2), то HA = HA′◦F .

6. Если A — AB4 абелева категория, то описанный выше функтор HA — един-
ственный с точностью до изоморфизма гомологический функтор, который
сохраняет копроизведения, и ограничение которого на категорию B (см. пред-
ложение 2.4.1) равно A, а ограничения на B[i] для i �= 0 равны 0.

Доказательство. Пункты 1 и 2 легко следуют из замечания 3.6 статьи [13],
а первое утверждение пункта 5 очевидно.

Далее, напомним, что функтор tst «совместим» со слабым функтором весового
комплекса как в [11]; см. замечание 2.5.2(2) ниже. Следовательно, применяя пред-
ложение 1.3.4(4, 6) и лемму 1.3.2(3) упомянутой статьи, получаем пункт 3.

Аналогично, пункт 4 следует из предложения 1.3.4(10) той же статьи, а второе
утверждение пункта 5 — из предложения 1.3.4(12) (см. также теорему 2.1.2 там же).
Дальше, пункт 6 следует из предложения 2.3.2(6) той же статьи; тут достаточно
заметить, что функторы Hw → A, сохраняющие малые копроизведения, взаимно
однозначно соответствуют аддитивным функторам B → A (поскольку Hw = B⊕̂).

Замечание 2.5.2. 1. Термин «весовой комплекс» был впервые использован в
статье [14]. Однако область определения функтора весового комплекса, рассмотрен-
ного в этой статье, была не триангулирована.

2. В предложении 1.3.4 статьи [11] некоторый (канонический) функтор весово-
го комплекса определялся как функтор из категории, канонически эквивалентной
C, в «слабую» категорию Kw(Hw). Наше доказательство выше основано на двух
соображениях.
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Во-первых, существует канонический аддитивный функторK(Hw) → Kw(Hw),
и функтор слабого весового комплекса пропускается через него; см замечания
1.3.5(3) и 3.6 статьи [13].

Во-вторых, функторы типа HA из части 5 нашего предложения (названные
w-чистыми в [11]; эта терминология пояснена в замечании 2.1.3(3) там же) про-
пускаются через функтор слабого весового комплекса; см. теорему 2.1.2 статьи [11].
Кроме того, свойства чистых функторов не зависят от какого-либо оснащения (как
в предложении). В частности, легко видеть, что существование ∞-подъемов для F
необязательно для второй части предложения 2.5.1(5).

С другой стороны, вероятно, возможно доказать некоторые рассмотренные вы-
ше утверждения с помощью аргументов, аналогичных тем, которые упомянуты в
замечании 3.6 из [13].

Предложение 2.5.3. Пусть выполнены условия предложения 2.5.1, и H —
гомологический функтор C → A. Тогда для любого M ∈ ObjC существует спек-
тральная последовательность T = Tw(H,M) с Epq

2 (T ) = H
G−q

−p (M), где G−q —
ограничение функтора H−q = H ◦ [q] на Hw (и соотв. HG−q

−p = HG−q ◦ [p]); также
см. предложение 2.5.1(5).

Кроме того, Tw(H,M) функториальна по M и функториальна по H по отно-
шению к композиции H с точными функторами между абелевыми категориями.
Tw(H,M) сходится к H−p−q(M), если M ограничен снизу и H обнуляет Cw≥i для
достаточно больших i.

Доказательство. Все утверждения легко следуют из теоремы 2.3.2 статьи [8]
вместе с предложением 2.5.1(5); см. также замечание 2.5.2(2).

2.6. Весовые структуры Чжоу на наших категориях. Используя по-
лученные выше результаты, построим и изучим весовые структуры Чжоу на DMeff

R

и DM r
R.

Предложение 2.6.1. Пусть r ≥ −1 и M ∈ ObjDM eff
R .

1. Тогда категории DM eff
R и DM r

R допускают ∞-оснащения.

2. Существует невырожденная слева весовая структура wChow на DM eff
R , ко-

торая чисто компактно порождена с помощью Choweff
R в смысле предложе-

ния 2.4.1. Таким образом, DM eff
R,wChow≤0 (соотв. DM

eff
R,wChow≥0) — наименьший

подкласс ObjC, замкнутый относительно копроизведений, расширений и со-
держащий ObjChoweff

R [i] при i ≤ 0 (соотв. при i ≥ 0).

Соответственно, HwChow = Choweff
R

⊕̂.

3. Функтор −〈r + 1〉 : DM eff
R → DM eff

R весо-точен по отношению к wChow.

Кроме того, этот функтор «строго» весо-точен, т. е. если M〈r+1〉 принад-
лежит DM eff

R,wChow≤0 (соотв. DM
eff
R,wChow≥0), то M ∈ DM eff

R,wChow≤0 (соотв.
M ∈ DM eff

R,wChow≥0).

4. Пусть для некоторого i ∈ Z существуют варианты wChow≤−iM и
wChow≤−i−1M , принадлежащие ObjDM eff

R 〈r + 1〉. Тогда соответствующий
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объект M̃ i = Cone(j−i−1), упомянутый в предложении 2.5.1(3), принадле-
жит DM eff

R wChow=0〈r + 1〉.

5. Локализация DM eff
R по подкатегории DM eff

R 〈r + 1〉 удовлетворяет услови-
ям предложения 2.4.2, если мы положим H = Choweff

R 〈r + 1〉. Следователь-
но, существует такая чисто компактно порожденная весовая структура
wr

Chow на DM r
R, что функтор локализации l

r : DM eff
R → DM r

R (см. опреде-
ление 2.2.1(4)) весо-точен. Кроме того, lr сохраняет копроизведения и ком-
пактность объектов.
Далее, если −1 ≤ s ≤ r, то очевидный функтор локализации lsr : DM r

R →
DM s

R также весо-точен и сохраняет компактность и копроизведения.

6. Если K — расширение поля k, то функтор замены основного поля −K :
DM eff

R → DM eff
R (Kperf ) (см. определение 2.2.1(2) и предложение 5.1 ниже)

весо-точен и сохраняет копроизведения.

7. Если R не имеет кручения, k — поле бесконечной степени трансцендентно-
сти над своим простым подполем, то весовая структура wChow вырождена
справа.

Доказательство. Утверждение 1 очевидно. Далее, подкатегория Choweff
R

компактно порождает DM eff
R . Следовательно, для доказательства утверждения 2

достаточно напомнить, что Choweff
R связна в DM eff

R (см. следствие 6.7.3 статьи
[15]), и применить предложение 2.4.1.

Теперь напомним, что функтор −〈r+1〉 сохраняет копроизведения и переводит
Choweff

R в себя.
Используя явное описание wChow, мы получаем, что −〈r + 1〉 весо-точен. Кро-

ме того, если M〈r + 1〉 ∈ DM eff
R wChow≤0 (соотв. M〈r + 1〉 ∈ DM eff

R wChow≥0), то
из этой весо-точности получаем, что M〈r + 1〉 ⊥ DMeff

R wChow≥1〈r + 1〉 (соотв.
DM eff

R wChow≤−1〈r+1〉 ⊥M). Применяя предложение 2.3.4(2) и теорему сокращения
(которая утверждает, что функтор −〈r + 1〉 вполне строг), получаем требуемое.

4. Согласно предложению 2.5.1(3) мотив M̃ i принадлежит DM eff
R wChow=0. По-

скольку M̃ i также принадлежит ObjDM eff
R 〈r + 1〉, предыдущее утверждение дает

M̃ i = N〈r+1〉, где N принадлежит DM eff
R wChow≤0∩DM eff

R wChow≥0 = DM eff
R wChow=0.

Поскольку Choweff
R 〈r〉 ⊂ Choweff

R , мы также получаем, что первая часть пунк-
та 5 следует из предложения 2.4.2. Далее, чтобы получить вторую часть утвер-
ждения, применим предложение 2.4.2 для категорий B и H , чьи объекты суть
M r

R(SmPrVar) и lr(MR(SmPrVar)〈s+ 1〉) соответственно.
6. Напомним, что для соответствующего морфизма f : SpecKperf → Spec k

функтор −K можно определить как ограничение на DM eff
R функтора f∗ : DMR →

DMR(K
perf ); см. предложение 5.1(1) ниже.

Далее, функтор f∗ сохраняет копроизведения, так как он сопряжен слева к
некоторому функтору f∗, см. теорему 3.1 статьи [16], а также определения 1.1.12 и
1.4.2 книги [17]. Следовательно, функтор −K также сохраняет копроизведения.

Далее, f∗ переводит (эффективные) мотивы Чжоу над k в мотивы Чжоу над
Kperf (см. предложение 5.1(1) ниже), а значит, снова применяя явное описание
wChow, мы получаем, что функтор −K весо-точен.

Наконец, утверждение 7 — это предложение 3.2.6 статьи [11].

570 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2020. Т. 7 (65). Вып. 4



3. Чжоу-весовые гомологии и их связь с мотивными гомологиями. В
§ 3.1 мы определяем и исследуем функторы Чжоу-весовых гомологий DM eff

R → Ab;
мы обобщаем соответствующие утверждения из [1, § 3.1].

В § 3.2 мы обобщаем (полученные ранее) критерии обнуления Чжоу-весовых
гомологий с категории DM eff

gm,R на DM
eff
R wChow+.

В § 2.2 мы доказываем нашу основную теорему 3.2.3, связывающую обнуле-
ние мотивных гомологий в лестничной области с некоторыми условиями обнуления
Чжоу-весовых гомологий. В доказательстве мы используем слайсы.

3.1. Чжоу-весовые гомологии мотивов: основные свойства.

Определение 3.1.1. 1. Пусть i, l, j ∈ Z; K — расширение поля k.
Тогда мы будем обозначать через CWHi

j(−K , R, l) функтор HA ◦ [i], соответ-
ствующий весовой структуре wChow (см. предложение 2.6.1(2)) согласно предложе-
нию 2.5.1(5), где A — ограничение функтора N �→ Chowj(NK , R, l) (см. определение
2.2.1(3)) на HwChow. Иногда будем опускать R в этом обозначении. Кроме того, мы
обычно будем писать CWHi

j(MK , R) вместо CWHi
j(MK , R, 0).

2. Мы будем использовать обозначение DM eff
R wChow+ для класса wChow-огра-

ниченных снизу мотивов (см. определение 2.3.2(4)).5

3. Нам потребуются следующие соглашения (ср. § 2.2): функтор l+∞ = l+∞
+∞ —

тождественный функтор на категории DMeff
R , lj+∞ = lj, w+∞

Chow = wChow,
Choweff

R 〈+∞〉 = DM eff
R 〈+∞〉 = {0} и т. д.

4. Мы будем обозначать через tRhom R-линейную версию гомотопической t-
структуры Воеводского; см. [15, § 4.4] или пример 2.3.13 статьи [18].

Докажем некоторые свойства этих функторов.

Предложение 3.1.2. Пусть i, l, j,K такие же, как в предыдущем определе-
нии, и r ∈ [0,+∞].

1. Тогда CWHi
j(−K , R, l) — гомологический функтор на DM eff

R , сохраняющий
копроизведения. Кроме того, этот функтор пропускается через функтор замены
базы DM eff

R → DM eff
R (Kperf ).

2. Пусть r ≥ j + l. Тогда функтор CWH0
j(−K , R, l) обнуляет DM eff

R 〈r + 1〉;
таким образом, он индуцирует корректно определенный функтор DM r

R → Ab (см.
определение 2.2.1(4)). Кроме того, этот функтор чист по отношению к весовой
структуре wr

Chow (см. предложение 2.6.1(5)).
3. Для любого гладкого связного проективного многообразия P/k функторы

DM j
R(l

j(MR(P )〈j〉),−) и CWH0
j(−k(P ), R) канонически изоморфны; заметим, что

последний функтор корректно определен согласно предыдущему пункту.
4. Пусть N принадлежит DM r

Rwr
Chow

≥−n. Тогда CWHi
j(NK , l) = {0}, если или

i > n и j ≤ r − l, или l < 0.
5. Кроме того, если m ∈ [0, r], то следующие условия на N ∈ DM r

Rwr
Chow

≥−n

равносильны:
(a) CWHi

j(NK) = {0} для любого 0 ≤ j ≤ m и любого поля функций K/k;
(b) объект Nm = lmr (N) принадлежит DMm

R wm
Chow

≥1−n;
(c) существует срезка wr

Chow≤−nN , принадлежащая lr(ObjDMR〈m+ 1〉).
5Легко видеть, что этот класс дает (полную) триангулированную подкатегорию DM eff

gm,R , но
нам этот факт не понадобится.
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6. Класс DM eff,tRhom≤0
R (см. определение 3.1.1(4)) равен наименьшему подклас-

су ObjDM eff
R , который замкнут относительно расширений, копроизведений и со-

держит ObjChoweff
R (a)[a + b] для любых a, b ≥ 0. Кроме того, если i > j + l, то

функтор CWHi
j(NK , l) = {0} обнуляет этот класс.

Доказательство. 1. Все эти утверждения легко следуют из предложений
2.5.1(5, 6) и 2.6.1(6); достаточно лишь заметить, что функтор Chowj(−K , R, l) сохра-
няет копроизведения, так как объект R〈j〉Kperf категории DMR(K

perf ) компактен
(см. § 2.2).

2. Для доказательства первого утверждения этого пункта мы должны про-
верить, что CWH0

j(−K , R, l) ◦ 〈r + 1〉 = 0. Напомним, что функтор −〈r + 1〉 :

DM eff
R → DM eff

R весо-точен относительно wChow по предложению 2.6.1(3); сле-
довательно, предложение 2.5.1(5, 6) сводит утверждение к обнулению ограничения
Chowj(M

s
K , R, l) на Choweff

R 〈r + 1〉. Остается применить предложение 2.2.2.
Для доказательства второго утверждения применим предложение 2.5.1(6) еще

раз. Поскольку функторDM eff
R → Ab, индуцированный CWH0

j(−K , R, l), сохраняет
копроизведения, достаточно заметить, что его ограничение на M r

R(SmPrVar)[s] для
s �= 0 зануляется, поскольку функтор CWH0

j (−K , R, l) чист относительно wChow;
здесь мы применяем вышеупомянутые свойства функторов замены базы и мотивных
гомологий.

3. Поскольку объект lj(MR(P )〈j〉) компактен вDM j
R (см. предложение 2.4.2(1)),

оба указанных функтора сохраняют копроизведения. Кроме того, они гомологич-
ны, и функтор CWH0

j(−k(P ), R) чист по определению. Следовательно, для полу-
чения требуемого изоморфизма достаточно сравнить их ограничения на катего-
рии lj(Choweff

R )[i] ⊂ ObjDM j
R при i ∈ Z. Далее, напомним, что локализация

DM eff
gm,R/DM

eff
gm,R〈j + 1〉 вкладывается в DM j

R по предложению 2.4.2(1). Следова-
тельно, искомое утверждение легко следует из предложения 2.2.6(6) статьи [1].

4. Конечно же, мы можем считать n равным 0.
По предложению 2.5.1(4) соответствующий весовой комплекс tst(N) гомотопи-

чески эквивалентен комплексу, сконцентрированному в неположительных степенях.
Теперь вспомним, что функтор CWH0

j чист относительно wr
Chow (см. определение

3.1.1(1) и пункт 2 этого предложения). Применив связь чистых функторов с весо-
выми комплексами, получаем, что CWHi

j(NK , l) = {0} для любого i > 0 (и соответ-
ствующих значений j).

Наконец, CWHi
j(NK , l) = {0}, если l < 0, поскольку соответствующее ограни-

чение A функтора N �→ Chowj(NK , R, l) на HwChow равно нулю ввиду связности
категории Choweff

R (Kperf ).
5. Если j < m, то функтор CWHi

j(−K) = {0} пропускается через lrm по пункту 2;
следовательно, пункт 4 дает (b) =⇒ (a). Далее, условие (c) очевидно следует из
условия (b), если r = +∞, и следует из (b), если r ∈ Z согласно теореме 3.3.1 из
[19] (см. замечание 3.3.2(1) в этой статье). К тому же напомним, что функтор lmr
весо-точен по предложению 2.6.1(5); следовательно, условие (b) следует из (c).

Осталось проверить, что (b) следует из (a). Снова предположим, что n = 0.
Сперва положим m < +∞. Тогда, разумеется, достаточно проверить следую-

щее: из (a) следует, что если −1 ≤ s < m и lsr(N) ∈ DM s
Rws

Chow
≥1, то объект Ns+1

принадлежит DM s+1
R ws+1

Chow≥1.
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Выберем весовое разложение ws+1
Chow≤0Ns+1

gs+1→ Ns+1 → ws+1
Chow≥1Ns+1 объекта

Ns+1 и применим локализацию lss+1 : DM s+1
R → DM s

R. Поскольку функтор l
s
s+1 весо-

точен, lss+1(w
s+1
Chow≤0Ns+1) ∈ DM s

Rws
Chow≤0. Поскольку lsr(N) = lss+1(Ns+1), аксиома

ортогональности (iii) из определения 2.3.1 дает lss+1(gs+1) = 0.
Далее, предложение 2.3.4(3) дает ws+1

Chow≤0Ns+1 ∈ DM s+1
R ws+1

Chow=0. Таким обра-
зом, применяя предложения 2.3.4(4) и 2.6.1(3), мы получаем, что морфизм gs+1 про-
пускается через элемент DM s+1

R ws+1
Chow=0〈s+1〉; а значит, и через некоторое копроиз-

ведение видаM s+1
R (Pa)〈s+1〉 для некоторых (связных) многообразий Pa ∈ SmPrVar.

Применяя пункт 3, получаем, что M s+1
R (Pa)〈s + 1〉 ⊥ Ns+1, поскольку

CWH0
s+1(Ns+1,k(Pa)) = 0; таким образом, gs+1 = 0. Отсюда получаем, что Ns+1 —

ретракт ws+1
Chow≥1Ns+1; следовательно, Ns+1 принадлежит DM s+1

R ws+1
Chow≥1.

Осталось рассмотреть случай m = r = +∞. Рассуждая так же, как и вы-
ше, получаем, что достаточно проверить, что MR(Pa) ⊥ N для любого гладко-
го проективного k-многообразия Pa. Теперь пусть Pa — многообразие размерно-
сти d. Применим равносильность наших условий в случае m = d (заметим, что
ее мы только что доказали). Условие (b) в этом случае дает весовое разложение
с wd+1

Chow≤0Nd+1 ∈ Obj(Choweff
R

⊕̂)〈d + 1〉 (см. рассуждение выше). По определе-
нию групп Чжоу сразу получаем MR(Pa) ⊥ MR(SmPrVar)〈d + 1〉; следовательно,
MR(Pa) ⊥ wd+1

Chow≤0Nd+1. Поскольку MR(Pa) ⊥ wd+1
Chow≥1Nd+1, по аксиоме ортого-

нальности для wChow получаем, что, действительно, MR(Pa) ⊥ N .
6. Первая часть утверждения дана теоремой 2.4.3 и примером 2.3.13 статьи [18];

она также может быть легко получена из теоремы 2.2.1(3) статьи [20] (см. также
[21, теорема 6.2.1(1)]). Далее, Чжоу-весовые гомологии сохраняют копроизведения;
следовательно, требуемое обнуление следует из первого утверждения пункта и пред-
ложения 2.2.2.

Замечание 3.1.3. Поскольку весовая структура wChow вырождена справа (по
крайней мере, в некоторых случаях; см. предложение 2.6.1(7)), и для вырожденных
справа объектов M весовой комплекс tR(M) обнуляется, далее мы в основном бу-
дем изучать wChow-ограниченные снизу мотивы. Напомним, что лемма 2.4 статьи
[22] дает интересный пример wChow-вырожденного мотива; см. предложение 3.2.6 из
[11]. Заметим также, что этот мотив бесконечно эффективен, то есть принадлежит
∩r≥0 ObjDM eff

R 〈r〉; см. замечание 3.2.4 ниже.
Другое соображение, указывающее на проблемы с применением рассуждений,

схожих с нашими, к wChow-неограниченным снизу объектам, приведено в [11, заме-
чание 2.2.6(3)].

2. Напомним, что Чжоу-весовые гомологии для геометрических мотивов были
введены и подробно изучены в [1]. Наша версия этих теорий гомологий — единствен-
ное их чистое расширение на категорию DMeff

R , сохраняющее копроизведения (см.
предложение 2.5.1(6)).

3.2. Критерии обнуления Чжоу-весовых гомологий. Чтобы сформули-
ровать наши утверждения в максимальной общности, напомним следующее техни-
ческое определение.

Определение 3.2.1. 1. Пусть I — подмножество Z × [0,+∞) (см. § 2.1).
Мы будем называть I лестничным множеством, если для любых (i, j) ∈ I и

(i′, j′) ∈ Z × [0,+∞) таких, что i′ ≥ i и j′ ≤ j, выполнено (i′, j′) ∈ I.
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Для i ∈ Z будем обозначать через aI,i наименьшее число j ∈ [0,+∞], для кото-
рого (i, j) /∈ I.

2. Для m ∈ Z мы будем обозначать через d≤mDM
eff
R локализующую подкатего-

рию DM eff
R , порожденную {MR(X)}, для X , пробегающих гладкие k-многообразия

размерности, не превосходящей m; соответственно, эта категория нулевая, если
m < 0.

Кроме того, обозначим через d≤mChoweff
R подкатегорию Choweff

R , состоящую
из ретрактов мотивов гладких проективных многообразий размерности, не превос-
ходящей m.

Замечание 3.2.2. Очевидно, множество I ⊂ Z × [0,+∞) — лестничное тогда
и только тогда, когда оно равно объединению «полос»

⋃
(i0,j0)∈I

Ii0,j0 , где I(i0,j0) =

[i0,+∞)× [0, j0]. Поэтому объединение лестничных множеств лестнично; ср. теорему
3.2.3(4) ниже.

Изучим обнуление CWH∗
∗(MK) в степенях, соответствующих лестничным мно-

жествам.

Теорема 3.2.3. Пусть I ⊂ Z × [0,+∞) — лестничное множество, M — эле-
мент DM eff

R wChow+ (см. определение 2.3.2(4)).

1. Тогда следующие условия равносильны.

A. CWHi
j(MK) = {0} для любого поля функций K/k и (i, j) ∈ I.

B. Если (i, j) ∈ I, то объект lj(M) принадлежит DMR,j
wChow≥−i+1.

C. Для любого i ∈ Z существует срезка wChow≤−iM , принадлежащая
ObjDMeff

R 〈aI,i〉.
D. M принадлежит наименьшему классу DI объектов DM eff

R , кото-
рый замкнут относительно расширений и копроизведений, и содержит
∪i∈Z(Obj(Choweff

R 〈aI,i〉)[−i]).

E. Существует Choweff
R

⊕̂-комплекс t̃M ∼= t(M) такой, что его i-й член M̃ i

является объектом Choweff
R 〈aI,i〉⊕̂.

2. Если M ∈ DM eff
R,[a,b] (для некоторых a ≤ b ∈ Z), то M принадлежит DI

(см. условие 1.D) тогда и только тогда, когда M принадлежит замыканию
относительно расширений класса ∪−b≤i≤−a(Obj(Choweff

R 〈aI,i〉⊕̂)[−i]).

3. Если размерность M не превосходит r ≥ 0, то равносильные условия пунк-
та 1 также эквивалентны следующим.

A′. CWHi
j(MK) = {0} для всех пар (i, j) ∈ I и K = k(P ), где P — гладкое

проективное k-многообразие размерности не более r − j.

C ′. Для любого i ∈ Z существует срезка wChow≤−iM , принадлежащая
Obj(d≤r−aI,iDM

eff
R )〈aI,i〉.

D ′. M принадлежит наименьшему классу объектов DM eff
R , замкнуто-

му относительно расширений, копроизведений и содержащему класс ∪i Obj
(d≤r−aI,iChow

eff
R 〈aI,i〉)[−i].
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E ′. Существует Choweff
R

⊕̂-комплекс t̃M ∼= t(M) такой, что его i-й член M̃ i

является объектом (d≤r−aI,iChow
eff
R )〈aI,i〉⊕̂.

Кроме того, схожие модификации также могут быть сделаны для пункта 2.

4. Пусть Ij — лестничные множества, где j пробегает некоторое множество
индексов J , и I = ∪Ij. Тогда элемент M принадлежит DI тогда и только,
когда он принадлежит ∩jDIj .

Доказательство. 1. Рассмотрим полосу I(i0,j0) = [i0,+∞)× [0, j0]. Последова-
тельно применяя предложение 3.1.2(5), легко получаем, что обнуление CWHi

j(MK)

для любых (i, j) ∈ I(i0,j0) эквивалентно lj0(M) ∈ DMR,j0
wChow≥−i0+1; см. доказательство

теоремы 3.2.1(2) статьи [1]. Применяя замечание 3.2.2, получаем равносильность
условий A и B. Аналогично, эквивалентность B⇔ C также следует из предложения
3.1.2(5).

Далее, мы можем взять срезку w≤iM равной 0 для достаточно малых i. Поэто-
му, если выполнено условие C, то, применяя предложение 2.6.1(4) и утверждение
2.5.1(3), получаем, что срезки wChow≤−iM из условия C принадлежат классу DI .

Напомним теперь, что весовая структура wChow приведена и невырожде-
на слева; см. предложение 2.6.1(2). Следовательно, для любого объекта M ∈
DM eff

R и любых вариантов срезок wChow≥jM существует выделенный треугольник∐
j≥0 wChow≥jM →

∐
j≥0 wChow≥jM → M →

∐
j≥0 wChow≥jM [1] счетного гомото-

пического копредела; см. теорему 4.1.3(1, 2), определение 4.1.1 и замечание 1.2.6(1)
статьи [10]. Поэтому, выбрав срезки wChow≥jM , принадлежащие DI , получаем, что
M также принадлежит DI . Следовательно, условие D следует из условия C.

Далее докажем D ⇒ E схожим с предложением 2.3.2(9) статьи [11] образом (со-
ответственно, в этом доказательстве можно использовать слабый весовой комплекс
вместо сильного). Напомним, что функтор tst точен и сохраняет копроизведения.
Поскольку класс CI объектов K(Choweff

R ), изоморфных тем, что удовлетворяют
нашим условиям эффективности членов, очевидно, замкнут относительно расши-
рений и копроизведений, класс D′

I таких N ∈ ObjDM eff
R , что tst(N) ∈ CI , так-

же замкнут относительно этих операций. Так как класс D′
I , очевидно, содержит

∪i Obj(Choweff
R 〈aI,i〉)[−i], получаем, что DI ⊂ D′

I .
Наконец, для доказательства E ⇒ A заметим, что если t̃(M) = (M̃ i), то

CWHi
j(MK) — подфактор группы Chowj(M̃

i
K , R), а последняя равна нулю согласно

предложению 2.2.2.
2. Пусть M удовлетворяет условиям C предыдущего пункта и принадлежит

DM eff
R,[a,b]. Тогда можем выбратьwChow≤aM = 0. Кроме того, из условия D в пункте 1

следует, чтоM — объект DM eff
R 〈aI,−b〉. Поэтому, если мы положим wChow≤bM =M

и выберем срезки wChow≤−iM , принадлежащие ObjDM eff
R 〈aI,i〉 при −b < i < −a,

то эти условия будут выполнены для выбранных весовых срезок в диапазоне −b ≤
i ≤ −a.

Теперь применим предложение 2.6.1(4) и предложение 2.5.1(3). Схожим с до-
казательством следствия C ⇒ D предыдущего пункта способом получаем, что
wChow≤bM =M принадлежит требуемому классу.

3. Очевидно, условие A пункта 1 влечет условие A′, в то время как условия 1.C,
1.D и 1.E следуют из наших условий C ′, D ′ и E ′, соответственно. Таким образом, до-
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статочно проверить, что эти условия равносильны, и из них следуют «ограниченные
по размерности» версии условий 2.

Далее, легко увидеть, что приведенные выше рассуждения работают и в на-
шей ситуации, если воспользоваться следующими утверждениями: для любого j ≥
0 весовая структура wChow ограничивается на триангулированную подкатегорию
d≤rDM

eff
R , объекты которой — j-эффективные и wChow-ограниченные снизу (в

DM eff
R ⊃ d≤rDM

eff
R ) мотивы, и ядро этого ограничения равно (d≤r−jChow

eff
R )〈j〉⊕̂.

Теперь утверждение легко следует из теоремы 2.2 статьи [23] (вместе с предложе-
нием 1.7 там же, дающим вычисление ядра; см. также доказательство последнего).

Оставшиеся детали мы оставляем читателю, так как мы не будем использовать
данное утверждение ниже. Отметим только, что мы предлагаем брать подкатегории
размерности не более r в локализациях типа DM j

R, а не в соответствующих локали-
зациях d≤rDM

eff
R (хотя и они, вероятно, могут быть использованы в доказательстве;

см. предложение 2.2.6(7) статьи [1]).
4. Очевидно; см. условие A в пункте 1.

Замечание 3.2.4. Полагая I = Z × [0,+∞) в нашей теореме, мы немедленно
получаем, что бесконечно эффективные элементы DM eff

R wChow+ равны 0; ср. замеча-
ние 3.1.3(1).

Теперь установим связь нашей теоремы с высшими Чжоу-весовыми гомология-
ми.

Предложение 3.2.5. Пусть I ⊂ Z × [0,+∞) и M ∈ DMeff
R wChow+.

Рассмотрим следующие условия на M .

1. CWHi
j(MK , R) = {0} для любого (i, j) ∈ I и любого поля функций K/k.

2. Для любого рационального расширения K/k и (i, j) ∈ I выполнено
CWHi

j−1(MK , 1) = {0}.

3. CWHi
0(MK , j) = {0} для любых (i, j) ∈ I и любого поля функций K/k.

4. CWHi
a(MK , j−a) = {0} для любых (i, j) ∈ I, a ∈ Z, и любого расширения K/k.

Тогда выполнено следующее.
1. Из условия 4 следуют условия 3 и 2, и из каждого из этих двух условий

следует условие 1.
2. Пусть I — лестничное множество. Тогда все условия 1–4 равносильны.

Доказательство. 1. Очевидно, из условия 4 следуют все остальные. Остав-
шиеся импликации доказываются также, как в предложении 3.4.1 статьи [1].

2. Осталось проверить, что условие 4 следует из условия 1. Для этого достаточно
применить теорему 3.2.3(1) (см. условия A и D в ней) и предложение 3.1.2(1, 4).

Замечание 3.2.6. Заметим, что следствие 1 ⇒ 4 из предложения 3.2.5 может
быть ложным, если множество I не лестничное. Например, возьмем I = [2,+∞)×
[0,+∞) ∪ {0} × [0, 5]. Тогда мотив Q〈1〉[−1], очевидно, удовлетворяет условию 1, но
CWH2

1(Q〈1〉[−1], 1) ∼= Q.
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3.3. Связь с мотивными гомологиями. Определим некоторые «крутые»
лестничные множества и бирациональные мотивы.

Определение 3.3.1. 1. Пусть (i0, j0) ∈ Z × [0,+∞). Тогда мы определим
S(i0,j0) ⊂ Z × [0,+∞) как множество {(i, j) : i ≥ i0, 0 ≤ j ≤ j0 + (i − i0)}; про-
иллюстрируем это определение, закрасив серым цветом точки множества S(2,2) на
картинке ниже.

j

i

2. Пусть I — подмножество в Z × [0,+∞) (см. § 2.1). Мы будем называть его
суперлестничным множеством, если для любых (i0, j0) ∈ I множество S(i0,j0) лежит
в I.

3. Мы будем говорить, что объект N категории DMeff
R бирационален, если

ObjDM eff
R 〈1〉 ⊥ N .

Сделаем некоторые замечания о суперлестничных множествах и бирациональ-
ных мотивах.

Замечание 3.3.2. 1. Очевидно, любое суперлестничное множество является
лестничным.

Кроме того, если (i, j) ∈ S(i0,j0), то S(i,j) ⊂ S(i0,j0). Таким образом, подмноже-
ство в Z × [0,+∞) суперлестнично тогда и только тогда, когда оно представляется
в виде объединения «секторов» S(il,jl) для некоторых (il, jl) ∈ S(i0,j0).

2. Рассмотрим вложение DM eff
R 〈1〉 → DM eff

R . Композиция ν≥1 данного вложе-
ния со своим правым сопряженным равна функтору Hom(R〈1〉,−)〈1〉; см. предло-
жение 4.6.2 статьи [24].

К тому же для любого объектаM из DM eff
R это предложение дает следующий

треугольник слайс-фильтрации:

ν≥1(M) →M → ν0(M) → ν≥1(M)[1]. (3.3.2)

Напомним также, что объект ν0(M) бирационален в смысле определения
3.3.1(3); см. [24, лемма 4.5.4].
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Теперь изучим связь между Чжоу-весовыми и мотивными гомологиями.

Теорема 3.3.3. Пусть I = ∪S(ts,ns) для некоторых ts ∈ Z, ns ≥ 0. Тогда
следующие условия на M ∈ DMeff

R wChow+ равносильны:
(a) CWHi

j(MK) = {0} для любой пары (i, j) ∈ I и любого поля функций K/k;
(b) Chowr(MK , R,−c) = {0} для любого K, 0 ≤ r ≤ ns, и c ≥ ts;
(c) Chowr(MK , R,−c) = {0} для любого K и (r, c) ∈ I.

Доказательство. Очевидно, условие (b) следует из условия (c).
Теперь предположим, что условие (a) выполнено, и (i, j) ∈ I. Так как

I — суперлестничное множество, (u, j + u − i) ∈ I при u ≥ i. Следовательно,
CWHu

j (MK , u− i) = {0} для любого u ≥ i по предложению 3.2.5; см. условия 4
и 1 в нем.

Далее, функтор H = Chowj(−K , R, u− i) обнуляет DM eff
R wChow≥1 для любого

u ∈ Z, и равен нулю, если u < i, согласно предложению 3.1.2(4). Поэтому получаем
сходящуюся Чжоу-весовую спектральную последовательность

T (H,M) : Eu,q
2 T (H,M) = CWHu

j (MK , R,−q) =⇒ Eu+q
∞ = Chowj(MK , R,−u− q),

соответствующую wChow; см. предложение 2.5.3. Применяя вышеупомянутые обну-
ления групп CWHu

j (MK , u− i), мы получаем Chowj(MK , R,−i) = {0}, а значит, из
условия (c) следует условие (a).

Осталось установить, что условие (a) следует из (b). Поскольку I = ∪S(ts,ns),
достаточно доказать, что это следствие справедливо для I = S(t,n), где t ∈ Z и
n ≥ 0. Конечно, мы можем считать t равным 0. Следовательно, осталось доказать
следующую лемму.

Лемма 3.3.4. Пусть n ≥ 0, M ∈ ObjDMeff
R , и Chowr(MK , R,−c) = {0} для

всех c ≥ 0, 0 ≤ r ≤ n, и полей функций K/k. Тогда CWHi
j(MK) = {0} для любого

(i, j) ∈ S(0,n) (и любого поля функций K/k).

Доказательство. Докажем утверждение индукцией по n ≥ 0.
В случае n = 0 наше утверждение — очевидное обобщение следствия 3.4.2 из [1];

мы, по сути, приведем здесь доказательство этого следствия. Согласно предложению
5.1(3) ниже, из нашего предположения следует, чтоM принадлежит DMeff,tRhom≤−1

R

(см. определение 3.1.1(4)). Таким образом, остается применить предложение 3.1.2(6).
Теперь предположим, что утверждение выполнено при всех n ≤ m для неко-

торого m ≥ 0. Проверим его для n = m + 1. Поскольку мы доказали его в случае
n = 0, достаточно проверить, что CWHi

j(MK) = {0}, если (i, j − 1) ∈ S(0,n−1).
Возьмем треугольник (3.3.2) и обозначим ν0(M) и ν≥1(M) через M0 и M1 со-

ответственно. Тогда для любого i ∈ Z, j ≥ 0 и поля функций K треугольник (3.3.2)
дает длинную точную последовательность · · · → CWHi

j(M
1
K) → CWHi

j(MK) →
CWHi

j(M
0
K) → . . . Поэтому достаточно проверить, что CWHi

j(M
0
K) = CWHi

j(M
1
K) =

{0} при (i, j − 1) ∈ S(0,n−1).
Теперь легко видеть, что для i ∈ Z и j ≥ 1 выполнено Chowj(M

1
K , R,−i) =

Chowj(MK , R,−i) и Chowj(M
0
K , R,−i) = {0} (см. также вышеупомянутые утвержде-

ния из статьи [24]). Таким образом, дляM2 = Hom(R〈1〉,M) (см. замечание 3.3.2(2))
выполнено Chowj−1(M

2
K , R,−i) = {0}, если i ≥ 0 и j − 1 ≤ n− 1. Применяя предпо-

ложение индукции, получаем CWHi
j−1(M

2
K) = {0} при (i, j − 1) ∈ S(0,n−1). Поэтому
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из предложения 2.5.1(5) легко следует, что CWHi
j(−K) ◦ 〈1〉 ∼= CWHi

j−1(−K); следо-
вательно, CWHi

j(M
1
K) = {0} при (i, j − 1) ∈ S(0,n−1) (напомним, что M1 ∼= M2〈1〉).

Кроме того, M1 принадлежит DM eff
R

tRhom≤−1 (поскольку M ∈ DM eff
R

tRhom≤−1); см.
следствие 3.3.7(2) (и теорему 3.3.1) статьи [18] или предложение 5.1(3) ниже. Отсю-
да легко получаем, что M0 также принадлежит DM eff

R
tRhom≤−1. Поскольку мотив

M0 бирационален, он принадлежит DM eff
R wChow≥1 по лемме 3.3.5(2) ниже. Таким

образом, CWHi
j(M

0
K) = {0} при i ≥ 0 (см. предложение 3.1.2(4)), что завершает

доказательство.

Лемма 3.3.5. Пусть N ∈ DM eff
R

tRhom≤0.
1. Тогда для любого j ≥ 0 можно выбрать срезку wchow≤−jN , принадлежащую

ObjDM eff
R 〈j〉.

2. Предположим к тому же, что мотив N бирационален в смысле определения
3.3.1(3). Тогда N ∈ DM eff

R wChow≥0.

Доказательство. 1. Если N ∈ DM eff
R wChow+, то наше утверждение легко сле-

дует из случая n = 0 леммы 3.3.4 (заметим, что для данного случая доказательство
было получено независимо) и теоремы 3.2.3(1) (см. условия A и C в ней).

Рассуждения в общем случае схожи с доказательством [11, предложе-
ние 2.3.2(10)]. Зафиксируем j ≥ 0. Поскольку весовая структура wChow приведена,
класс C тех M ∈ ObjDMeff

R , для которых существует срезка wChow≤−jM , принад-
лежащая ObjDM eff

R 〈j〉, приведен (см. определение 2.1.2(1)) в DM eff
R ; см. предло-

жение 2.3.2(3) той же статьи. Кроме того, C замкнут относительно расширений по
предложению 1.2.4(12) там же. Снова по предложению 3.1.2(6) получаем, что доста-
точно установить существование таких wChow≤−jM , если M ∈ ObjChoweff

R 〈a〉[b− a]
для a, b ≥ 0. Последнее очевидно.

2. По предыдущему пункту существует −1-весовое разложение wchow≤−1N
a→

N → w≥0N (см. замечание 2.3.3(2)) такое, что w≤−1N ∈ ObjDM eff
R 〈1〉. Посколь-

ку мотив N бирационален, w≤−1N ⊥ N (см. замечание 3.3.2(2)). Следовательно,
N — ретракт объекта w≥0N ∈ DM eff

R wChow≥0; таким образом, N сам принадлежит
DM eff

R wChow≥0.

Таким образом, теорема 3.2.3 полностью доказана.

Замечание 3.3.6. 1. Ниже мы будем применять теорему 3.2.3 преимуществен-
но к геометрическим мотивам. Однако отметим, что наши аргументы опираются на
слайсы; таким образом, их невозможно применить, «не выходя за пределы DM eff

gm,R»
(см. [25]).

Отметим также, что доказательства теорем 3.2.3 и 3.3.3 намекают на то, что
имеет смысл изучать условия этих теорем для подкатегорий DMeff

R , больших
DM eff

R wChow+. В частности, можно рассмотреть категорию Воеводского DM eff
R− ⊃

DM eff
R wChow+; ср. § 2.3 из [23].
2. Поскольку слайсы точны и сохраняют копроизведения, для любого лест-

ничного I объект M из DM eff
R принадлежит классу DI (см. условие D в теоре-

ме 3.2.3(1)) тогда и только тогда, когда ему принадлежат ν0(M) и ν≥1(M). Кроме
того, аналогичные утверждения выполнены для других «слайсов»M . Мы оставляем
детали читателю.
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3. Очевидно, в Z× [0,+∞) есть много лестничных, но не суперлестничных под-
множеств. Однако единственный конкретный тип множеств такого типа, рассмот-
ренный в [1], — это множества вида Z × [0, c − 1] (для c > 0). Они соответствуют
c-эффективности мотивов; см. замечание 3.3.2(2) там.

4. Продемонстрируем, что теорема 3.2.3 не обобщается на произвольные под-
множества Z × [0,+∞). Пусть R = Q и M = Q〈1〉[−1]. Тогда CWHi

j(M) = {0}, если
(i, j) �= (1, 1).

Далее, пусть k не равно объединению конечных полей, и I = [0,+∞)× [0,+∞)\
{(1, 1)}. Тогда CWH0

0(N,Q) = k× ⊗ Q �= {0}, но (0, 0) ∈ I.
5. Пусть M ∈ DM eff

R wChow+, t ≥ 0, и E∗,∗
2 — члены Чжоу-весовой спектральной

последовательности TwChow
(H,M) для гомологического функтора DM eff

R (R〈t〉,−)
сконцентрированы в первом квадранте (в частности, это выполнено, если M ∈
DM eff

R wChow≤0). Тогда можно рассмотреть так называемую пятичленную точную
последовательность

0 → CWH1
t (M) → Chowt(M,−1) → CWH0

t (M,−1) → CWH2
t (M) → Chowt(M,−2),

и применить ее для изучения обнуления соответствующих групп гомологий.
4. Применение к геометрическим мотивам. В этом параграфе мы приме-

ним теорему 3.2.3 для получения ряда новых утверждений о геометрических моти-
вах. Мы рассуждаем аналогично статье [1].

В § 4.1 мы применяем теорему 3.2.3 совместно с результатами [1, § 3.6]; это дает
конечность показателей для высших групп Чжоу-весовых гомологий и групп мотив-
ных гомологий низких степеней при условии, что это — группы кручения.

В § 4.2 мы применяем наши результаты к мотиву с компактными носителями
многообразия X . Мы получаем, что если группы Чжоу X (над универсальной обла-
стью K, содержащей k) — группы кручения, то их показатели конечны. Также мы
получаем некоторую «эффективность» соответствующих весовых факторов Делиня
для сингулярных и этальных когомологий X с компактным носителем.

4.1. Конечность показателей Чжоу-весовых и мотивных гомоло-
гий. Применим наши результаты к геометрическим мотивам.

Теорема 4.1.1. ПустьM — объект категории DM eff

gm,Z[ 1p ]
, K — универсальная

область (т. е. K — алгебраически замкнутое бесконечной степени трансцендент-
ности над своим простым подполем), содержащая k, и I = ∪S(ts,ns) (см. опреде-
ление 3.3.1(1)).

Тогда следующие условия равносильны.

1. Chowr((M ⊗ Q)K ,Q,−c) = {0} для 0 ≤ r ≤ ns и c ≥ ns; здесь M ⊗ Q —
результат применения к M функтора расширения скаляров −⊗Q = −⊗Z[1/p]

Q : DM eff
gm,Z[1/p] → DM eff

gm,Q из предложения 3.6.2(I.1) статьи [1].

2. Существует число EM > 0, для которого EMChowr(Mk′ ,−c,Z[ 1p ]) = {0} при
всех (r, c) ∈ I и любого расширения полей k′/k.

3. Если (i, j) ∈ I, то CWHi
j((M ⊗ Q)K ,Q) = {0}.

4. Существует число E′
M > 0 такое, что E′

M CWHi
j−a(Mk′ , a) = {0} для любых

a ∈ Z, (i, j) ∈ I и любого расширения полей k′/k.

580 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2020. Т. 7 (65). Вып. 4



Доказательство. Условие 1, очевидно, следует из условия 2.
Далее, по предложению 2.3.4(II) статьи [1] условие 1 (соотв. 3) выполнено тогда

и только тогда, когда соответствующие гомологии обнуляются для любого поля
функций k′/k. Следовательно, применив теорему 3.2.3 к мотивуM⊗Q ∈ ObjDMeff

Q ,
получаем, что эти условия равносильны.

Кроме того, условия 3 и 4 эквивалентны по теореме 3.6.4 той же статьи (см.
условие II.B в ней).

Наконец, будем рассуждать аналогично следствию 3.6.5(II) там же. Как мы
уже отметили в доказательстве теоремы 3.2.3, имеется следующая спектральная
последовательность T (H,M) :

Eu,q
2 T (H,M) = CWHu

j (MK ,Z[1/p],−q) =⇒ Eu+q
∞ = Chowj(MK ,Z[1/p],−u− q).

К тому же, комплекс tst(M) изоморфен ограниченному (см. определение 3.1.1(1)
и предложение 2.2.1(1) статьи [1]). Следовательно, простое вычисление, проведен-
ное выше, дает следующее: если (r, c) ∈ I, то группа Chowr(Mk′ ,−c,Z[ 1p ]) обладает
фильтрацией, длина которой ограничена константой, а факторы обнуляются умно-
жением на E′

M . Таким образом, в качестве EM можно взять некоторую степень
E′

M .

Замечание 4.1.2. Конечность показателей некоторых Чжоу-весовых гомоло-
гий весьма интересна. Отметим, что группы Чжоу-весовых и мотивных гомологий
геометрических мотивов могут иметь очень большие и сложные подгруппы круче-
ния.

4.2. Применения к мотивам с компактными носителями. Применим
наши результаты к мотивам с компактными носителями. Напомним некоторые ба-
зовые факты об этих объектах.

Предложение 4.2.1. 1. Существует функтор M c,R
gm мотива с компактными

носителями из категории SchPr многообразий над k с собственными морфизмами
в DM eff

gm,R.
2. Для любых j, l ∈ Z, X ∈ Var, M =M c,R

gm (X) и любого расширения k′/k группа
Chowj(Mk′ , R, l) (см. определение 2.2.1(3)) естественно изоморфна высшей груп-
пе Чжоу CHj(Xk′ , l, R) (см. Z[1/p]-линейную версию этого обозначения в теореме
5.3.14 статьи [5]).

Доказательство. Эти утверждения легко следуют из Z[1/p]-линейных вер-
сий, доказанных в § 5.3 статьи [5], вместе с предложением 1.3.3 статьи [4] и предло-
жением 5.1(2) ниже; ср. [1, предложение 4.1.2].

Замечание 4.2.2. Напомним, что функторMR также определен на категории
всех k-многообразий, и если многообразие X собственно, то MR(X) =M c,R

gm (X) (см.
предложение 5.3.5 статьи [5]). В частности, MR(X) = M c,R

gm (X), если X гладко и
проективно.

Теперь мы применим теорему 3.2.3 вместе с некоторыми результатами [1] и
получим обобщение теоремы 4.2.1 той статьи. Отметим, что в этом утверждении не
упоминаются Чжоу-весовые гомологии.
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Теорема 4.2.3. Пусть X ∈ Var, K — универсальная область, содержащая k,
и для некоторого множества {(ts, ns)} ⊂ Z × [0,+∞) и любых (r, c) ∈ Z ⊗ [0,+∞),
в т. ч. 0 ≤ r ≤ ns и c ≥ ts для некоторого s, выполнено CHr(XK ,−c,Q) = {0}.

1. Тогда существует EX > 0 такое, что EXCHr(Xk′ ,−c,Z[1/p]) = {0} для лю-
бых (r, c) ∈ I и любого расширения k′/k, где I = ∪S(ts,ns) (см. определение 3.3.1(1)).

2. Если k — подполе C, а l,m ∈ Z, то (m + l)-й весовой фактор Делиня
Hm

c (XC) (Q-линейных) сингулярных когомологий XC с компактными носителя-
ми aI,l-эффективен как чистая структура Ходжа; соответствующие обозначе-
ния можно найти в определении 3.2.1(1) выше и [1, определение 3.5.3, теоре-
ма 3.5.4(2)].

Кроме того, аналогичные свойства факторов Делиня выполнены для эталь-
ных когомологий Hq

c (Xkalg ,Q�), если k — совершенное замыкание поля, имеющего
конечную степень трансцендентности над простым подполем.

Доказательство. 1. Утверждение легко следует из предложения 4.2.1(2) и
теоремы 4.1.1 (см. условия 1 и 2 в последней).

2. Если (i, j) ∈ I иM =M c,Q
gm (X), то CWHi

j(MK) = {0}; см. теорему 3.2.3. Теперь
легко можем рассуждать аналогично доказательству теоремы 4.2.1(2) статьи [1].

Замечание 4.2.4. 1. К тому же дляM =M c,Q
gm (X) и любого когомологического

функтора H из DM eff
gm,Q в абелеву категорию A можно применить обнуление упомя-

нутых выше групп Чжоу-весовых гомологий вместе с предложением 3.5.1(1) той же
статьи и получить, что для любых l,m ∈ Z и объект E−l,m

2 T (M), и (Gr−l
WHm−l)(M)

являются подфакторами Hm(MR(P )〈aI,l〉) для некоторого P ∈ SmPrVar, если
aI,l < +∞, и равны 0, если aI,l = +∞; см. соответствующие обозначения в [1,
определение 1.4.4(2), предложение 1.4.5(2)].

2. Из сочетания двух «стандартныx» мотивных гипотез следует, что условие
эффективности структуры Ходжа в теореме 4.2.3(2) равносильно нашим предполо-
жениям о группах Чжоу X . Это утверждение легко следует из предложения 3.5.6
статьи [1] (примененного вместе с нашей теоремой 3.2.3).

3. Конечно же, можно рассмотреть Чжоу-весовую спектральную последователь-
ность для негеометрических объектов изDM eff

Q (или DM eff
R для любого R). В част-

ности, можно определить функторы сингулярных и этальных гомологий, сходные с
упомянутыми в теореме 4.2.3(2), на категории DMeff

Q . Заметим, что такие гомоло-
гические функторы, принимающие значения в соответствующих инд-пополненных
категориях и сохраняющие копроизведения, существуют; см. лемму 2.2 статьи [26].

Важно отметить здесь, что эти функторы переводят объекты категории
Choweff

Q
⊕̂ в (инд-чистые) объекты веса 0 соответствующих смешанных категорий;

следовательно, эти весовые спектральные последовательности вырождаются в E2

(ср. теорему 3.5.4 статьи [1]).
5. Вспомогательные утверждения о мотивах. Докажем некоторые утвер-

ждения, которые применялись как в [1], так и в этой статье. Авторы не нашли
соответствующих формулировок (над полями) в литературе, но, конечно же, не пре-
тендуют на приоритет по их поводу.

Мы не будем вводить определения и обозначения, используемые ниже; они мо-
гут быть найдены в статье [16].

Предложение 5.1. Пусть K/k — расширение совершенных полей, f :
SpecK → Spec k — соответствующий морфизм и X — k-многообразие.
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Тогда выполнены следующие утверждения.

1. Функтор −K из определения 2.2.1(2) — это ограничение на DM eff
R функтора

f∗ : DMR → DMR(K
perf ), и выполнено f∗(MR(X)) ∼=MR(XK).

2. К тому же f∗(M c
R(X)) ∼=M c

R(XK).

3. Объект N категории DM eff
R принадлежит DM eff

R
tRhom≤0 тогда и только то-

гда, когда Chow0(Nk′ , R, l) = {0} для любого l < 0 и любого поля функций k′/k.
Кроме того, эти условия равносильны обнулению групп Chowr(Nk′ , R, l − r)
для всех l < 0, r ≥ 0 и любого поля функций k′/k.

Доказательство. 1. Перейдем к «стабильным» мотивным категориям
DMR

∼= DMcdh(Spec k,R) ⊃ DM eff
R (см. § 1.2, определение 1.5, и предложение 8.1(c)

статьи [16]). Тогда вторая часть утверждения говорит, что мы в действительности
можем определить −K как ограничение на DM eff

R функтора f∗.
Для доказательства требуемого изоморфизма напомним, что мотив MR(X) мо-

жет быть вычислен как x!x!(R), где x : X → Spec k — структурный морфизм; см.
формулу (8.7.1) (и § 1.6) этой статьи. Рассмотрим декартов квадрат

XK
fX−−−−→ X⏐⏐�xK

⏐⏐�x

SpecK
f−−−−→ Spec k

(5.1)

и напомним, что категорииDMcdh(−, R) дают мотивную категорию над категорией
нетеровых k-схем конечной размерности, и она непрерывна относительно подкру-
ток 〈n〉 для n ∈ Z; см. предложение 4.3 и теорему 5.1 там же, а также определения
2.4.45 и 4.3.2 книги [17]. Таким образом, мы можем применить изоморфизм замены
базы (см. теорему 2.4.50(4) этой книги) и получить f∗x! ∼= xK!f

∗
X .

Далее, мотивная категория DMcdh(−, R) порождена этими подкрутками (см.
определение 2.5 и предложение 4.3 статьи [16]), и морфизм f регулярен по теоре-
ме Попеску—Спиваковского (см. теорему 4.1.5 книги [17]). Таким образом, приме-
няя предложение 4.3.12 этой книги, мы получаем f∗

Xx
! ∼= x!Kf

∗. Остается напом-
нить, что f∗RSpeck

∼= RSpecK (см. § 1.1.1 там же); следовательно, f∗(MR(X)) ∼=
xK!x

!
KRSpecK

∼=MR(XK).
2. Доказательство этого пункта во многом похоже на предыдущее. Пред-

ложение 8.10 статьи [16] говорит, что мотив M r,c
gm(X) вычисляется как x∗x!(R);

здесь мы используем обозначения [17] (и пишем x∗ вместо Rx∗). Далее, упомя-
нутые выше утверждения позволяют применить предложение 4.3.15 этой книги;
это дает f∗x∗ ∼= xK∗f∗

X . Применяя упомянутые выше изоморфизмы получаем, что
f∗(M r,c

gm(X)) ∼= xK∗x!KRSpecK
∼=M r,c

gm(XK).
3. N принадлежит DM eff

R
tRhom≤0 тогда и только тогда, когда для любого поля

функций k′/k и любого его представления в виде Spec k′ = lim←−Xj для Xj ∈ SmVar,
r ≥ 0 и l < 0, выполняется lim−→j

DM eff
R (MR(Xj)〈r〉[l− r], N) = {0}; см. следствие 5.2,

§ 1.18 и теорему 3.7 статьи [27].6

6Как вариант, можно применить следствие 2.3.12 и теорему 3.3.1 статьи [18]; см. также опре-
деления 1.3.10 и 3.2.3 и формулу (2.3.4.a) этой статьи.
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Далее, напомним, что мотивы MR(Xj) также могут быть вычислены как
xj#RXj = xj#x

∗
jRSpeck, где xj : Xj → Spec k — структурные морфизмы, а функ-

торы xj# сопряжены слева к x∗j ; см. формулу (8.5.3) статьи [16] (мы опускаем
L в обозначениях этой статьи). Таким образом, DM eff

R (MR(Xj)〈r〉[l − r], N) ∼=
DMcdh(Xj , R)(RXj 〈r〉[l− r], x∗jN). По непрерывности, упомянутой выше, мы можем
перейти к пределу (см. определение 2.5 там же) и получить

lim−→DMcdh(Xj , R)(RXj 〈r〉[l − r], x∗jN) ∼= DMcdh(Spec k
′, R)(RSpeck′〈r〉[l − r], f∗N).

Последняя группа изоморфна Chowr(Nk′ , R, l − r), поскольку мы можем заменить
поле k′ на его совершенное замыкание; см. предложение 8.1 статьи [16].

Остается проверить требуемое обнуление в случае r = 0. Оно легко получается
из предложения 5.2.6(8) и замечания 5.2.7(7) статьи [28]. Кроме того, его легко мож-
но вывести из хорошо известной теоремы 4.19 статьи [3] и того факта, что мотив
R〈n〉[−n] — ретракт MR(Gn

m) (где Gm = A1 \ {0}).
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14. Gillet H., Soulé C. Descent, motives and K -theory // J. f. die reine und ang. Math. 1996.
Vol. 478. P. 127–176.

15. Beilinson A., Vologodsky V. A DG guide to Voevodsky motives // Geom. Funct. Analysis.
2008. Vol. 17, no. 6. P. 1709–1787.
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18. Bondarko M.V., Déglise F. Dimensional homotopy t-structures in motivic homotopy theory
// Adv. in Math. 2017. Vol. 311. P. 91–189.

584 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2020. Т. 7 (65). Вып. 4



19. Bondarko M.V., Sosnilo V.A. On the weight lifting property for localizations of triangulated
categories // Lobachevskii J. of Math. 2018. Vol. 39, no. 7. P. 970–984.

20. Bondarko M.V., Z[1/p]-motivic resolution of singularities // Compositio Math. 2011. Vol. 147,
no. 5. P. 1434–1446.

21. Bondarko M.V. Differential graded motives: weight complex, weight filtrations and spectral
sequences for realizations; Voevodsky vs. Hanamura // J. of the Inst. of Math. of Jussieu. 2009. Vol. 8,
no. 1. P. 39–97. arxiv.org/abs/math.AG/0601713

22. Ayoub J. Motives and algebraic cycles: a selection of conjectures and open questions. In: Hodge
theory and L2-analysis. P. 87–125. Adv. Lect. Math. (ALM). Vol. 39. Somerville, MA: Int. Press, 2017.

23. Bondarko M.V. Intersecting the dimension and slice filtrations for motives // Homology, Ho-
motopy and Appl. 2018. Vol. 20, no. 1. P. 259–274.

24. Kahn B., Sujatha R. Birational motives, II: triangulated birational motives // Int. Math. Res.
Notices. 2017. Vol. 2017, no. 22. P. 6778–6831.

25. Ayoub J. The slice filtration on DM(k) does not preserve geometric motives. Appendix to
A.Huber’s “Slice filtration on motives and the Hodge conjecture” // Math. Nachr. 2008. Vol. 281, no. 12.
P. 1764–1776.

26. Krause H. Smashing subcategories and the telescope conjecture — an algebraic approach //
Invent. math. 2000. Vol. 139. P. 99–133.
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In this paper we study in detail the so-called Chow-weight homology of Voevodsky motivic
complexes and relate it to motivic homology. We generalize earlier results and prove that
the vanishing of higher motivic homology groups of a motif M implies similar vanishing
for its Chow-weight homology along with effectivity properties of the higher terms of its
weight complex t(M) and of higher Deligne weight quotients of its cohomology. Applying
this statement to motives with compact support we obtain a similar relation between the
vanishing of Chow groups and the cohomology with compact support of varieties. Moreover,
we prove that if higher motivic homology groups of a geometric motif or a variety over a
universal domain are torsion (in a certain “range”) then the exponents of these groups are
uniformly bounded. To prove our main results we study Voevodsky slices of motives. Since
the slice functors do not respect the compactness of motives, the results of the previous
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Chow-weight homology paper are not sufficient for our purposes; this is our main reason
to extend them to (wChow-bounded below) motivic complexes.
Keywords: motives, triangulated categories, Chow groups, weight structures, Chow-weight
homology, Deligne filtration, effectivity.
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