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Вопросы исследования ударно-волновых процессов в конструкционных материалах
являются актуальными, но проведение натурных исследований чрезвычайно затруд-
нительно и дорогостояще, а подчас и даже невозможно воспроизвести. Поэтому в
основном все исследования по этой тематике сводятся к различным вариантам мо-
делирования процессов высокоскоростного нагружения материалов в лабораторных
условиях. В работе рассмотрены следующие направления математического моделиро-
вания высокоскоростного нагружения материалов, проводившиеся на кафедре физи-
ческой механики СПбГУ: моделирование ударно нагружаемых сред с использованием
динамики дислокаций; моделирование высокоскоростного нагружения сред с учетом
релаксационных явлений в приповерхностной области; моделирование распростране-
ния короткого упругопластического импульса в среде в условии воздействия слабого
магнитного поля; построение математических моделей деформирования и разрушения
тонких металлических колец магнитно-импульсным методом; моделирование движе-
ния трещин при кратковременных импульсных нагружениях.
Ключевые слова: математическое моделирование, высокоскоростное нагружение, ди-
намика дислокаций, упругопластический импульс, магнито-импульсный метод, релак-
сационные явления, движение трещин.
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1. Введение. Интерес к исследованию процессов высокоскоростного нагру-
жения материалов в значительной степени определяется потребностями практики.
Дело в том, что потребности современной промышленности предъявляют высокие
требования к точности прогноза прочностных характеристик различных материа-
лов, работающих в условиях, быстро изменяющихся во времени. Актуальными и
достаточно сложными являются вопросы исследования ударно-волновых процессов
в конструкционных материалах.

Однако проведение натурных исследований чрезвычайно затруднительно и до-
рогостояще, а подчас их даже невозможно воспроизвести. Поэтому в основном все
исследования по этой тематике сводятся к различным вариантам моделирования
процессов высокоскоростного нагружения материалов в лабораторных условиях.

Моделированию процессов высокоскоростного нагружения материалов как в
экспериментальных исследованиях, так и в теоретических расчетах уже не один де-
сяток лет уделяется серьезное внимание сначала в Ленинградском, а затем Санкт-
Петербургском государственном университете на кафедре физической механики ма-
тематико-механического факультета, созданной 50 лет тому назад по инициативе
члена-корреспондента АН СССР С. В. Валландера. Большое внимание развитию
данного направления уделял первый заведующий кафедрой Б. В. Филиппов. Такие
исследования позволяют получить информацию об уравнениях состояния твердо-
го тела в широком диапазоне давлений и скоростей нагружения материала, в том
числе и при его фазовых превращениях.

Особенностью ударного нагружения твердых тел, как показывают эксперимен-
ты, является синергетическое формирование вихре-волновых структур в среде во
время прохождения волны за счет необратимых процессов на мезоскопическом мас-
штабном уровне. Эти процессы аналогичны генерации турбулентных структур в
жидкости, что подтверждает общность неравновесных процессов переноса в разных
средах при их динамическом нагружении.

При малых скоростях деформации и напряжениях, не превышающих предел
прочности, процесс деформации кристаллических твердых тел может с достаточной
степенью точности быть описан классической механикой сплошной среды, а эволю-
ция микроструктуры — дислокационно-дисклинационной динамикой. При высоких
скоростях деформации и напряжениях выше предела текучести (то есть в условиях
ударного нагружения) процесс деформации предлагается описывать с учетом нело-
кальности и неравновесности [1].

Таким образом, при быстром и сверхбыстром нагружении твердых тел (t ∼
10−7–10−9 c) существует принципиальное отличие в поведении материалов от ква-
зистатического нагружения. Следует отметить два существенных момента.

Во-первых, при нагружении короткими импульсами начинают все более и более
проявляться инерционные свойства материалов, выражающиеся в неравновесности
и нестационарности ударно-волнового процесса вблизи поверхности нагружения. За
время релаксации происходит перераспределение энергии по соответствующим сте-
пеням свободы твердого тела, вызывающее в свою очередь изменение напряженного
состояния среды. Наблюдается неадекватный отклик материала в силу инерциаль-
ных свойств среды уже на уровне атомной структуры. Начинают проявляться кол-
лективные эффекты.

Во-вторых, становится недостаточным рассмотрение процесса распространения
волн напряжений в материале только в рамках механики сплошной среды. Необ-
ходимо учитывать структурные параметры материала, так как длины волн, воз-
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буждаемых в твердых телах, становятся сравнимыми с характерными размерами
структуры материала (трещины, границы зерен, дислокации и т. д.) и наблюдает-
ся взаимодействие волн со структурой. Становится общепринятым представление
о том, что разрушение является процессом, протекающим на многих масштабных
уровнях.

С математической точки зрения основная причина некорректности классиче-
ских моделей механики сплошной среды при быстром нагружении заключается в
аддитивном принципе их построения. Поскольку принцип аддитивности имеет ме-
сто только для линейных систем, в области больших деформаций и скоростей де-
формаций этот принцип не работает [1].

Динамическое разрушение твердых тел характеризуется целым рядом принци-
пиальных эффектов, не имеющих объяснения в рамках традиционных квазистатиче-
ских представлений. Существовавшие ранее способы моделирования динамического
деформирования и разрушения, а также тестирования динамических прочностных
свойств материалов сводились к измерению скоростных зависимостей. Математиче-
ское моделирование в механике деформируемого твердого тела, как правило, опи-
рается на данные экспериментальных исследований, особенно при построении опре-
деляющих уравнений.

В данной статье на примере решения конкретных задач будет показано, как об-
щие закономерности устанавливались, проверялись и уточнялись в ходе математи-
ческого моделирования, проводимого В. А. Морозовым, его коллегами и учениками.
Авторы благодарны редколлегии журнала «Вестник СПбГУ. Математика. Механи-
ка. Астрономия» за предложение написать эту обзорную статью.

В работе будут рассмотрены следующие направления математического моде-
лирования высокоскоростного нагружения материалов: моделирование ударно на-
гружаемых сред с использованием динамики дислокаций; моделирование высоко-
скоростного нагружения сред с учетом релаксационных явлений в приповерхност-
ной области; моделирование распространения короткого упругопластического им-
пульса в среде в условии воздействия слабого магнитного поля; построение мате-
матических моделей деформирования и разрушения тонких металлических колец
магнитно-импульсным методом; моделирование движения трещин при кратковре-
менных импульсных нагружениях.

2. Моделирование ударно нагружаемых сред с использованием дина-
мики дислокаций. Одним из способов описания ударного поведения материалов,
касающихся изучения зависящих от скорости деформирования свойств материалов,
является подход, основанный на использовании динамических свойств дислокаций
в записи определяющего уравнения. Замкнутая система уравнений для описания
упругопластических волн в случае одноосного нагружения (вдоль оси x) имеет вид

ρ
∂u

∂t
+
∂σ

∂x
= 0,

∂u

∂x
+
∂ε

∂t
= 0, (1)

∂σ

∂t
− ρc2

∂ε

∂t
= −F,

где u — скорость смещения частиц материала, ε — полная деформация в направ-
лении распространения волны, σ — напряжение, ρ — плотность материала, c —
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скорость звука (адиабатическая), t — время, F — функция релаксации, вид которой
определяет зависимость скорости пластической деформации материала от плотно-
сти подвижных дислокаций и их скорости.

В работе [2] получено аналитическое решение системы (1) для функции релак-
сации F поликристаллического материала. Для этого третье уравнение системы (1)
записывается через пластическую деформацию сдвига γ, связанную с нормальным
напряжением σ и деформацией ε, что в свою очередь позволяет получить выражение
для полной (упругой плюс пластической) деформации в направлении сдвига

ε = (τ +Bγ)/ ln

[
γt

A (Mγ + 1)

]
+ 2γ, (2)

где γt = ∂γ/∂t, A = bv∗N0, B = H/μ, M = α/N0, τ = τ0/μ, N0 — начальная плот-
ность дислокаций, H — константа упрочнения, v∗ — скорость поперечных звуковых
волн, α — коэффициент размножения дислокаций, b — значение вектора Бюргерса,
τ0 — характеристическое напряжение торможения, λ и μ — коэффициенты Ламэ.

Первые два уравнения системы (1) можно свести к одному уравнению второго
порядка относительно σ и ε

∂2σ

∂x2
− ρ

∂2ε

∂t2
= 0. (3)

Так как (3) — это волновое уравнение, то подстановка в (3) выражений для
γ и ε позволяет получить уравнение третьего порядка в частных производных от-
носительно сдвиговой пластической деформации, решение которого ищется в виде
γ = f (x− at), а именно

Mγ + 1 =M0 exp (−kx+ ωt) , (4)

где M0 — амплитуда.
После подстановок и решения уравнения получаются следующие выражения:

γ =
1

M

[
M0 exp

(
AMeδt− kx

)
− 1

]
, (5)

ε = −τ
δ
+

2−B/δ

M
[exp (ωt− kx)− 1] , (6)

σ = −τ
δ
ρc2 +

1

M

[
ρc2

(
2− B

δ

)
− 8

3
μ

]
[exp (ωt− kx)− 1] , (7)

где

δ = ln
ω

AM
= B/

(
2− 8μ

3ρ

1

c2 − ω2

k2

)
, (8)

k =
ω

c

/√
1− 8μ

3ρc2
1

2− B/ ln ω
AM

. (9)

Таким образом, напряжение на пластическом фронте волны, начиная от ко-
ординаты x = cpt, экспоненциально спадает от величины σ0, равной начальному
напряжению, прикладываемому на границе x = 0 в момент t = 0, до некоторого
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постоянного значения σm, определяемого параметрами материала. Координата на-
чала спада пластического фронта перемещается в положительном направлении оси
x со скоростью cp. Напряжение на пластическом фронте равно

σ = σ0 + (σ − σm) (exp [−k (x− cpt)]− 1) при x ≥ cpt, (10)

σ = σ0 при x < cpt.

Подбирая параметры τ0, N0, α и H так, чтобы расчетный пластический фронт
совпадал с экспериментальным, можно начальную плотность дислокаций N0 опре-
делить из аналитического решения (10). Найденная таким образом величина N0 от-
вечает значениям, полученным из анализа экспериментальных данных о затухании
упругого предвестника.

Развитая в данной работе методика аналитического описания пластических
фронтов по существу основывается на замене нелинейной зависимости σ − ε на ли-
нейную жестко-пластическую зависимость с упрочнением, наклон которой к оси
абсцисс определяется скоростью пластического фронта.

Также в работе приведено численное решение системы уравнений (1) при раз-
личных значениях входящих в уравнения параметров дислокационной структуры
с использованием метода конечных разностей и с введением искусственной вязко-
сти по Нейману и Рихтмайеру. Этот метод является наиболее употребительным и
эффективным для данного класса задач. Введение искусственной вязкости вызвано
необходимостью сглаживания решений [3, 4].

С использованием в определяющем уравнении функции релаксации F , подобной
соответствующейфункции из [2], в работе [5] предложено аналитическое и численное
решения системы уравнений (1) для поликристаллических материалов, с помощью
которых производится обработка экспериментальных данных по ударному нагруже-
нию Армко-железа.

Применение второго типа определяющего уравнения для поликристаллов [5, 6],
в котором упрочнение пропорционально скорости деформации:

∂γ

∂t
= A (Mγ + 1) exp

[
−
τ +B ∂γ

∂t τn

ε− 2γ

]
(11)

(здесь τn — длительность фронта упругого предвестника), позволило обнаружить
осцилляционный характер упругопластической волны. Для этого решалась система
уравнений (1) и (11) в предположении о законе размножения дислокаций в процессе
пластической деформации

N = (N0 + αγ) exp

[
−H ∂γ

∂t

/
τ∗

]
, (12)

где τ∗ — разрешающее касательное напряжение в плоскости скольжения дислока-
ций. Этот закон отличается от рассмотренного в [2] характером упрочнения. Полу-
чающееся в процессе решения дисперсионное уравнение имеет комплексные корни.
Это позволяет утверждать, что упругопластическая волна имеет осцилляционную
структуру.

Была определена область фазовых скоростей, для которых возможны осцилля-
ции пластического течения, а также зависимость этой области от параметров среды
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и нагружения. Данный факт был подтвержден экспериментально в опытах по на-
гружению импульсом лазера (λ =1.06 мкм) длительностью 50 нс образцов алюминия
и меди, отожженных в диапазоне температур 400–700 ◦С [6].

В работе [5] также проведено аналитическое описание профилей упругопла-
стических волн в монокристаллических материалах. При выводе соотношений для
напряжения и деформации в упругопластической волне использовались выражения
для функции релаксации и для разрешающего касательного напряжения в опре-
деляющем уравнении, полученные для некоторых типов кристаллических решеток
опытным путем. Как и в [2], возможность получения аналитического решения свя-
зана с линеаризацией задачи. Решение хорошо согласуется с экспериментальными
зависимостями для монокристаллических материалов.

Описание начальной стадии динамической пластичности при высокоскоростном
нагружении приводится в работах [7, 8]. При этом изучается двуволновая структура,
возникающая в твердых материалах при высокоскоростном нагружении. Такое рас-
смотрение представляет интерес по двум причинам: во-первых, амплитуда и форма
упругого предвестника и пластического фронта дают информацию о микромеханиз-
мах процесса деформирования и, в частности, об эволюционных характеристиках
его дислокационной структуры в процессе прохождения волн и, во-вторых, двувол-
новая структура весьма чувствительна к скорости нагружения. В работе [7] для
частного случая изотропной среды получено нелинейное дифференциальное урав-
нение в частных производных для сдвиговой деформации при сильно выраженной
дисперсии. Так как его аналитическое решение невозможно, была рассмотрена пре-
дельная ситуация, при которой коэффициент размножения дислокаций мал. Этот
коэффициент можно рассматривать как малый параметр в данном уравнении. По-
лученные уравнения нулевого и первого приближения решаются с помощью преоб-
разования Лапласа. По данным нулевого приближения построена кривая затухания
упругого предвестника, которая хорошо согласуется с экспериментальными данны-
ми по нагружению алюминиевых образцов марки А-995. В [8] задача решается для
неизотропных монокристаллических материалов. В ней также ищется решение си-
стемы уравнений, описывающих одноосную деформацию при малых значениях ко-
эффициента размножения дислокаций. С помощью полученных выражений были
обработаны результаты экспериментов по ударному одноосному нагружению моно-
кристаллического алюминия.

В нулевом приближении в обоих работах уравнение для сдвиговой деформации
может быть записано в виде

∂3γ

∂x2∂t
+ C

∂3γ

∂t3
+D

∂2γ

∂x2
+ E

∂2γ

∂t2
= 0.

При этом для результатов работы [7] следует положить

C = − 1

c2
, D = 2Aμ (1− 2s) , E = −2Aμ

c2
,

а в работе [8] соответствующие коэффициенты равны

C = − 1

c2
, D = 0, E = −Aa1a2

c2
.

Определяющее уравнение в обоих работах берется в форме Соколовского—
Мальверна—Дювола, но ориентационный фактор a, учитывающий ориентацию
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плоскостей скольжения относительно направления распространения волны, разный.
В [7] — a = 8

3μ, s = 2μ
3ρc2 , а в [8] — a = a1 = 2

3

√
6 (c11 − c12), τ = a2σ, где μ — ко-

эффициент Ламэ, c11, c12 — упругие модули, τ и σ — касательное и нормальное
напряжения соответственно.

Альтернативным подходом к рассмотренному нами является моделирование
ударно нагружаемых сред с позиции динамики дисклинаций, используемое, напри-
мер, в [9].

3. Моделирование высокоскоростного нагружения сред с учетом ре-
лаксационных явлений в приповерхностной области. Разработанные в по-
следнее время способы генерации коротких импульсов (10−9–10−7 с) механических
напряжений в твердых телах, а также развитие надежных методов регистрации
таких импульсов напряжения позволили проводить исследования поведения мате-
риалов в тонкой приконтактной зоне ударного нагружения, характеризуемой су-
щественно неустановившимися ударно-волновыми процессами. Такие исследования
[10] обнаружили аномальный характер зависимостей скорости распространения вол-
ны и величины продольного и поперечного напряжений от расстояния вблизи по-
верхности ударного нагружения. Характер зависимостей позволил сделать вывод
о высокой динамической жесткости материала вблизи ударяемой поверхности. С
уменьшением жесткости происходит перераспределение напряжений за время ре-
лаксации, в результате которого достигаются значения напряжений, характерные
для установившегося ударно-волнового процесса. При сжатии или растяжении мате-
риала импульсами напряжения, длительность которых меньше времени релаксации
продольных и поперечных составляющих напряжения к своим равновесным значе-
ниям, проявляется ангармонизм колебаний решетки за счет большой скорости ввода
энергии. Следствием этого является нелинейный отклик среды на воздействующую
нагрузку. В работах [11, 12] система одномерных уравнений движения твердотель-
ной релаксирующей среды вдоль оси с уравнением состояния, полученным по мето-
ду Мандельштама—Леонтовича [13], сводится в линейном приближении к одному
интегро-дифференциальному уравнению

∂v

∂t
=

m

2c0

∂

∂r

∫ τ

−∞
exp

(
−τ − τ ′

τp

)
dv

dτ ′
dτ ′, (13)

где v — массовая скорость, c0 — продольная скорость звука, m — параметр релак-
сации, τ = t− x/c0, τp — время релаксации. В общем случае под интегралом могут
стоять функции более сложного вида. Их конкретизация представляет собой до-
вольно непростую задачу, имеющую весьма важное значение в механике. Решение
уравнения (13) осуществляется численно методом сеток.

Проанализированы асимптотические решения полученного уравнения для слу-
чаев, когда время релаксации много меньше длительности воздействующего им-
пульса и много больше его. В первом случае задача сводится к решению хорошо
известного уравнения Кортевега—де-Вриза—Бюргерса

∂ν

∂z
− ν

∂ν

∂θ
= DT

∂2ν

∂θ2
−DT

∂3ν

∂θ3
, (14)

где v = v0ν, v0 — характерная амплитуда массовой скорости, T — период волны,
ω0 = T/τp — частота возмущения, θ = τω0, D = mc0/ v0(1 + γ), γ — показатель
адиабаты, z = v0ω0(1 + γ)x/ 2c20.
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Первый член в правой части (14) связан с наличием диссипации, второй — дис-
персии. При отсутствии диссипативного члена уравнение (14) описывало бы про-
цесс распада начального возмущения произвольной формы на ряд слабо взаимодей-
ствующих между собой одиночных импульсов — солитонов. Наличие очень силь-
ной диссипации приводит к сглаживанию процесса распада, и солитоны могут не
образоваться. Именно этот случай реализуется для волн в релаксирующей среде,
поскольку первый член в правой части (14), как правило, много больше второго.
Получающееся в этом случае решение описывает одиночный импульс несимметрич-
ной колоколообразной формы, который чаще всего реализуется на практике при
воздействии лазерного или электронного пучкового излучения.

Во втором предельном случае (время релаксации много больше длительности
воздействующего импульса) задача сводится к решению дифференциального урав-
нения в частных производных первого порядка

∂ν

∂z
− (ν +D)

∂ν

∂θ
= −Dν

T
. (15)

Его решение для произвольного возмущения показывает, что для больших зна-
чений v0 нелинейные эффекты сначала превалируют над эффектами диссипации и
формируется ударная волна. Разрыв сохраняется достаточно долго (до больших рас-
стояний). При этом существует некоторая критическая величина амплитуды, ниже
которой разрыв сформироваться не может ни при каких расстояниях.

При нагружении материалов короткими импульсами с амплитудами, превы-
шающими динамический предел текучести, формирование волны напряжения осу-
ществляется в два этапа. На первом этапе наблюдается одноволновая структура им-
пульса давления, амплитуда которого быстро и существенно уменьшается. В пред-
положении, что первоначальный отклик материала при воздействии ударного им-
пульса является чисто упругим, в работе [14] описано затухание амплитуды волны
с учетом упомянутых релаксационных явлений. По прошествии релаксации на вто-
ром этапе волна распадается на две части: упругую и пластическую. В этой связи
корректно считать начало релаксации амплитуды упругого предвестника не от по-
верхности нагружения (как это делалось в ряде зарубежных работ [15, 16]), а от
границы релаксационной области.

Решение задачи по распространению волны напряжения на втором этапе может
осуществляться двумя способами. В первом из них решение в [14] ищется в виде,
проанализированном выше (как в работе [7]). Второй способ, осуществленный в [17],
основан на решении системы уравнений для одномерных движений сплошной среды
с замыкающим соотношением Соколовского—Мальверна методом характеристик.
Используемый подход основан на методе обращения переменных, предложенном в
[18].

При втором способе получаются два дифференциальных уравнения для массо-
вой скорости V и напряжения σ:

−dV
dx

=
1

2ρc2
8

3
μb2

N0

B

(μ
c
V − τ0

)
, (16)

−dσ
dx

=
4

3

μb2N0

cB

(
μ

ρc2
σ − τ0

)
, (17)

где μ — модуль сдвига.

706 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2020. Т. 7 (65). Вып. 4



Решение уравнения (17) позволяет получить зависимость изменения амплитуды
упругой волны от координаты

ln

∣∣∣∣σ∗ − ρc2τ0
μσ0

∣∣∣∣ = 4

3

μ2b2N0

ρc2B
l (z − k) , (18)

где σ∗ = σ / σ0, σ0 — максимальная амплитуда импульса напряжения, k — постоян-
ная интегрирования, l — толщина деформируемого образца.

4. Моделирование распространения короткого упругопластическо-
го импульса в среде в условии воздействия слабого магнитного поля.
В 1985 году был обнаружен магнитопластический эффект, суть которого заклю-
чается в перемещении дислокаций в немагнитных кристаллах с парамагнитными
центрами, помещенных в магнитное поле. Установлено, что слабое магнитное поле
создает условия для открепления дислокаций от локальных магниточувствитель-
ных дефектов и, если продолжительность жизни пары, образованной дислокаци-
ей и точечным дефектом, короче времени спин-решеточной релаксации, возможно
наблюдение магнитного резонанса. В связи с этим интересным представляется ис-
следование поведения кристаллов при комбинированном воздействии коротких ме-
ханических и магнитных импульсов с точки зрения влияния магнитного поля на
параметры дислокационной структуры материалов и через них на распространение
коротких механических импульсов.

Задачей работы [19] являлось численное моделирование движения среды под
действием высокоскоростного нагружения в присутствии магнитного поля с целью
выявления для конкретного материала (кристаллов NaCl) и конкретных условий
нагружения параметров дислокационной структуры, ответственных за изменение
функции релаксации при воздействии магнитного поля. Требовалось определить,
какие из них являются ведущими и как именно они влияют на характеристики
распространяющегося импульса напряжения.

Замкнутая система уравнений, используемая для описания упругопластической
волны в случае одноосного нагружения, имела вид (1). Функция релаксации F в за-
мыкающем уравнении определялась соотношением F = a1 ∂γ/∂t, где a1 — ориента-
ционный фактор, определяющий направление движения дислокаций, γ — пластиче-
ская деформация сдвига. Система уравнений решалась численно методом конечных
разностей с применением искусственной вязкости (как в работе [5]).

В результате численного расчета выяснилось, что из трех управляющих пара-
метров только один является определяющим — дислокационная вязкость B. Именно
он отражает зависимость напряжения в упругопластической волне от магнитного
поля. Большая чувствительность к магнитному полю наблюдается при повышении
амплитуды напряжения и меньшая — с уменьшением механического напряжения,
т. е. при приближении к пределу текучести, что является закономерным и подтвер-
ждает известные литературные данные.

5. Построение математических моделей деформирования и разруше-
ния тонких металлических колец магнитно-импульсным методом. В на-
стоящее время множество опытов по динамическому нагружению материалов ре-
ализуют с помощью воздействия ударника на образец. Разрыв материала в таких
экспериментах происходит в виде откола. При этом отмечается, что предваритель-
ная стадия интенсивного сжатия способна изменять структуру рассматриваемого
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материала. Поэтому необходимо развитие новых подходов, которые позволят про-
водить эксперименты по непосредственному растяжению в условиях импульсного
воздействия. Такими свойствами обладают магнитно-импульсные методы, развитые
за последнее десятилетие на кафедре физической механики СПбГУ.

Объектом исследования были выбраны тонкие кольцевые образцы. Магнито-
импульсный метод деформирования и разрушения тонких кольцевых металличе-
ских образцов основан на силовом взаимодействии токов, протекающих по катушке
и по соосно надетому на нее кольцу (закон Ампера). В работе [20] для нахождения
величины тока в катушке и кольце строится эквивалентная электрическая схема
рассматриваемого устройства, представляющая систему двух связанных контуров.
Уравнения для них записываются согласно законам Кирхгоффа.

Окружное напряжение в кольце определялось согласно выражению

σ(t) =
dσ

dt

∣∣∣∣
t=0

· 1
ω
sinωt+ ω

R0

h

∫ t

0

q(τ) sinω(t− τ)dτ, (19)

где dσ
dt

∣∣
t=0

бралось из эксперимента, R0 — начальный радиус кольца, h — толщина
кольца, q(t) = F (t)/ c — распределенная нагрузка, действующая на внутреннюю
поверхность кольца, c — ширина кольца. С учетом малости деформации в линейно-
упругом приближении получено уравнение движения кольца и найдено его решение.

В работе [21] на основе механизма вязкого деформирования предложена ма-
тематическая модель процесса нагружения металлического кольца. Из уравнения
энергетического баланса выведено уравнение его движения

ρ

(
1

2R

(
dR

dt

)2

+
d2R

dt2

)
+
σ

R
=
q(t)

h
, (20)

где R — радиус кольца, ρ — плотность материала кольца. При этом было использо-
вано определяющее уравнение Соколовского—Мальверна с функцией релаксации
в правой части, записанное с использованием динамики дислокаций. Совместное
решение уравнений движения кольца и уравнения Соколовского—Мальверна поз-
волило определить временной профиль окружного напряжения.

С помощью сформулированного в [22] структурно-временного подхода в [23] бы-
ло смоделировано разрушение алюминиевых кольцевых образцов и получена ана-
литическая зависимость предельных напряжений от времени разрушения, которая
находится в хорошем соответствии с экспериментальными данными. Такой подход
позволяет описать как ветвь кривой скоростного нагружения, так и ту ветвь, где
процессы можно считать квазистатическими.

6. Моделирование движения трещин при кратковременных импульс-
ных нагружениях. В условиях динамического нагружения материалов микро-,
субмикро- или наносекундным импульсом важным является зарождение и процесс
движения трещин, а также пороговые значения величин, при которых эти движе-
ния возникают. Существует достаточно большое количество подходов к проблеме
распространения трещины. Одним из них является так называемый «балочный»
подход.

Идея «балочного» подхода реализуется в [24] при рассмотрении задачи о про-
хождении импульса волны напряжения вдоль продольной оси призматического пря-
моугольного бруска, который содержит трещину длины l, простирающуюся через
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всю ширину бруска. Предполагается, что материал образца линейно-упругий, а тре-
щина представляет препятствие для прохождения импульса напряжения. Свобод-
ный конец трещины не будет открываться до тех пор, пока генерируемое напряже-
ние на кончике трещины не достигнет достаточной величины, чтобы происходило
ее распространение. Поэтому для каждой заданной длины трещины существует не
только критическое напряжение, но также и критическое время его продолжитель-
ности.

В качестве модели трещины рассматривается балка, защемленная концом и на-
груженная сплошной нагрузкой, что позволяет записать уравнение прогиба. Записав
выражения для кинетической энергии T , потенциальной энергии деформации U и
поверхностной энергии S, получим формулу для функции Лагранжа

L = T − U − S =
ρhσ2b3l7 (dl/dt)2

24J2E2
− σ2b2l5

40EJ
− (l− l0) bγ, (21)

где J — момент инерции, E — модуль упругости, b — ширина бруска, l — дли-
на трещины, l0 — начальная длина трещины. Формируя производные в уравнении
Лагранжа и учитывая, что момент инерции и ширина области, где происходит супер-
позиция падающих и отраженных волн напряжения, являются функциями времени,
получаем уравнение движения трещины, распространяющейся в случае мгновенного
приложения напряжения постоянной амплитуды:

2l7t
d2l

dt2
+ 7l6t

(
dl

dt

)2

− 10l7
dl

dt
= −γEa

7

6σ2
t6 − a4

4
l4t3, (22)

где a — скорость расширения области, в которой происходит суперпозиция падаю-
щих и отраженных импульсов напряжения. Для нелинейного дифференциального
уравнения второго порядка (22) исследуется поведение решения при t→ ∞ и вблизи
момента страгивания трещины. Из асимптотического поведения получено выраже-
ние для конечной скорости трещины, а из второго случая — критерий динамической
прочности. Оценивается время выхода трещины на стационарную скорость. Показа-
но, что в условиях динамического нагружения величина эффективной поверхност-
ной плотности энергии на порядок и более превосходит ее значение при статических
испытаниях.

В работе [25] рассмотрена модель фрактальной трещины. Как известно, мак-
роскопически прямолинейная трещина распространяется на микроуровне по криво-
линейной траектории, скачкообразно осциллирующей случайным образом в окрест-
ности прямой. Вследствие такого распространения трещины ее поверхность и кон-
тур имеют сложную геометрию и на некотором мезомасштабном уровне обладают
фрактальными свойствами. Эти свойства должны оказывать существенное влияние
на кинетику распространения трещины.

Приращение длины фрактальной трещины dlf записывается в виде суммы двух
слагаемых:

dlf = dlv + dlvf , (23)

где первое слагаемое является масштабно независимой величиной, а второе dlvf ∼
dt1/Df определяет приращение длины трещины в зависимости от масштаба измере-
ния и является функцией фрактального времени, Df — фрактальная размерность
контура трещины. Величина приращения времени может быть равна только одному
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физическому параметру — времени «жизни» разрушающей флуктуации плотности
(дилатона), которая обусловливает взрывоподобное зарождение трещины. Так как
время «жизни» дилатона td определяется длиной свободного пробега фононов Λ и
их скоростью td = Λ/c1, то выражение для скорости фрактальной трещины будет
иметь вид

Vf = cR

(
0.3ac1
ΛcR

)1−1/Df

, (24)

где cR = l0/ t0, c1 — скорость звука, l0 — масштаб длины трещины, t0 — масштаб вре-
мени, a — параметр кристаллической решетки при T = 0 K. Таким образом, установ-
лено, что предельная скорость распространения трещины определяется фракталь-
ной размерностью ее контура. Показано, что для промышленных сталей предельное
значение скорости трещин находится в диапазоне (0.155− 0.537)c1.
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The researches of shock-wave processes in the constructional materials are actual, but
carrying out of natural experiments is extremely inconvenient and expensive, and sometimes
it is even impossible to replicate. Therefore basically all researches of these problems are
reduced to various cases of simulation of processes for high-speed loading of materials in the
laboratory circumstances. In the paper we consider following directions of mathematical
simulation of processes for high-speed loading of materials that were made on department of
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physical mechanics of St. Petersburg State University: the simulation of shock-loaded media
by using of dynamics of dislocations; the simulation of high-speed loading of media with the
account of the relaxation phenomena in a near-surface region; the simulation of propagation
of the short elastoplastic impulse in medium under the condition of influence of a weak
magnetic field; the generation of mathematical models of deformation and destruction of
thin metal rings by a magnetic-pulse method; the simulation of crack propagation during
the short-term pulse loading.
Keywords: mathematical simulation, high-speed loading, dynamics of dislocations, rela-
xation phenomena, elastoplastic impulse, magnetic-pulse method, crack propagation.
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