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В статье изучается система автоматического управления второго порядка с дискрет-
ным временем. Работа является продолжением исследований, представленных в ста-
тьях автора «О проблеме Айзермана: коэффициентные условия существования цикла
периода четыре в двумерной дискретной системе» и «О проблеме Айзермана: коэффи-
циентные условия существования циклов периодов три и шесть в двумерной дискрет-
ной системе», где рассматривались системы с 2- и 3-периодическими нелинейностями,
лежащими в гурвицевом угле. В этой статье исследуются системы с нелинейностями,
подчиненными более сильным ограничениям. Предполагается, что нелинейность не
только лежит в гурвицевом угле, но и удовлетворяет дополнительному секторному
условию. Такая постановка задачи встречается во многих работах, посвященных тео-
ретическим и прикладным вопросам теории автоматического управления. В данной
работе система с указанной выше нелинейностью исследуется при всех допустимых
значениях параметров. Показано, что и в этом случае существуют значения парамет-
ров, при которых система с 2-периодической нелинейностью имеет семейство циклов
периода четыре, а система с 3-периодической нелинейностью — семейство циклов пе-
риода три или периода шесть. Условия на параметры, при выполнении которых систе-
ма может иметь семейство периодических решений, выписываются в явном виде. Из
доказательства теорем следует способ построения нелинейности таким образом, что
любое решение системы с начальными данными, лежащими на некотором определен-
ном луче, будет периодическим.

Ключевые слова: система второго порядка с дискретным временем, проблема Айзер-
мана, секторная нелинейность, абсолютная устойчивость, периодическое решение.

1. Введение. Теория абсолютной устойчивости, начало которой было положе-
но в сороковых годах прошлого столетия в работах А. И. Лурье, В. Н. Постникова
и М. А. Айзермана, активно развивается в настоящее время. В классической фор-
мулировке задачи рассматривается система, состоящая из устойчивой стационарной
линейной части и нелинейности, которая принадлежит некоторому классу, обычно
определяемому так называемыми «секторными» неравенствами. Такая постанов-
ка вопроса обусловлена тем, что системы указанного типа возникают при решении
многих прикладных проблем теории автоматического управления и регулирования.
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Исследование абсолютной устойчивости системы, доказательство наличия или от-
сутствия в системе колебаний чрезвычайно важно при решении прикладных задач.

Обзор основных методов исследования на устойчивость систем автоматическо-
го управления с непрерывным временем и результатов, полученных к настоящему
времени, можно найти, например, в работах [1–3].

В последние годы значительное внимание исследователей направлено на раз-
витие теории управления для систем с дискретным временем, большой теоретиче-
ский и практический интерес представляют системы с периодическими секторными
нелинейностями. Система второго порядка с нелинейностью такого типа и рассмат-
ривается в этой статье.

Работа является продолжением исследований, представленных в статьях автора
[4, 5], где рассматривались системы с 2- и 3-периодическими нелинейностями, удо-
влетворяющими обобщенному условию Рауса — Гурвица. В данной работе изучается
дискретная система, нелинейность которой не только лежит в гурвицевом угле, но
и удовлетворяет дополнительному секторному условию. Системы с нелинейностями
указанного типа интересны не только в теоретическом плане, такая постановка за-
дачи встречается во многих работах, посвященных исследованию прикладных задач
теории автоматического управления, а также механических, физических и инженер-
ных задач.

В системах второго порядка с указанными нелинейностями при некоторых зна-
чениях параметров существуют циклы, как показано в работах [6–8], где представле-
ны два примера дискретных систем, имеющих периодические решения периода три
и четыре. В данной статье такая система исследуется при всех допустимых значе-
ниях параметров. Указаны области в пространстве параметров, в которых система
с периодической нелинейностью может иметь семейство циклов.

Результаты работы сформулированы в виде трех теорем. В первой теореме вы-
писаны условия на параметры, при выполнении которых 2-периодическая нелиней-
ность может быть построена таким образом, что в системе возникает семейство
циклов периода четыре. Во второй и третьей теоремах указаны условия, при выпол-
нении которых может быть построена такая 3-периодическая нелинейность, что си-
стема будет иметь семейство циклов периода три или шесть. Условия на параметры
выписываются в явном виде. Из доказательства теорем следует способ построения
указанной нелинейности.

2. Постановка задачи и основные результаты. Рассмотрим систему

{
xj+1 = yj,
yj+1 = −αyj − βxj − φ (σj) ,

(1)

где σj = ayj + bxj , j ∈ N , a2β − abα + b2 6= 0. Для определенности будем считать,
что a > 0. Случай a < 0 рассматривается аналогично.

Предполагаем, что (α, β) ∈ ∆, где ∆ = {(α, β) : |α| − 1 < β < 1}, то есть система
(1) асимптотически устойчива при φ (σj) ≡ 0.

Обозначим через Θ множество таких неотрицательных S = const, для которых
система (1) с линейной функцией φ (σj) = Sσj асимптотически устойчива. Для каж-
дого фиксированного набора параметров a, b, α, β множество Θ есть промежуток

[0, Smax), где Smax = 1−β
b , если b ≥ a(1−β)

2−α ; Smax = 1−α+β
a−b , если α ≥ 0, b < a(1−β)

2−α или

α < 0, a(1+β)
α ≤ b < a(1−β)

2−α ; и Smax = − 1+α+β
a+b , если α < 0, b ≤ a(1+β)

α .
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Положим в системе (1)
φ (σj) = Sjσj , (2)

где Sj ∈ Θ, j ∈ N . Определенная таким образом нелинейность лежит в гурвицевом
угле и удовлетворяет секторному условию

0 ≤ φ (σj)σj < Smaxσ
2
j

для всех σj ∈ R.
Сначала рассмотрим систему (1) с 2-периодической нелинейностью вида (2).

Теорема 1. Если α < 0, b ∈
(
B0,−a(1−β)

α

)
, где B0 =

a(α(1+β)+(1−β)2)
α2+(2−α)(1−β) , то суще-

ствует такая 2-периодическая последовательность {Sj}∞j=1 ⊂ Θ, что система (1)

с нелинейностью вида (2) имеет 4-периодические решения.
Теперь предположим, что нелинейность (2) системы (1) 3-периодическая.
Теорема 2. Если α < 1 и β 6= 2α− 1, то существуют значения параметров a

и b, для которых 3-периодическая последовательность {Sj}∞j=1 ⊂ Θ может быть

построена таким образом, что система (1) с нелинейностью вида (2) будет иметь
3-периодические решения.

Теорема 3. Если α < 0, (1 + α)
(
(1− β)

2
+ α2

)
> 2 (1− β) или β < −2α−1, то

существуют значения параметров a и b, для которых 3-периодическая последова-
тельность {Sj}∞j=1 ⊂ Θ может быть построена так, что система (1) с нелиней-

ностью вида (2) будет иметь 6-периодические решения.

3. Доказательство теорем. Запишем систему (1) с нелинейностью (2) в виде

(
xj+1

yj+1

)
= Pj

(
xj
yj

)
, (3)

где Pj =

(
0 1

−βj −αj

)
, αj = α+ aSj , βj = β + bSj , Sj ∈ Θ, j ∈ N .

Из определения Θ следует, что (αj , βj) ∈ ∆. Кроме того, βj =
bαj+c

a , αj ∈
[α, αmax), где c = aβ − bα, αmax = α+ aSmax.

Доказательство теоремы 1. Пусть последовательность {Sj}∞j=1 2-периоди-

ческая. Наряду с системой (3) рассмотрим линейную систему

(
xj+1

yj+1

)
= Pj+1Pj

(
xj
yj

)
(4)

с постоянной матрицей Pj+1Pj = P2P1 =

(
−β1 −α1

α2β1 α1α2 − β2

)
, j = 2m− 1,m ∈ N .

Система (4) имеет 2-периодическое решение, и, следовательно, система (3) имеет
4-периодическое решение, если

α2α1 + (1− β2) (1− β1) = 0. (5)

При выполнении условия (5) решение системы (3) с начальными условиями
(
x1

y1

)
,

где x1 6= 0, y1 = 1−β1

α1
x1, является циклом периода четыре, состоящим из точек

(
xj

yj

)
,

где x2 = y1, y2 = x3 = −x1, y3 = x4 = −y1, y4 = x1 и xj+4 = xj , yj+4 = yj для всех
j ∈ N .
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Равенство (5) может быть верно только, если α2α1 < 0. Поэтому система (3)
с 2-периодической матрицей Pj может иметь цикл периода четыре, если α < 0 и

−α
a ∈ Θ, то есть b ∈

(
a(1+β)

α ,−a(1−β)
α

)
.

Пусть α < 0. Равенство (5) верно, если H (α1, α2) = 0, где

H (α1, α2) = α1α2 +

(
1− bα1 + c

a

)(
1− bα2 + c

a

)
.

Положим H1 = H (α, αmax), H2 = H
(
α+αmax

2 , α+αmax

2

)
.

Заметим, что H2 > 0, поскольку H (α1, α1) > 0 для всех α1 ∈ [α, αmax).
Найдем значения параметров, при которых H1 < 0. При таких значениях (в

силу непрерывности функции H) существует t ∈
(
0, 12
)

такое, что H (α1, α2) = 0 при
α1 = (1− t)α+ tαmax, α2 = tα+ (1− t)αmax.

1. Если b ≥ a(1−β)
2−α , то αmax = a−c

b , H1 = α
b (a− c), и H1 < 0 при b ∈[

a(1−β)
2−α ,−a(1−β)

α

)
.

2. Если a(1+β)
α < b < a(1−β)

2−α , то αmax = a+c
a−b ,

H1 =
α

a− b

(
a
(
α (1 + β) + (1− β)

2
)
− b

(
α2 + (2− α) (1− β)

))
,

и H1 < 0 при b ∈
(
B0,

a(1−β)
2−α

)
.

Таким образом, система (1) с 2-периодической нелинейностью вида (2) имеет

4-периодические решения, если α < 0, b ∈
(
B0,−a(1−β)

α

)
, и теорема 1 доказана. �

Доказательство теоремы 2. Пусть последовательность {Sj}∞j=1 3-периоди-

ческая. Наряду с системой (3) рассмотрим линейную систему
(
xj+1

yj+1

)
= Pj+2Pj+1Pj

(
xj
yj

)
(6)

с постоянной матрицей

Pj+2Pj+1Pj = P3P2P1 =

(
α2β1 α1α2 − β2

β1β2 − α2α3β1 α1β3 + α3β2 − α1α2α3

)
,

j = 3m− 2,m ∈ N .
Система (6) имеет неподвижную точку, и система (3) имеет 3-периодическое

решение, если
1 + β1β2β3 + α1α2α3 − α1β3 − α2β1 − α3β2 = 0. (7)

При выполнении условия (7) решение системы (3) с начальными условиями(
x1

y1

)
, где x1 6= 0, y1 = 1−α2β1

α1α2−β2
x1, является циклом периода три. При этом x2 = y1,

y2 = β1β2−α1

α1α2−β2
x1, x3 = y2, y3 = x1, и xj+3 = xj , yj+3 = yj для всех j ∈ N .

Равенство (7) верно, если F (α1, α2, α3) = 0, где

F (α1, α2, α3) = 1 + α1α2α3 +
(bα1+c)

a
(bα2+c)

a
(bα3+c)

a −
−α1

(bα3+c)
a − α2

(bα1+c)
a − α3

(bα2+c)
a .

Пусть F1=F (α, α, αmax), F2=F (αmax, αmax, α), F3=F
(
α+αmax

2 , α+αmax

2 , α+αmax

2

)
.

Заметим, что F3 > 0 (по построению множества Θ).
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Найдем значения параметров, при которых F1 < 0 или F2 < 0. Если F1 <
0, то (по непрерывности функции F ) существует значение t ∈

(
0, 12

)
такое, что

F (α1, α2, α3) = 0 при

α1 = α2 = (1− t)α+ tαmax, α3 = tα+ (1− t)αmax. (8)

В случае F2 < 0 существует значение t ∈
(
1
2 , 1
)

такое, что F (α1, α2, α3) = 0,
если αj (j = 1, 2, 3) определены равенством (8).

1. Если b ≥ a(1−β)
2−α , то αmax = a−c

b ,

F1 =
1

b

(
b
(
(α− 1)

2
(α+ 1) + (α− β)

2
)
− a (1− β)

(
β − α2

))
,

и F1 < 0, если b < B1, где B1 =
a(1−β)(β−α2)

(α−β)2+(1−α)2(1+α)
.

Нетрудно показать, что B1 ≥ a(1−β)
2−α , если (1− β)2 + α (2α− β − 1) ≤ 0.

F2 =
1

b2
((α− 1) b+ a (1− β))

((
α2 + α− 1− β

)
b+ aα (1− β)

)
.

Пусть B2 = a(1−β)
1−α , B3 = aα(1−β)

β−α2−α+1 . Тогда F2 < 0, если α < 1 и выполнено одно
из следующих четырех условий:

а) β ≤ α2 + α− 1, b ∈ (B2,+∞),
б) α2 + α− 1 < β < 2α− 1, b ∈ (B2, B3),
в) 2α− 1 < β ≤ 3α− 1, b ∈ (B3, B2),

г) β > 3α− 1, b ∈
[
a(1−β)
2−α , B2

)
.

2. Если α ≥ 0, b < a(1−β)
2−α или α < 0, a(1+β)

α ≤ b < a(1−β)
2−α , то αmax = a+c

a−b ,

F1 =
1

a− b
(bk1 + ak2) , F2 =

1

(a− b)2
(
b2m1 − abm2 + a2m3

)
,

где

k1 = k1 (α, β) = (1− α)
(
α2 + (1− β)2

)
− 2 (1− β) ,

k2 = k2 (α, β) = (1 + β)
(
α2 + (1− β)

2
)
− 2αβ,

m1 = m1 (α, β) = (α+ β + 1)
(
α2 − 3α+ 1

)
+ 4α,

m2 = m2 (α, β) = (α+ β) (2αβ − 3β − α) + 2α2 + 3,

m3 = m3 (α, β) = (α+ β + 1)
(
β2 + β + 1

)
− 4β (β + 1) .

Функция F1 может принимать отрицательные значения, если α ≥ 0. При этом

F1 < 0, если (1− β)
2
+ α (2α− β − 1) ≤ 0, k1 ≥ 0, b ∈

(
−∞, a(1−β)

2−α

)
или (1− β)

2
+

α (2α− β − 1) ≥ 0, k1 < 0, b ∈
(
B4,

a(1−β)
2−α

)
, где B4 = −ak2

k1
.

Дискриминант D квадратного трехчленаM = b2m1−abm2+a
2m3 (как функции

от b при фиксированных параметрах a, α, β) меняет знак в рассматриваемом случае.

Если m1 6= 0, D > 0, то пусть B5, B6 — корни M : B5 = am2−
√
D

2m1
, B6 = am2+

√
D

2m1
.

Если m1 = 0, то положим B5 = am3

m2
.
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Нетрудно показать, что в этом случае F2 < 0, если β > 3α−1 и b ∈
(
B5,

a(1−β)
2−α

)
.

3. Если α < 0, b < a(1+β)
α , то αmax = −a+c

a+b ,

F1 =
(α+ β + 1)

(a+ b)

(
b
(
α2 − αβ − β + 1

)
− a

(
αβ + α− β2 − 1

))
,

F2 =
(α+ β + 1)

(a+ b)
2

(
b2
(
α2 + α+ 1

)
− ab (2αβ + α+ β − 1) + a2

(
β2 + β + 1

))
,

и в этом случае F1 > 0 и F2 > 0.
Собирая все значения параметров, при которых F1 < 0 или F2 < 0, получим

требуемое. Теорема доказана. �

Переформулируем теорему 2, указав явно все значения параметров, при кото-
рых 3-периодическая система (3) может иметь циклы периода 3.

Разобьем треугольник ∆ на 8 частей (рис. 1):

Рис. 1.

∆1 = {(α, β) : α ≥ 1}, ∆2 =
{
(α, β) : α < 1, β ≤ α2 + α− 1

}
,

∆3 =
{
(α, β) : α2 + α− 1 < β ≤ 2α− 1

}
,

∆4 =
{
(α, β) : 2α− 1 < β ≤ 3α− 1, (1− β)

2 − α (1 + β − 2α) ≥ 0
}
,

∆5 =
{
(α, β) : β ≤ α, (1− β)2 − α (1 + β − 2α) < 0

}
,

∆6 =
{
(α, β) : β > α, β > 1− α, (1− α)

(
(1− β)

2
+ α2

)
≤ 2 (1− β)

}
,

∆7 =
{
(α, β) : 0 < α < 1, (1− α)

(
(1− β)

2
+ α2

)
> 2 (1− β)

}
,

∆8 = {(α, β) : 3α− 1 < β ≤ 1− α}.
Теорема 2′. Если выполнено одно из следующих условий на параметры

системы:
1) (α, β) ∈ ∆2, b ∈ (B2,+∞);
2) (α, β) ∈ ∆3, β 6= 2α− 1, b ∈ (B2, B3);
3) (α, β) ∈ ∆4, b ∈ (B3, B2);
4) (α, β) ∈ ∆5, b ∈ (B4, B1) ∪ (B3, B2);
5) (α, β) ∈ ∆6, b ∈ (B4, B2);
6) (α, β) ∈ ∆7, b ∈ (−∞, B2);
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7) (α, β) ∈ ∆8, b ∈ (B5, B2);
то существует 3-периодическая последовательность {Sj}∞j=1 ⊂ Θ, такая что си-

стема (1) с нелинейностью вида (2) имеет 3-периодические решения.
Доказательство теоремы 3 аналогично доказательству теоремы 2.
Система (6) имеет цикл периода 2, и система (3) имеет 6-периодическое решение,

если
1 + β1β2β3 − α1α2α3 + α1β3 + α2β1 + α3β2 = 0. (9)

При выполнении условия (9) решение системы (3) с начальными условиями
(
x1

y1

)
,

где x1 6= 0, y1 = − 1+α2β1

α1α2−β2
x1, является циклом периода шесть, состоящим из точек(

xj

yj

)
, где x2 = y1, y2 = x3 = α1+β1β2

α1α2−β2
x1, y3 = x4 = −x1, y4 = x5 = −x2, y5 = x6 = −x3,

y6 = x1 и xj+6 = xj , yj+6 = yj для всех j ∈ N .
Равенство (9) верно, если G (α1, α2, α3) = 0, где

G (α1, α2, α3) = 1− α1α2α3 +
(bα1+c)

a
(bα2+c)

a
(bα3+c)

a +

+α1
(bα3+c)

a + α2
(bα1+c)

a + α3
(bα2+c)

a .

Как и в доказательстве теоремы 1, находим значения параметров, при кото-
рых G1 = G (α, α, αmax) < 0 или G2 = G (αmax, αmax, α) < 0. При этих значениях
параметров существует t ∈ (0, 1) такое, что G (α1, α2, α3) = 0, если αj (j = 1, 2, 3)
определены равенством (8), поскольку G3 = G

(
α+αmax

2 , α+αmax

2 , α+αmax

2

)
> 0.

Переформулируем теорему 3, явно указав все значения параметров, при кото-
рых 3-периодическая система (3) может иметь циклы периода 6.

Для этого разобьем треугольник ∆ на 5 частей (рис. 2):

Рис. 2.

∆̃1 =
{
(α, β) : β ≥ −1− 2α, (1 + α)

(
(1− β)

2
+ α2

)
≤ 2 (1− β)

}
,

∆̃2 =
{
(α, β) : α < 0, (1 + α)

(
(1− β)

2
+ α2

)
> 2 (1− β)

}
,

∆̃3 =
{
(α, β) : α2 − α− 1 ≤ β < −2α− 1

}
,

∆̃4 =
{
(α, β) : α ≥ −1, β < α2 − α− 1

}
, ∆̃5 = {(α, β) : α < −1},

и положим

B7 = − a (1− β)
(
β − α2

)

(α+ 1)
2
(1− α) + (α+ β)

2 , B8 = −a (1− β)

1 + α
, B9 =

aα (1− β)

β − α2 + α+ 1
,
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B10 = −a (β (α+ β) + 1 + α)

β (1− α)− 1− α2
, B11 =

a
(
(1 + β)

(
α2 + (1− β)2

)
+ 2αβ

)

(1 + α)
(
α2 + (1− β)

2
)
− 2 (1− β)

.

Теорема 3′. Если выполнено одно из следующих условий на параметры
системы:

1) (α, β) ∈ ∆̃2, b ∈ (−∞, B11);
2) (α, β) ∈ ∆̃3, b ∈ (B10, B7);
3) (α, β) ∈ ∆̃4, b ∈ (B10, B7) ∪ (B9,+∞);
4) (α, β) ∈ ∆̃5, b ∈ (B10, B8);

то существует 3-периодическая последовательность {Sj}∞j=1 ⊂ Θ такая, что си-

стема (1) с нелинейностью вида (2) имеет 6-периодические решения.
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In this paper, a second-order discrete-time automatic control system is studied. This work is
a continuation of the research presented in the author’s papers “On the Aizerman problem:
coefficient conditions for the existence of a four-period cycle in a second-order discrete-time
system” and “On the Aizerman problem: coefficient conditions for the existence of three-
and six-period cycles in a second-order discrete-time system”, where systems with two- and
three-periodic nonlinearities lying in the Hurwitz angle were considered. The systems with
nonlinearities subjected to stronger constraints are discussed in this paper. It is assumed
that the nonlinearity not only lies in the Hurwitz angle, but also satisfies the additional
sector-condition. This formulation of the problem is found in many works devoted to theo-
retical and applied questions of the automatic control theory. In this paper, a system with
such nonlinearity is explored for all possible values of the parameters. It is shown that in
this case there are parameter values for which a system with a two-periodic nonlinearity
has a family of four-period cycles, and a system with a three-periodic nonlinearity has a
family of three- or six-period cycles. The conditions on the parameters under which the
system can have a family of periodic solutions are written out explicitly. The proofs of the
theorems provide a method for constructing nonlinearity in such a way that any solution
of the system with initial data lying on some definite ray is periodic.

Keywords: second-order discrete-time system, Aizerman conjecture, sector nonlinearity, ab-
solute stability, periodic solution.
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