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Рассматривается динамически симметричный ИСЗ на круговой орбите малого накло-
нения. Решается задача лоренцевой стабилизации ИСЗ в орбитальной системе коорди-
нат в непрямом положении равновесия в условиях возмущающего воздействия грави-
тационного момента. Для решения этой задачи, отличающейся неполным управлени-
ем, развивается прием усреднения дифференциальных уравнений. С использованием
оригинальной конструкции нестационарной функции Ляпунова получены достаточ-
ные условия асимптотической устойчивости программного режима движения ИСЗ в
виде конструктивных неравенств относительно параметров управления.

Ключевые слова: ИСЗ, стабилизация, вращательное движение, асимптотическая
устойчивость, метод функций Ляпунова.

1. Введение. Разнообразные задачи, связанные с обеспечением программных
режимов вращательного движения ИСЗ относительно его центра масс решаются с
использованием различных физических принципов и сил различной природы, ре-
ализуемых в условиях околоземного пространства [1, 2]. К числу сил и моментов
электродинамического характера, возникающих за счет взаимодействия ИСЗ с маг-
нитным полем Земли, относятся момент магнитного взаимодействия и момент сил
Лоренца. Соответствующие системы управления, получившие названия магнитная
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система управления (МСУ) и лоренцева система управления (ЛСУ), широко осве-
щены в литературе. За время, прошедшее с начала космической эры, особенно обсто-
ятельно изучены принципы построения, теоретические основы функционирования
и практические аспекты разработки МСУ [3, 4]. Значительно позже (с 1988 г.) стали
разрабатываться теоретические основы функционирования ЛСУ [5]. В работах [6,
7] показано, что управляемый лоренцев момент, действующий на заряженный ИСЗ
или эквивалентный ему с механической точки зрения ИСЗ с двойным электроста-
тическим слоем, может быть довольно большим и может успешно использоваться
в качестве восстанавливающего момента в окрестности положения относительно-
го равновесия ИСЗ [8–10]. Особенно эффективным может оказаться использование
ЛСУ для угловой стабилизации больших экранированных космических аппаратов.
Это обстоятельство связано с недавними исследованиями в области активного элек-
тростатического экранирования космических аппаратов с целью противорадиаци-
онной защиты и с проявляющейся тенденцией к увеличению размеров заряженных
экранов [11, 12].

Применение управляемого лоренцева момента не требует перемещения каких-
либо массивных тел и не требует никакого расхода рабочего вещества. Эти качества
делают лоренцев момент похожим на момент магнитного взаимодействия, который
широко используется для стабилизации углового положения ИСЗ. Известно также,
что в некоторых случаях ЛСУ имеет ряд преимуществ по сравнению с МСУ [13], в
частности, — в тех случаях, когда элементы МСУ, создающие сильные магнитные
поля на борту ИСЗ, являются нежелательными.

Возможность угловой стабилизации ИСЗ с использованием управляющего ло-
ренцева момента исследовалась в [13] на основе метода усреднения. Однако из-за
определенных трудностей в применении метода усреднения авторам пришлось на-
ложить жесткие ограничения на моменты инерции спутника (рассматривался ИСЗ с
тремя равными моментами инерции). К тому же, полученные условия на параметры
управления не вполне конструктивны.

В данной работе, следуя той же идее, которая использовалась в [13], развива-
ется техника усреднения для задачи трехосной стабилизации динамически симмет-
ричного ИСЗ в орбитальной системе координат с использованием ЛСУ в условиях
нестационарных периодических возмущений, входящих в магнитную индукцию гео-
магнитного поля и обусловленных наклонением орбиты ИСЗ.

Как известно, нестационарные возмущения вызывают немалые трудности при
анализе динамики систем управления. Эффективным инструментом исследования
таких систем является метод усреднения [14–16]. Подходы, основанные на примене-
нии метода усреднения, позволяют свести исследование устойчивости нестационар-
ных систем к исследованию устойчивости соответствующих стационарных усред-
ненных систем с вытекающими отсюда существенными упрощениями.

Однако применение метода усреднения хорошо разработано только для случаев
быстро изменяющихся нестационарностей. Для таких случаев метод усреднения ши-
роко используется в задачах динамики и управления движением [17, 18]. Существен-
но более сложной является ситуация, в которой правые части дифференциальных
систем не являются быстро изменяющимися функциями времени. Для исследования
таких систем в работах [19, 20] предложены варианты развития метода усреднения,
позволяющие получать достаточные условия асимптотической устойчивости движе-
ния с использованием новых оригинальных подходов к построению нестационарных
функций Ляпунова [21, 22].
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Другой существенной особенностью рассматриваемой задачи является наличие
гравитационного возмущающего момента. Третьей отличительной чертой постав-
ленной задачи стабилизации углового положения ИСЗ является непрямое положе-
ние равновесия ИСЗ в орбитальной системе координат в программном режиме дви-
жения. Наконец, четвертая особенность заключается в принципиальной неполноте
управления, свойственной ЛСУ.

2. Постановка задачи. Рассматривается динамически симметричный ИСЗ,
вращающийся с угловой скоростью ~ω вокруг центра масс — точки C, движущейся по
кеплеровой круговой орбите с радиусом R и с малым наклонением i. ИСЗ обладает
управляемым электрическим зарядом Q =

∫
V σ dV , распределенным по некоторому

объему V с плотностью σ. Программное угловое движение ИСЗ задается относи-
тельно орбитальной системы координат Cξηζ. Ось Cξ(~ξ0) этой системы направлена
вдоль касательной к орбите в сторону движения, ось Cη(~η0) — по нормали к плоско-

сти орбиты, ось Cζ(~ζ0) — вдоль радиуса-вектора ~R =
−−−→
OEC = R~ζ0, имеющего своим

началом центр масс Земли OE . Орбитальная система координат поворачивается с
угловой скоростью ~ω0 = ω0~η0 в инерциальном пространстве. Угловую скорость ИСЗ
относительно орбитальной системы координат обозначим ~ω ′.

Связанная с ИСЗ система главных центральных осей инерции Cxyz выбирается
так, что оси x и y соответствуют двум равным моментам инерции A и B, а ось z —
отличному от них моменту инерции C. Поэтому тензор инерции ИСЗ в осях Cxyz
имеет вид J = diag{A,A,C}. Следует отметить, что наличие динамической симмет-
рии ИСЗ относительно оси z не предполагает наличия электростатической симмет-
рии ИСЗ относительно этой или какой-либо другой оси. Поэтому рассматриваемая
далее задача о стабилизации ИСЗ, несущего пространственно распределенный за-
ряд, в некотором положении, определяемом в том числе углом ψ0 поворота системы
координат Cxyz вокруг оси z, не сводится, вообще говоря, к аналогичной задаче с
нулевым значением угла ψ0.

Ориентация системы координат Cxyz относительно системы координат Cξηζ
задается матрицей A направляющих косинусов αi, βi, γi (i = 1, 2, 3) так, что имеют
место равенства

~ξ0 = α1
~i+ α2

~j + α3
~k, ~η0 = β1~i + β2~j + β3~k, ~ζ0 = γ1~i+ γ2~j + γ3~k.

Программная ориентация ИСЗ относительно орбитальной системы координат
задается некоторым значением A0 матрицы A. Введем следующие обозначения для
текущих значений ортов орбитальной системы координат, заданных в связанной с
ИСЗ системе Cxyz:

A
⊤~ξ0 = (α1, α2, α3)

⊤= ~s1, A
⊤~η0 = (β1, β2, β3)

⊤= ~s2, A
⊤~ζ0 = (γ1, γ2, γ3)

⊤= ~s3. (1)

Если определять ориентацию ИСЗ в орбитальной системе координат с помощью
параметров Родрига — Гамильтона λ0, λ1, λ2, λ3 [23], то элементы матрицы A будут
иметь вид

α1 = λ20 + λ21 − λ22 − λ23, α2 = 2(λ1λ2 − λ0λ3), α3 = 2(λ1λ3 + λ0λ2),

β1 = 2(λ1λ2 + λ0λ3), β2 = λ20 + λ22 − λ21 − λ23, β3 = 2(λ2λ3 − λ0λ1),

γ1 = 2(λ1λ3 − λ0λ2), γ2 = 2(λ2λ3 + λ0λ1), γ3 = λ20 + λ23 − λ21 − λ22.
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Аналогично введем следующие обозначения для программных значений ортов
орбитальной системы координат, заданных в связанной с ИСЗ системе Cxyz:

A
⊤
0
~ξ0=(α10, α20, α30)

⊤= ~r1, A
⊤
0 ~η0=(β10, β20, β30)

⊤= ~r2, A
⊤
0
~ζ0=(γ10, γ20, γ30)

⊤= ~r3.
(2)

В дальнейшем будем предполагать, что

~r1 = (cosψ0,− sinψ0, 0)
⊤, ~r2 = (sinψ0, cosψ0, 0)

⊤, ~r3 = (0, 0, 1)⊤,

где ψ0 = const. Программное угловое движение ИСЗ задается равенствами

~sk = ~rk, ~ω ′ = ~0 (k = 1, 2, 3). (3)

Поскольку угол рысканья ψ0, входящий в выражение программного движения (3),
определяет поворот ИСЗ вокруг оси Cz, а сама ось Cz в программном движении на-
правлена вдоль местной вертикали Cζ, то фактически угол ψ0 задает поворот осей
Cx и Cy относительно местной вертикали. Как известно, широко распространенные
методы стабилизации ИСЗ с использованием гравитационного момента позволяют
стабилизировать ИСЗ лишь в таком положении, при котором ψ0 = 0, а в случае
ИСЗ, динамически симметричного относительно оси Cz, который как раз и рассмат-
ривается в работе, гравитационный момент не в состоянии обеспечить однозначную
ориентацию осей Cx и Cy. В данной работе показано, что использование лоренцевой
системы управления позволяет стабилизировать динамически симметричный ИСЗ
в положении, соответствующем любому наперед заданному значению угла ψ0.

3. Управляющий лоренцев момент. В процессе движения ИСЗ относитель-
но геомагнитного поля с магнитной индукцией ~B возбуждается действующий на
ИСЗ лоренцев момент

~ML = ~P × ~T ,

где ~P = Q~ρ0, ~ρ0 = x0~i + y0~j + z0~k = Q−1
∫
V
σ~ρ dV — радиус-вектор центра заряда

ИСЗ относительно центра масс ИСЗ, ~T = A
⊤(~vC × ~B),

~vC = R(ω0 − ωE)~ξ0 +RωE sin i cosu ~η0 (4)

— скорость точки C относительно геомагнитного поля, ωE — угловая скорость
суточного вращения Земли. Компоненты вектора ~B = Bξ

~ξ0 + Bη~η0 + Bζ
~ζ0 (где

~ξ0 = (1, 0, 0)⊤, ~η0 = (0, 1, 0)⊤, ~ζ0 = (0, 0, 1)⊤) являются известными периодическими
функциями времени t, вычисленными в точке, совпадающей с центром масс ИСЗ.
В простейшем дипольном приближении эти компоненты таковы [1, 3]:

Bξ = −
(
RE

R

)3

g01 sin i cosu, Bη = −
(
RE

R

)3

g01 cos i, Bζ = 2

(
RE

R

)3

g01 sin i sinu.

(5)
Здесь RE — радиус Земли, g01 — гауссов коэффициент [24, 25], u = ω0t — безразмер-
ная переменная, называемая аргументом широты.

Для решения задачи угловой стабилизации ИСЗ в программном режиме дви-
жения (3) достаточно выбрать электродинамический параметр ~P в виде

~P = kL ~T0,

126 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2021. Т. 8 (66). Вып. 1



где ~T0 = A
⊤
0 (~vC× ~B) и kL — коэффициент, который может быть скалярной функцией

времени. Управляющий момент ~ML принимает следующий вид:

~ML = kL ~T0 × ~T . (6)

Из (6) следует, что управляющий лоренцев момент обращается в ноль в программ-
ном движении A = A0 и проявляет восстанавливающий эффект в окрестности про-
граммного движения. В случае круговой орбиты

~T0 = vCηBζ~r1 − vCξBζ~r2 + (vCξBη − vCηBξ)~r3,

~T = vCηBζ~s1 − vCξBζ~s2 + (vCξBη − vCηBξ)~s3,

~T0 × ~T = v2CξB
2
η

[
v2CηB

2
ζ

v2CξB
2
η

~r1 × ~s1 −
vCηB

2
ζ

vCξB2
η

(~r1 × ~s2 + ~r2 × ~s1)+

+

(
vCηBζ

vCξBη
−
v2CηBξBζ

v2CξB
2
η

)
(~r1 × ~s3 + ~r3 × ~s1) +

B2
ζ

B2
η

~r2 × ~s2−

−
(
Bζ

Bη
− vCηBξBζ

vCξB2
η

)
(~r2 × ~s3 + ~r3 × ~s2) +

(
1− 2

vCηBCξ

vCξBη
+
v2CηB

2
ξ

v2CξB
2
η

)
~r3 × ~s3

]
. (7)

Обозначим ωE/ω0 = ω∗. На основании (4) и (5) справедливы следующие оценки:

v2CηB
2
ζ

v2CξB
2
η

= O(ω2
∗ sin

4 i),
vCηB

2
ζ

vCξB2
η

= O(ω∗ sin
3 i),

vCηBζ

vCξBη
= O(ω∗ sin

2 i),

v2CηBξBζ

v2CξB
2
η

= O(ω2
∗ sin

2 i),
B2

ζ

B2
η

= O(sin2 i),
Bζ

Bη
= O(sin i),

vCηBξBζ

vCξB2
η

= O(ω∗ sin
3 i),

vCηBCξ

vCξBη
= O(ω∗ sin

2 i),
v2CηB

2
ξ

v2CξB
2
η

= O(ω2
∗ sin

4 i).

Для ИСЗ, находящихся на орбитах малого наклонения, sin i мало. Поэтому в коэф-
фициентах, содержащихся внутри квадратных скобок выражения (7), можно пре-
небречь членами порядков O(sin4 i) и O(sin3 i) по сравнению с членами порядков
O(sin2 i) и O(sin i). Кроме того, исходя из (4) и (7), следует заметить, что эффек-
тивность ЛСУ тем выше, чем больше управляющий лоренцев момент, пропорцио-
нальный скорости vC заряда ИСЗ относительно геомагнитного поля. По мере по-
вышения орбиты ИСЗ и приближения ее к геостационарной орбитальная угловая
скорость ИСЗ ω0 приближается к угловой скорости ωE суточного вращения Земли
и ее магнитного поля, вследствие чего в выражении vC (формула (4)) стремится к
нулю основное слагаемое, обеспечивающее работоспособность метода, и эффектив-
ность ЛСУ снижается. Поэтому в данной работе рассматриваются только ИСЗ на
орбитах средних и низких высот. Для таких высот ω∗ — малая величина порядка
0.01. В этих условиях в выражении (7) в квадратных скобках целесообразно сохра-
нить лишь те слагаемые, которые содержат sin i в степени не выше второй и при
этом не содержат множителем ω∗. В результате получим более простое выражение

~T0 × ~T = v2Cξ[B
2
ζ ~r2 × ~s2 −BηBζ(~r2 × ~s3 + ~r3 × ~s2) +B2

η ~r3 × ~s3]. (8)
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4. Динамика и управление вращательным движением ИСЗ. Дифферен-
циальные уравнения вращательного движения ИСЗ под действием управляющего
лоренцева момента ~ML, диссипативного момента ~MD и возмущающего момента ~MG

строятся по схеме Эйлера — Пуассона и имеют вид

J~̇ω + ~ω × J~ω = ~ML + ~MD + ~MG, (9)

~̇ξ0 = ~ξ0 × ~ω − ω0
~ζ0, ~̇η0 = ~η0 × ~ω, ~̇ζ0 = ~ζ0 × ~ω + ω0

~ξ0. (10)

Диссипативный момент модельного типа пропорционален относительной угловой
скорости ИСЗ:

~MD = −h~ω ′, (11)

где h > 0. Модель (11) является широко распространенной в задачах рассматривае-
мого типа [2, 26]. Учитывается также гравитационный момент, являющийся во мно-

гих случаях наибольшим из возмущающих моментов [1]: ~MG = 3ω2
0(A

⊤~ζ0)×(JA⊤~ζ0).
С учетом обозначений (1) и (2) перепишем систему (9), (10) в виде

d

dt
[J( ~ω ′ + ω0~s2)] + ( ~ω ′ + ω0~s2)× [J( ~ω ′ + ω0~s2)] =

= kL ~T0 × ~T − h~ω ′ + 3ω2
0~s3 × (J~s3), (12)

~̇sk + ~ω ′ × ~sk = ~0 (k = 1, 2, 3), (13)

где выражение ~T0×~T определяется по формуле (8). Требуется определить условия на
параметры kL и h, при выполнении которых можно гарантировать асимптотическую
устойчивость положения равновесия (3).

Далее будем использовать следующие обозначения:

~ω ′ = (ω′
1, ω

′
2, ω

′
3)

⊤, b̄1 = v2Cξ〈BηBζ〉t, b̄2 = v2Cξ〈B2
ζ 〉t, b̄3 = v2Cξ〈B2

η〉t,

~Φ = b̄2 ~r2 × ~s2 − b̄1(~r2 × ~s3 + ~r3 × ~s2) + b̄3 ~r3 × ~s3.

Тогда

~T0 × ~T = ~Φ+
[
b̃2(t)~r2 × ~s2 − b̃1(t)(~r2 × ~s3 + ~r3 × ~s2) + b̃3(t)~r3 × ~s3

]
.

Здесь b̃1(t), b̃2(t), b̃3(t) — периодические функции с нулевыми средними значениями.

Пусть Ψk(t) =
∫ t

0 b̃k(τ)dτ , k = 1, 2, 3. Функции Ψ1(t),Ψ2(t),Ψ3(t) непрерывно
дифференцируемы и ограничены при t ≥ 0.

5. Построение функции Ляпунова. Для нахождения условий асимптотиче-
ской устойчивости применяем прямой метод Ляпунова. Функцию Ляпунова выби-
раем в виде Ṽ = V1 + V2 + V3 + V4. Здесь

1) функция

V1 =
β

2
~ω ′⊤

J~ω ′ +
b̄2
2
|~r2 − ~s2|2 − b̄1(~r2 − ~s2)

⊤(~r3 − ~s3) +
b̄3
2
|~r3 − ~s3|2,

где β — вспомогательный положительный параметр, строится на основе подхода,
разработанного в [27];
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2) V2 = −~Φ⊤
J ~ω ′/h — перекрестный член (применение слагаемых такого типа

в задачах управления вращательным движением твердого тела было предложено в
[28]);

3) функция

V3 =
β

2
ω2
0(A− C)β2

3 +
3β

2
ω2
0(A− C)(γ21 + γ22)

прибавляется для получения более удобного для дальнейшего анализа вида произ-
водной Ṽ в силу системы (12), (13) (конструкции такого рода использовались в [10,
29]);

4) для построения функции

V4 =
kL
h
~Φ⊤ (Ψ2(t)~r2 × ~s2 −Ψ1(t)(~r2 × ~s3 + ~r3 × ~s2) + Ψ3(t)~r3 × ~s3)

применяется подход, развитый в [21, 22], который учитывает структуру нестацио-
нарных возмущений, действующих на рассматриваемые системы.

Замечание. Таким образом, предлагаемый подход к анализу устойчивости про-
граммного движения основан на применении метода усреднения для построения
функции Ляпунова. Сначала строится функция Ляпунова для усредненных урав-
нений (см. пункты 1–3), а затем она достраивается с учетом нестационарных воз-
мущений, действующих на систему (см. пункт 4). Далее получающаяся функция
Ляпунова применяется к исходной нестационарной системе. Следует также отме-
тить, что при выполнении пункта 4 используются не все нестационарные возмуще-
ния, действующие на систему. Это обусловлено сравнением различных вариантов
построения функции Ляпунова. Оказалось, что использование только части «неста-
ционарностей» приводит к более широкой области значений параметров системы и
параметров управления.

С помощью компьютерного моделирования можно показать, что для всех до-
пустимых с физической точки зрения значений R выполнено неравенство b̄2b̄3 > b̄21.
Поэтому

b̄2
2
|~r2 − ~s2|2 − b̄1(~r2 − ~s2)

⊤(~r3 − ~s3) +
b̄3
2
|~r3 − ~s3|2 ≥ ν̄

2
(|~r2 − ~s2|2 + |~r3 − ~s3|2),

где ν̄ =
(
b̄2 + b̄3 −

√
(b̄2 − b̄3)2 + 4b̄21

)
/2 > 0.

Кроме того, используя параметры Родрига — Гамильтона, получаем

|~r2 − ~s2|2 + |~r3 − ~s3|2 = 8χ2
1 + 4(χ2

2 + χ2
3),

|~Φ|2 = 4
(
(b̄2 + b̄3)

2χ2
1 + (b̄21 + b̄23)χ

2
2 + (b̄21 + b̄22)χ

2
3 − 2b̄1(b̄2 + b̄3)χ2χ3

)
+∆(χ1, χ2, χ3),

где

χ1 = λ1 cos
ψ0

2
− λ2 sin

ψ0

2
, χ2 = λ1 sin

ψ0

2
+ λ2 cos

ψ0

2
,

χ3 =

(
λ0 − cos

ψ0

2

)
sin

ψ0

2
−
(
λ3 − sin

ψ0

2

)
cos

ψ0

2
,

а для функции ∆(χ1, χ2, χ3) справедлива оценка

|∆(χ1, χ2, χ3)| ≤ c(|χ1|+ |χ2|+ |χ3|)3, c = const > 0.
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Следовательно,

Ṽ ≥ β

2
(Aω ′

1
2
+Aω ′

2
2
+ Cω ′

3
2
) +

ν̄

2
(|~r2 − ~s2|2 + |~r3 − ~s3|2)−

1

h
|~Φ||J~ω ′|−

−kL
h
|~Φ||Ψ2(t)~r2 × ~s2 −Ψ1(t)(~r2 × ~s3 + ~r3 × ~s2) + Ψ3(t)~r3 × ~s3|+ V3 ≥

≥ β

2
(Aω ′

1
2
+Aω ′

2
2
+ Cω ′

3
2
) +

(
ν̄

2
− β

2
ω2
0c1

)
(|~r2 − ~s2|2 + |~r3 − ~s3|2)−

− a1
2h

|~Φ|2 − 1

2ha1
(A2ω ′

1
2
+A2ω ′

2
2
+ C2ω ′

3
2
)− kLa2

2h
|~Φ|2−

− kL
2ha2

|Ψ2(t)~r2 × ~s2 −Ψ1(t)(~r2 × ~s3 + ~r3 × ~s2) + Ψ3(t)~r3 × ~s3|2 ≥

≥
(
ν̄

2
− a1νmax

8h
−
kL supt≥0 ν̂(t)

8ha2
− kLa2νmax

8h
− β

2
ω2
0c1

)
(|~r2 − ~s2|2 + |~r3 − ~s3|2)+

+

(
β

2
− c2

2ha1

)
(Aω ′

1
2
+Aω ′

2
2
+ Cω ′

3
2
) + ∆̃(t, ~s2 − ~r2, ~s3 − ~r3).

Здесь c1 = 3max{0;C−A}, c2 = max{A;C}, a1, a2 — произвольным образом выбран-
ные положительные постоянные,

|∆̃(t, ~s2 − ~r2, ~s3 − ~r3)| ≤ c̃(|~s2 − ~r2|3 + |~s3 − ~r3|3), c̃ = const > 0,

νmax и ν̂(t) — наибольшие собственные числа матриц




4(b̄21 + b̄23) 4b̄1(b̄2 + b̄3) 0
4b̄1(b̄2 + b̄3) 4(b̄21 + b̄22) 0

0 0 2(b̄2 + b̄3)
2


 , (14)




4(Ψ2
1(t) + Ψ2

3(t)) 4Ψ1(t)(Ψ2(t) + Ψ3(t)) 0
4Ψ1(t)(Ψ2(t) + Ψ3(t)) 4(Ψ2

1(t) + Ψ2
2(t)) 0

0 0 2(Ψ2(t) + Ψ3(t))
2


 .

Таким образом, для положительной определенности функции Ṽ достаточно вы-
полнения неравенств

β >
c2
ha1

, (15)

ν̄ >
a1νmax

4h
+
kL supt≥0 ν̂(t)

4ha2
+
kLa2νmax

4h
+ βω2

0c1. (16)

6. Исследование производной функции Ляпунова. Дифференцируя
функцию Ṽ в силу системы (12), (13), получаем

˙̃
V = −βh|~ω ′|2 − kL

h
|~Φ|2 + βkL~ω

′⊤~Φ− ω0

h
~Φ⊤

J(~ω ′ × ~r2) +
ω0

h
ω′
3(C −A)~Φ⊤~r1+

+
1

h

(
b̄2 ~r2 × (~ω ′ × ~r2)− b̄1(~r2 × (~ω ′ × ~r3) + ~r3 × (~ω ′ × ~r2)) + b̄3 ~r3 × (~ω ′ × ~r3))

⊤
J ~ω ′−

−kL
h
~Φ⊤
(
Ψ2(t)~r2×(~ω ′×~r2)−Ψ1(t)(~r2×(~ω ′×~r3)+~r3×(~ω ′×~r2))+Ψ3(t)~r3×(~ω ′×~r3)

)
−
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−kL
h

(
Ψ2(t)~r2 × ~s2 −Ψ1(t)(~r2 × ~s3 + ~r3 × ~s2) + Ψ3(t)~r3 × ~s3

)⊤(
b̄2 ~r2 × (~ω ′ × ~r2)+

+βkL~ω
′⊤
(
Ψ2(t)~r2 × ~s2 −Ψ1(t)(~r2 × ~s3 + ~r3 × ~s2) + Ψ3(t)~r3 × ~s3

)
−

−b̄1(~r2 × (~ω ′ × ~r3) + ~r3 × (~ω ′ × ~r2)) + b̄3 ~r3 × (~ω ′ × ~r3)
)
+

+
ω2
0

h
β3(C −A)~Φ⊤~r1 −

3ω2
0

h
(C −A)~Φ⊤



γ2
−γ1
0


+∆1(t, ~ω

′, ~s2 − ~r2, ~s3 − ~r3) ≤

≤ −βh|~ω ′|2 − kL
h
|~Φ|2 + ω2

0

h
|C −A||~Φ|(|~s2 − ~r2|+ 3|~s3 − ~r3|)+

+
(
βkL +

ω0

h
C
)
|~ω ′||~Φ|+ 1

2
βkL

√
sup
t≥0

λ̃(t)|~ω ′|
√
|~r2 − ~s2|2 + |~r3 − ~s3|2+

+
kL
h
|~Φ|
∣∣∣Ψ2(t)~r2×(~ω ′×~r2)−Ψ1(t)(~r2×(~ω ′×~r3)+~r3×(~ω ′×~r2))+Ψ3(t)~r3×(~ω ′×~r3)

∣∣∣+

+
kL
2h

√
sup
t≥0

ν̂(t)
√
|~r2 − ~s2|2 + |~r3 − ~s3|2 |b̄2 ~r2 × (~ω ′ × ~r2)−

−b̄1(~r2 × (~ω ′ × ~r3) + ~r3 × (~ω ′ × ~r2)) + b̄3 ~r3 × (~ω ′ × ~r3)|+

+
µ

h
|~ω ′|2 +∆1(t, ~ω

′, ~s2 − ~r2, ~s3 − ~r3) ≤

≤ −
(
βh− µ

h

)
|~ω ′|2 −

(
kL
h

− 2ω2
0

h

√
10

νmin
|C −A|

)
|~Φ|2+

+θ|~ω ′||~Φ|+∆2(t, ~ω
′, ~s2 − ~r2, ~s3 − ~r3) ≤ −

(
βh− µ

h
− 1

2
θa3

)
|~ω ′|2−

−
(
kL
h

− 2ω2
0

h

√
10

νmin
|C −A| − 1

2a3
θ

)
|~Φ|2 +∆2(t, ~ω

′, ~s2 − ~r2, ~s3 − ~r3).

Здесь a3 — произвольным образом выбранное положительное число, νmin — наи-
меньшее собственное число матрицы (14),

|∆i(t, ~ω
′, ~s2 − ~r2, ~s3 − ~r3)| ≤ ρi(|~ω ′|3 + |~s2 − ~r2|3 + |~s3 − ~r3|3), i = 1, 2,

ρ1 и ρ2 — положительные постоянные,

θ = βkL +
ω0

h
C +

kL
h

sup
t≥0

(|Ψ1(t)|+ |Ψ2(t)|+ |Ψ3(t)|)+

+
kL
h

√
supt≥0 ν̂(t)

νmin
(b̄1 + b̄2 + b̄3) + βkL

√
supt≥0 λ̃(t)

νmin
,

λ̃(t) и µ — наибольшие собственные числа матриц




4(b̃21(t) + b̃23(t)) 4b̃1(t)(b̃2(t) + b̃3(t)) 0

4b̃1(t)(b̃2(t) + b̃3(t)) 4(b̃21(t) + b̃22(t)) 0

0 0 2(b̃2(t) + b̃3)
2


 ,
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

b̄3A+ b̄2A cos2 ψ0 −b̄2A sinψ0 cosψ0

1
2 b̄1(A+ C) sinψ0

−b̄2A sinψ0 cosψ0 b̄3A+ b̄2A sin2 ψ0
1
2 b̄1(A+ C) cosψ0

1
2 b̄1(A+ C) sinψ0

1
2 b̄1(A+ C) cosψ0 Cb̄2


 .

Следовательно, при выполнении неравенств

βh >
µ

h
+

1

2
θa3, (17)

kL
h
>

2ω2
0

h

√
10

νmin
|C −A|+ 1

2a3
θ (18)

производная функции Ṽ в силу системы (12), (13) отрицательно определена.

7. Условия асимптотической устойчивости. Таким образом, если имеют
место соотношения (15)–(18), то функция Ṽ удовлетворяет требованиям теоремы
Ляпунова об асимптотической устойчивости. В указанные соотношения входят вспо-
могательные параметры a1, a2, a3.

Нетрудно проверить, что для получения наиболее широкой области допусти-

мых значений величин h и kL нужно взять a2 =
√
supt>0 ν̂(t)/νmax. Подставляя это

значение в (15) и (16) и исключая параметры a1 и a3, приводим условия (15)–(18) к
виду

α

(
4hν̄ − 2kL

√
νmax · sup

t>0
ν̂(t)− 4αω2

0c1

)
−Amax{1, ε}νmax > 0, (19)

4(αh− µ)

(
kL − 2ω2

0

h

√
10

νmin
A|1 − ε|

)
− h2θ2 > 0, (20)

где α = βh, ε = C/A. Неравенства (19), (20) позволяют получить достаточные усло-
вия асимптотической устойчивости стабилизируемого движения ИСЗ с заданными
значениями параметров.

8. Результаты численного моделирования. В качестве примера рассмот-
рим ИСЗ с моментами инерции A = B = 1000 кг·м2, C = 1100 кг·м2, движущийся
по круговой орбите с радиусом R = 7 · 106 м и наклонением i = 20◦. Как известно
[1], при таком соотношении моментов инерции ИСЗ гравитационный момент, дей-
ствующий на ИСЗ, является возмущающим в окрестности программного движения
(3). Поэтому стабилизация программного движения ИСЗ в рассматриваемом случае
происходит исключительно за счет лоренцева и диссипативного моментов.

Предположим, что ИСЗ в начальный момент времени отклонен от прямого
положения равновесия так, что «самолетные» углы крена, тангажа и рыскания,
определяющие ориентацию ИСЗ в базовой системе координат, равны ϕ(0) = 0.5,
θ(0) = 0.5, ψ(0) = −0.5, а проекции угловой скорости ИСЗ на главные централь-
ные оси инерции равны ω1(0) = 0.1ω0, ω2(0) = 1.1ω0, ω3(0) = 0.1ω0. В программном
движении ψ0 = 0.5. Выберем kL = 0.02, h = 0.4.

Процесс стабилизации «самолетных» углов крена ϕ(u), тангажа θ(u) и рыскания
ψ(u) в зависимости от аргумента широты u = ω0t показан на рис. 1.

Для численного интегрирования системы дифференциальных уравнений вра-
щательного движения ИСЗ использовалась не только дипольная модель (5) геомаг-
нитного поля, но и международная модель IGRF [25]. Оба варианта расчетов дают

132 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2021. Т. 8 (66). Вып. 1



Рис. 1. «Самолетные» углы в процессе стабилизации ИСЗ.

качественно совпадающие результаты. На рис. 1 показаны результаты, полученные
на базе модели IGRF.

Для оценки реализуемости предложенного управления были рассчитаны вели-
чины управляющих (лоренцева и диссипативного) и возмущающего (гравитацион-
ного) моментов. Показано, что указанные моменты принимают близкие по величине

значения. Кроме того, рассчитана величина управляемого вектора ~P и величина |~ρ0|
смещения центра заряда относительно центра масс ИСЗ.

Рис. 2. Смещение центра заряда относительно центра масс ИСЗ.

Из рис. 2 видно, что величина |~ρ0| находится в пределах одного метра. Таким
образом, результаты численного моделирования согласуются с выводами, получен-
ными в статье, и подтверждают работоспособность предложенного управления.

9. Заключение. В работе рассмотрен динамически симметричный ИСЗ, нахо-
дящийся на орбите малого наклонения. В строгой нелинейной постановке решена
задача о лоренцевой стабилизации ИСЗ в непрямом положении равновесия в орби-
тальной системе координат. С учетом возмущающего гравитационного момента до-
казана возможность выбора параметров управления, обеспечивающих выполнение
достаточных условий асимптотической устойчивости программного режима движе-
ния ИСЗ. Указанные условия представлены в виде системы двух неравенств относи-
тельно параметров управления. Предложенный конструктивный подход к решению
задачи основан на построении нестационарной функции Ляпунова и модификации
метода усреднения для случая медленно осциллирующих нестационарных возму-
щений. Представлены результаты компьютерного моделирования, подтверждающие
работоспособность и реализуемость предложенного управления.
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A dynamically symmetric satellite in a circular orbit of small inclination is considered. The
problem of the Lorentzian stabilization of the satellite in the orbital coordinate system in
the indirect equilibrium position is solved under the conditions of the perturbing effect of the
gravitational torque. To solve this problem, which is characterized by incomplete control,
a method of averaging differential equations is developed. Using the original construction
of the unsteady Lyapunov function, we obtain sufficient conditions for the asymptotic
stability of the programmed satellite motion mode in the form of constructive inequalities
with respect to the control parameters.
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