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В первом разделе рассматривается движение сжатого эллипсоида вращения в безгранич-
ной жидкости. Вычисляются потенциалы скоростей и присоединенные массы при движении
тела вдоль и поперек оси симметрии тела. Во втором разделе рассматривается приближенный
метод построения потенциала скоростей тела при наличии плоской стенки. Для этого с дру-
гой стороны стенки помещают точно такое же тело и заставляют его двигаться симметрично
первому. Вычисляются приближенно потенциалы скоростей и присоединенные массы, содержа-
щие неизвестные скорости в центре «изображения». В третьем разделе вычисляются скорости в
центре «изображения» при различном расположении тела относительно стенки. Получены при-
ближенные выражения для присоединенных масс при движении вдоль всех осей. Результаты
вычислений приведены в таблицах. Библиогр. 12 назв. Табл. 5.
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В теории присоединенных масс особое место занимают вопросы зависимости их
величины от расстояния до плоской стенки. В идеальной жидкости эти задачи явля-
ются частным случаем движения двух равных тел в безграничной жидкости. Пер-
вой была решена задача о движении шара вблизи стенки. Этой задачей занимались
Г. Стокс [1], В. Томсон и Тэт, В. Хикс [2], А. В. Бассе [3], Р. Герман [4], Н. Е. Жуков-
ский и др. В работе [1] Г. Стокс находит старший член из бесконечного числа членов,
обусловленных наличием стенки. В работах [2-4] приведены точные выражения для
кинетической энергии жидкости в виде рядов. Задачей о движении двух круглых
цилиндров бесконечной длины занимались В. Хикс [5], Гринхилл, А. В. Бассе и др. В
работе [5] дано точное выражение для кинетической энергии жидкости в виде ряда.
Прошло около 70 лет до появления первых работ, посвященных присоединенным мас-
сам при движении около стенки, касающихся тел другой формы, а именно удлиненно-
го эллипсоида вращения. Это работы Ф. Ейзенберга [6], Т. Хавелока [7] и автора [8, 9].
В работе [6], в частности, получен приближенно потенциал скоростей при движении
эллипсоида вдоль большой оси параллельно стенке. В работе [7] приближенно найде-
ны присоединенные массы для удлиненного эллипсоида вращения малого удлинения.
В работе [9] приближенно получены коэффициенты присоединенных масс удлиненно-
го эллипсоида вращения, движущегося в идеальной жидкости вблизи стенки, причем
точно найдены два старших члена разложения, учитывающих влияние стенки. Со-
временное состояние вопроса отражено в справочнике [12].

В данной статье вычисляются точно присоединенные массы сжатого эллипсои-
да вращения в безграничной идеальной жидкости при поступательных движениях, а
также приближенно присоединенные массы такого же тела в жидкости, ограничен-
ной плоской стенкой при поступательных движениях и различном расположении оси
симметрии тела относительно стенки.

1. Сжатый эллипсоид вращения в безграничной жидкости. Введем две
системы координат с началом в центре рассматриваемого тела: декартову и криво-
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линейную. Если ось 0x направить по оси симметрии эллипсоида, то эти системы
координат будут связаны соотношениями

x = cµζ, 0 ≤ ζ <∞,
y = ω̃ cos θ, −1 ≤ µ ≤ 1,
z = ω̃ sin θ, 0 ≤ θ < 2π,

ω̃ = c
(
ζ2 + 1

)1/2 (
1 − µ2

)1/2
.

В выбранной системе координат поверхности ζ = const являются сжатыми эллип-
соидами, у которых длина оси вращения равна 2cζ, а радиус экваториальной плоско-

сти равен c
(
ζ2 + 1

)1/2
. При ζ = 0 рассматриваемое тело превращается в диск, а при

ζ → ∞ тело принимает форму шара.
В этой системе криволинейных координат коэффициенты Ламе равны

Hζ = c
(
ζ2 + µ2

)1/2 (
ζ2 + 1

)−1/2
,

Hµ = c
(
ζ2 + µ2

)1/2 (
1 − µ2

)−1/2
,

Hθ = c
(
ζ2 + 1

)1/2 (
1 − µ2

)1/2
.

Известно, что потенциал скоростей должен удовлетворять уравнению Лапласа
во всем пространстве, занятом жидкостью, граничному условию на поверхности тела
и условию покоя жидкости на бесконечности.

Ограничимся рассмотрением поступательных движений эллипсоида. В этом слу-
чае потенциал скоростей может быть представлен в виде

Φ∞ = U1ϕ1∞ + U2ϕ2∞ + U3ϕ3∞,

где U1, U2, U3 — проекции скорости тела на оси декартовой системы координат, а
ϕi∞ — потенциалы скоростей при движении тела вдоль i-й оси с единичной скоростью.

Каждый из потенциалов ϕi∞ должен удовлетворять уравнению Лапласа, усло-
вию покоя жидкости на бесконечности и граничному условию на поверхности эллип-
соида S (ζ = ζ0):

∂ϕ1∞

∂ζ

∣∣∣
S

= ∂x
∂ζ

∣∣∣
S

= cµ,

∂ϕ2∞

∂ζ

∣∣∣
S

= ∂y
∂ζ

∣∣∣
S

= cζ0
(
ζ2
0 + 1

)−1/2 (
1 − µ2

)1/2
cos θ,

∂ϕ3∞

∂ζ

∣∣∣
S

= ∂z
∂ζ

∣∣∣
S

= cζ0
(
ζ2
0 + 1

)−1/2 (
1 − µ2

)1/2
sin θ.

(1.1)

Из математической физики известно, что уравнение Лапласа, записанное в ко-
ординатах сжатого эллипсоида вращения, имеет решения вида [10]

AnmP
m
n (µ)Qm

n (iζ)

{
cosmθ
sinmθ

,

где Pm
n (µ) — присоединенные функции Лежандра I рода порядка n и ранга m,

Qm
n (iζ) — присоединенные функции Лежандра II рода того же порядка и ранга, n

и m — целые неотрицательные числа, причем m ≤ n.
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Для нахождения потенциалов ϕi∞ достаточно подобрать значения n и m так,
чтобы можно было удовлетворить граничным условиям. Поскольку P 0

1 (µ) = µ, для
ϕ1∞ следует выбрать n = 1, m = 0, тогда [11]

ϕ1∞ = A10µQ
0
1 (iζ) , (1.2)

где

Q0
1(iζ) = −q01(ζ) = ζ arcctg ζ − 1.

Коэффициент A10 легко находится из граничного условия:

A10 = −c
[
q̇01 (ζ0)

]−1
.

Аналогично, так как P 1
1 (µ) =

(
1 − µ2

)1/2
, для ϕ2∞ надо выбрать n = m = 1,

тогда [11]

ϕ2∞ = A11

(
1 − µ2

)1/2
Q1

1(iζ) cos θ, (1.3)

где

Q1
1(iζ) = q11(ζ) =

(
ζ2 + 1

)1/2
[

ζ

ζ2 + 1
− arcctg ζ

]
.

Коэффициент A11 находится из граничного условия:

A11 = cζ0
(
ζ2
0 + 1

)−1/2 [
q̇11 (ζ0)

]−1
.

Потенциал ϕ3∞ отличается от ϕ2∞ только тем, что вместо cos θ надо взять sin θ.

Зная потенциалы скоростей, можно найти присоединенные массы по формуле

λ∞ii = −ρ
∫

S

∫
ϕi∞

∂ϕi∞
∂n

dS, (1.4)

где ρ— плотность жидкости.

Переходя в этой формуле к координатам сжатого эллипсоида вращения, получа-
ем

λ∞ii = −ρc
(
ζ2
0 + 1

)
1∫

−1

2π∫

0

ϕi∞
∂ϕi∞
∂ζ

dµ dθ. (1.5)

Подставляя в (1.5) соответствующие выражения для потенциала скоростей (1.2)
и граничного условия (1.1), при движении вдоль оси симметри тела (оси Ox) находим

λ∞11 =
4π

3
ρc3ζ0

(
ζ2
0 + 1

) [
− q01(ζ0)

ζ0 q̇01(ζ0)

]
= ρV κ

∞
11 ,

где V — объем тела, κ∞
11 — коэффициент присоединенной массы.

Полагая ζ0 → ∞ и раскрывая неопределенность, получаем известный результат
для шара:

λ∞11 =
1

2
ρ V.
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Для диска (ζ0 = 0) также получаем известный результат

λ∞11 =
2

π
ρ V ∗ ,

где V ∗ — объем сферы радиуса диска.
При движении вдоль оси Oy, используя (1.3) и (1.1), находим

λ∞22 = ρ V

[
− ζ0
ζ2
0 + 1

q11(ζ0)

q̇11(ζ0)

]
= ρ V κ

∞
22 .

Полагая ζ0 → ∞ и раскрывая неопределенность, получаем известный результат
для шара:

λ∞22 =
1

2
ρ V.

В другом предельном случае ζ0 = 0, раскрывая неопределенность, получаем ожида-
емый результат для диска:

λ∞22 = 0.

В силу симметрии λ∞33 = λ∞22, κ∞
33 = κ∞

22 . Численные значения λ∞11 и λ∞22 приведе-
ны ниже в табл. 1–3.

2. Приближенный метод нахождения потенциала скоростей в жидко-
сти, ограниченной плоской стенкой. Рассмотрим движение сжатого эллипсоида
вращения в жидкости, ограниченной плоской стенкой. Будем предполагать, что ось
симметрии нашего тела параллельна стенке. Граничное условие на стенке сводит-
ся в идеальной жидкости к условию непротекания, т. е. ∂Φ∗/∂n = 0 в любой точке
плоскости. Нетрудно понять, что если поместить с другой стороны стенки зеркальное
«изображение» тела и заставить его двигаться симметричным образом, то в любой
точке стенки нормальные компоненты скорости, вызванные движением этих тел, бу-
дут равны и противоположны по направлению, а компоненты скорости, лежащие в
плоскости стенки, будут равны и сонаправлены. Следовательно, в идеальной жидко-
сти рассматриваемая задача эквивалентна частному случаю задачи о движении двух
симметричных тел в безграничной жидкости. Частный случай обусловлен требова-
нием симметричности движения тел относительно стенки.

Искомый потенциал скорости Φ∗ целесообразно представить в следующем виде:

Φ∗ = Φ + Φ̂,

где Φ — потенциал скорости, возникающий при движении 1-го тела в предположении,
что 2-е тело («изображение») покоится, а Φ̂ имеет аналогичный смысл.

Заметим, что такое представление Φ∗ имеет свои положительные и отрицатель-
ные стороны. С одной стороны, оно отражает полную равноправность обоих тел, с
другой стороны, потенциал Φ∗ оказывается выраженным в разных системах коорди-
нат. Действительно, потенциал Φ известен в координатах, связанных с 1-м телом, а
Φ̂ — в координатах, связанных со 2-м телом.

Потенциалы Φ и Φ̂ могут быть представлены (как и в безграничной жидкости)
в виде линейной формы относительно поступательных скоростей, т. е.

Φ = U1ϕ1 + U2ϕ2 + U3ϕ3,

Φ̂ = U1ϕ̂1 + U2ϕ̂2 + U3ϕ̂3.
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Потенциалы ϕi и ϕ̂i будем искать методом последовательных приближений. За
первое приближение целесообразно принять соответствующий потенциал в безгра-

ничной жидкости, т. е. ϕ
(1)
i = ϕi∞. Потенциал ϕi∞ удовлетворяет граничному усло-

вию на поверхности 1-го тела по определению, но не будет удовлетворять таковому
на поверхности 2-го тела. Для того чтобы удовлетворить граничному условию на 2-м
теле, необходимо выразить скорости на поверхности 2-го тела (в координатах, свя-
занных с 1-м телом) через координаты, связанные со 2-м телом. Хотя связь между
декартовыми координатами двух тел весьма проста, связь между криволинейными
координатами достаточно сложна. Именно это обстоятельство создает большие труд-
ности на пути получения точного решения задачи.

Рассмотрим поток жидкости, создаваемый движением 1-го тела вблизи поверх-
ности 2-го тела. Этот поток будет криволинейным и неравномерным. Однако, если
тела находятся на большом расстоянии друг от друга, то этими факторами можно
пренебречь и приближенно считать, что движение 1-го тела будет в окрестности 2-го
тела создавать поступательный поток со скоростью (−∆Ui) относительно осей ко-
ординат, связанных со 2-м телом. При этом под (−∆Ui) следует понимать скорость,
создаваемую движением 1-го тела в центре 2-го тела. Теперь можно приближенно
удовлетворить граничному условию на 2-м теле. Для этого достаточно наложить по-
ток +∆Uiϕ̂i∞, т. е. второе приближение будет равно

ϕi∞ + ∆Uiϕ̂i∞.

Теперь граничное условие на поверхности 2-го тела будет приближенно выполнено,
но будет нарушено граничное условие на поверхности 1-го тела. Наложенный поток
будет в окрестности 1-го тела создавать поступательный поток со скоростью (−∆U2

i )
и т.д.

Продолжая этот процесс, получаем

ϕi = ϕi∞ + ∆Uiϕ̂i∞ + ∆U2
i ϕi∞ + . . . . (2.1)

Аналогично,
ϕ̂i = ϕ̂i∞ + ∆Uiϕi∞ + ∆U2

i ϕ̂i∞ + . . . . (2.2)

Следовательно,

ϕi + ϕ̂i =
ϕi∞ + ϕ̂i∞
1 − ∆Ui

.

Удержание бесконечного числа членов в рядах (2.1) и (2.2) не повышает точности
решения, но позволяет записать его в компактном виде.

Теперь вычислим присоединенные массы при поступательных движениях по
формуле (1.4):

λii =
−ρ

1 − ∆Ui

∫∫
(ϕi∞ + ϕ̂i∞)

∂ϕi∞
∂n

dS.

Первое слагаемое дает

λ∗ii = ρV
κ∞

ii

1 − ∆Ui
.

Для нахождения 2-го слагаемого необходимо применить формулу Гаусса—
Остроградского, т. е. перейти к объемному интегралу и воспользоваться уже при-
нятыми предположениями

∂ϕ̂1∞
∂x

∣∣∣∣
Ô

= −∆U1,
∂ϕ̂2∞
∂y

∣∣∣∣
Ô

= −∆U2,
∂ϕ̂3∞
∂z

∣∣∣∣
Ô

= −∆U3.
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В результате получим

λ∗∗ii = ρV
∆Ui

1 − ∆Ui
.

Следовательно,

λii = ρV
κ∞

ii + ∆Ui

1 − ∆Ui
. (2.3)

Так как κ∞
ii уже вычислены, остается найти ∆Ui при различных расположениях

рассматриваемого тела относительно стенки.

3. Присоединенные массы сжатого эллипсоида вращения в жидкости,
ограниченной плоской стенкой. Пусть ось симметрии тела Ox параллельна стен-
ке, а ось Oz перпендикулярна ей. С «изображением» тела свяжем декартову систему
координат Ôx̂ŷẑ, симметричную системеOxyz. Эти системы координат будут связаны
соотношениями

x = x̂, y = ŷ, z + ẑ = 2h,

где h— расстояние от центра эллипсоида до стенки.
Декартовы координаты центра «изображения» Ô будут x = 0, y = 0, z = 2h. В

криволинейных координатах будем иметь ζ = η, µ = 0, θ = π/2. Величину η найдем
из выражения для большой оси эллипсоида

c
(
η2 + 1

)1/2
= 2h,

откуда

η2 =

(
2h

c

)2

− 1.

Вычислим скорость, создаваемую потенциалом ϕ1∞ (1.2) в центре «изображе-
ния» Ô:

−∆U1 =
∂ϕ1∞
Hµ∂µ

∣∣∣∣
0̂

=
c

Hµ

q01(ζ)

q̇01(ζ0)

∣∣∣∣
0̂

=
q01(η)

ηq̇01(ζ0)
. (3.1)

Нетрудно убедиться, что компоненты скорости по осям Oy и Oz обращаются в 0.
Теперь найдем скорость, создаваемую потенциалом ϕ2∞ (1.3) в точке Ô:

−∆U2 = −∂ϕ2∞
Hθ∂θ

∣∣∣∣
0̂

= − c

Hθ

ζ0√
ζ2
0 + 1

q11(ζ)

q̇11(ζ0)
(− sin θ)

∣∣∣∣∣
0̂

=
ζ0√

ζ2
0 + 1

√
η2 + 1

q11(η)

q̇11(ζ0)
.

(3.2)
Остальные компоненты скорости в точке Ô обращаются в 0.

Наконец, найдем скорость, создаваемую потенциалом ϕ3∞ в точке Ô:

−∆U3 =
∂ϕ3∞
Hζ∂ζ

∣∣∣∣
Ô

=
c

Hζ

ζ0√
ζ2
0 + 1

q̇11(ζ)

q̇11(ζ0)
sin θ

∣∣∣∣∣
Ô

=
ζ0
√
η2 + 1

η
√
ζ2
0 + 1

q̇11(η)

q̇11(ζ0)
. (3.3)

Заметим, что скорость точки Ô, создаваемая потенциалом ϕ3∞, будет положи-
тельной относительно оси Oz и, следовательно, отрицательной относительно оси Ôẑ.
Остальные компоненты скорости точки Ô будут равны 0.

Подставляя (3.1) в формулу (2.3), находим приближенное значение присоеди-
ненной массы сжатого эллипсоида вращения при его движении вдоль оси Ox при
наличии стенки (табл. 1).
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Таблица 1. Значения κ11 и κ∞

11

h/a Значения a/b
1 1,25 1,75 2,5 4 8

1,125 0,644 0,660 0,995 1,53 2,65 6,12
1,5 0,558 0,655 0,973 1,47 2,48 5,33
2 0,524 0,653 0,964 1,44 2,42 5,07
5 0,502 0,652 0,959 1,43 2,38 4,92
∞ 0,5 0,652 0,959 1,43 2,38 4,91

Таблица 2. Значения κ22 и κ∞

22

h/a Значения a/b
1 1,25 1,75 2,5 4 8

1,125 0,569 0,463 0,374 0,279 0,185 0,0972
1,5 0,528 0,446 0,357 0,267 0,178 0,0944
2 0,512 0,441 0,349 0,263 0,176 0,0933
5 0,501 0,434 0,344 0,259 0,174 0,0926
∞ 0,5 0,434 0,343 0,259 0,174 0,0925

Таблица 3. Значения κ33 и κ∞

33

h/a Значения a/b
1 1,25 1,75 2,5 4 8

1,125 0,569 0,496 0,416 0,302 0,197 0,103
1,5 0,528 0,459 0,372 0,276 0,183 0,0965
2 0,512 0,443 0,355 0,266 0,178 0,0941
5 0,501 0,435 0,344 0,260 0,174 0,0926
∞ 0,5 0,434 0,343 0,259 0,174 0,0925

Аналогично найдем значения присоединенной массы эллипсоида вращения при
его движении вдоль оси Oy при наличии стенки. Результаты расчетов даны в табл. 2.

Подставляя (3.3) в формулу (2.3), находим приближенное значение присоеди-
ненной массы сжатого эллипсоида вращения при его движении вдоль оси Oz при
наличии стенки. Результаты расчетов приведены в табл. 3.

Пусть теперь ось симметрии тела Ox будет перпендикулярна стенке. С «изоб-
ражением» тела свяжем декартову систему координат Ôx̂ŷẑ, симметричную системе
Oxyz. Эти системы координат будут связаны соотношениями

x+ x̂ = 2h, y = ŷ, z = ẑ.

Декартовы координаты центра «изображения» Ô будут x = 2h, y = 0, z = 0, а в
криволинейных координатах будем иметь ζ = η∗, µ = 1, θ = 0. Величину η∗ найдем
из выражения для малой оси эллипсоида:

cη∗ = 2h.

Вычислим скорость, создаваемую потенциалом ϕ1∞ в центре «изображения» Ô:

−∆U∗
1 =

∂ϕ1∞
Hζ∂ζ

=
c

Hζ

q̇01(ζ)

q̇01(ζ0)

∣∣∣∣
0̂

=
q̇01 (η∗)

q̇01(ζ0)
(3.4)

Отметим,что скорость точки Ô, создаваемая потенциалом ϕ1∞, будет положи-
тельной относительно оси Ox и, следовательно, отрицательной относительно оси Ôx̂.
Остальные компоненты скорости точки Ô будут равны 0.
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Теперь найдем скорость, создаваемую потенциалом ϕ2∞ в точке Ô

−∆U∗
2 = − ∂ϕ2∞

Hµ∂µ
= − ζ0√

ζ2
0 + 1

√
η∗2 + 1

q11 (η∗)

q̇11(ζ0)
. (3.5)

Подставляя (3.4) в формулу (2.3), находим приближенное значение присоеди-
ненной массы сжатого эллипсоида вращения при его движении вдоль оси Ox при
наличии стенки (табл. 4).

Таблица 4. Значения κ∗

11 и κ∞

11

h/b Значения a/b
1 1,25 1,75 2,5 4 8

1,125 0,644 0,906 1,55 2,87 6,80 25,9
1,5 0,558 0,756 1,21 2,09 4,60 16,6
2 0,524 0,695 1,07 1,74 3,50 11,6
5 0,502 0,656 0,965 1,45 2,48 5,87
∞ 0,5 0,652 0,959 1,43 2,38 4,91

Наконец, подставляя (3.5) в (2.3), находим значения присоединенной массы рас-
сматриваемого тела при его движении вдоль оси Oy при наличии стенки (табл. 5).

Таблица 5. Значения κ∗

22
и κ∞

22

h/b Значения a/b
1 1,25 1,75 2,5 4 8

1,125 0,569 0,484 0,459 0,394 0,303 0,178
1,5 0,528 0,456 0,413 0,333 0,261 0,164
2 0,512 0,443 0,369 0,297 0,228 0,149
5 0,501 0,435 0,345 0,262 0,180 0,0950
∞ 0,5 0,434 0,343 0,259 0,174 0,0925

О точности полученных значений можно судить только косвенно. Так как из-
вестно точное решение для шара в виде ряда по степеням a/h, сравнение его с при-
ближенным решением показало совпадение первых трех членов ряда, два из которых
учитывают наличие стенки [9].
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ADDED MASSES OF AN OBLATE SPHEROID NEAR A PLANE WALL

Valentin S. Sabaneev
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In the first part of the paper, the motion of an oblate spheroid in unlimited liquid is considered. Velocity
potentials and added masses are calculated in the cases the motion is along and across to the body
symmetry axis.

In the second part the approximate method of the velocity potential calculating in the case the
motion near a plane wall is presented. It is shown that the motion near a plane wall is equivalent to the
symmetric motion of two identical spheroids in an unlimited fluid with the symmetry plane coinciding
with the plane wall. Approximate formulae including the unknown velocity of the second body center (the
“image” center) are given for the velocity potentials and added masses.

Calculating the “image” center velocity in cases of parallel and orthogonal direction of the symmetry
axis to the plane wall has been done. The results are compared with the exact solutions for the sphere
and presented in tables. Refs 12. Tables 5.

Keywords: ideal fluid, added masses, oblate spheroid, plane wall.
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