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1. Введение. Неравенства для вероятностей объединений событий играют важ-
ную роль в различных разделах теории вероятностей и ее приложений. В работе
автора [1] были получены некоторые новые оценки таких вероятностей снизу. В на-
стоящей работе мы получим ряд новых оценок вероятностей объединений событий
сверху. При этом мы будем использовать метод, основанный на следующем резуль-
тате из [1].

Теорема 1. Пусть A1, A2, . . . , AN — события, N > 2. Обозначим

U =

N⋃

i=1

Ai.

Пусть l— натуральное число, l 6 N . Пусть {fki, 1 6 k 6 l, 1 6 i 6 N}— набор
неотрицательных вещественных чисел. Для 1 6 k 6 l положим

sk =

N∑

i=1

fkipi,

где pi — вероятность того, что произошло ровно i событий из A1, A2, . . . , AN , 0 6

i 6 N .
Предположим, что вещественные числа c1, c2, . . . , cN и a1, a2, . . . , al удовлетво-

ряют соотношению
N∑

i=1

(1 − ci)pi =
l∑

i=1

aisi.

Если ci > 0 для всех 1 6 i 6 N , то

P(U) >

l∑

i=1

aisi.

Если ci 6 0 для всех 1 6 i 6 N , то

P(U) 6

l∑

i=1

aisi.
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Кроме того, P(U) =
l∑

i=1

aisi, если для некоторых 1 6 i1 < i2 < · · · < il 6 N

вероятности pi1 , pi2 , . . . , pil
являются решениями системы линейных уравнений

l∑

j=1

fkij
pij

= sk, 1 6 k 6 l, (1)

pi = 0 для всех i 6= ik и cik
= 0 для всех 1 6 k 6 l.

Пусть fk(x), 1 6 k 6 l, — неотрицательные вещественные функции такие, что
fk(0) = 0 для всех k. Тогда, положив fki = fk(i), мы получим, что sk = Efk(ϕ),

где ϕ =
N∑

i=1

I{Ai}, I{·}— индикатор события в скобках. Таким образом, sk является

некоторым моментом случайной величины ϕ.
Получению неравенств для вероятностей объединений событий, а также вероят-

ностей осуществления по крайней мере M из N событий и аналогичных вероятностей,
посвящено значительное число работ. Наиболее известные оценки P(U) основаны на
биномиальных моментах ϕ или ее моментах целых порядков. Некоторые из них, назы-
ваемые также неравенствами Бонферрони, можно найти в книге Феллера [2]. Другие
неравенства подобного сорта получены в работах Чжуна и Эрдёша [3], Галло [4], До-
усона и Санкова [5], Куниаса [6], Кверела [7, 8], Галамбоша [9], Мори и Секкея [10],
Бороша и Прекопы [11], Галамбоша и Симонелли [12], Прекопы [13], Фролова [1] и др.
Различные методы построения таких оценок можно найти, например, в книге Галам-
боша и Симонелли [12]. Теорема 1 позволяет строить оценки, основанные на более
общих моментах, ранее не рассматривавшихся.

В работе [1] теорема 1 была использована для построения оценок вероятности
P(U) снизу. В частности, там был получен следующий результат.

Теорема 2. Пусть l = 2, 0 < a < b, f1i = ia, f1i = ib для всех i. Положим δ =
(s2/s1)

1/(b−a), θ = δ− [δ] и θ̄ = (δb−a − (δ− θ)b−a)/((δ + 1− θ)b−a − (δ − θ)b−a) ∈ [0, 1),
где 0/0 = 0. Тогда

P(U) >
θ̄s

b/(b−a)
1(

s
1/(b−a)
2 + (1 − θ̄)s

1/(b−a)
1

)a +
(1 − θ̄)s

b/(b−a)
1(

s
1/(b−a)
2 − θ̄s

1/(b−a)
1

)a . (2)

Если a = 1 и b = 2, то

s1 = Eϕ =

N∑

i=1

P(Ai), s2 = Eϕ2 =

N∑

i=1

P(Ai) + 2
∑

16i<j6N

P(AiAj),

θ̄ = θ, а (2) превращается в неравенство из работы Доусона и Санкова [5], усиливаю-
щее следующее известное неравенство Чжуна—Эрдёша из [3]:

P(U) >
s21
s2
.

Отметим, что неравенство Чжуна—Эрдёша лежит в основе одного из самых ши-
роко используемых обобщений второй части леммы Бореля—Кантелли, полученного
Эрдёшем и Реньи [14].
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При l = 3 теорема 1 дает обобщение неравенства Кверела [7], а при l > 4 ее
можно использовать для обобщения неравенств из работ Бороша и Прекопы [11],
Галамбоша и Симонелли [12], Прекопы [13] и др. Дальшейшие обобщения некоторых
следствий теоремы 1 содержат неравенство Куниаса [6], также усиливающее неравен-
ство Чжуна—Эрдёша. Численные примеры показывают оптимальность полученных
оценок.

Доказанные неравенства были использованы в [1] для получения новых обобще-
ний второй части леммы Бореля—Кантелли. Эти обобщения содержат в себе резуль-
таты Эрдёша и Реньи [14], Кочина и Стоуна [15], Спицера [16], Куниаса [6], Мори и
Секея [17], Мартикайнена и Петрова [18], Петрова [19], Фенга, Ли и Шена [20] и др.

В настоящей работе мы применим метод из [1] для получения оценок сверху, а
затем получим некоторые обобщения первой части леммы Бореля—Кантелли.

Опишем теперь метод построения оценок P(U), основанный на теореме 1. Сна-
чала мы выбираем число l и набор {fki}. Последний определяет те численные харак-
теристики ϕ, которые будут представлены в нашей оценке. Следующий шаг — выбор
ci. Наиболее простой способ — положить

ci = 1 −
l∑

j=1

ajfji.

При этом мы подберем коэффициенты aj так, чтобы cik
= 0. Так как мы строим оцен-

ку P(U) сверху, нам следует убедиться, что ci 6 0. (Если требуется построить оценку
снизу, то нужно, чтобы ci > 0.) Применяя теорему 1, мы получим нужное неравен-
ство для P(U). Так как индексы ik можно выбирать, вообще говоря, различными
способами, мы можем также провести некоторую оптимизацию нашей оценки.

Отметим, что можно сначала выписать ci. Если, например, fki = ik, то положим

ci =

l∏

k=1

(
1 − i

ik

)
,

1 6 i 6 N , а ik выберем так, чтобы ci 6 0. В этом случае коэффициенты aj можно
найти как коэффициенты в разложении ci по степеням i. Недостаток такого подхода
проявится, если мы применим его, например, в случае fki = iγk , γk > 0. Положим

ci =

l∏

k=1

(
1 −

(
i

ik

)γk
)
.

В этом случае мы даже не можем заранее сказать, какое количество и какие имен-
но моменты случайной величины ϕ будут представлены в нашей оценке. Это будет
зависеть от чисел γk. Мы предпочитаем сначала зафиксировать моменты ϕ, а потом
строить оценку, в которую входят только они. Поэтому мы используем первый под-
ход. При этом мы используем также второй подход в простейшем случае fki = ik для
нахождения тех индексов ik, для которых cik

= 0.

2. Неравенства для вероятностей объединений событий. Пусть
(Ω,F ,P) — вероятностное пространство, A1, A2, . . . , AN — события,N > 2. Обозначим

U =

N⋃

i=1

Ai, ϕ =

N∑

i=1

I{Ai},
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где I{·}— индикатор события, заключенного в скобках. Обозначим pi = P(ϕ = i),
i = 0, 1, . . . , N . Ясно, что событие {ϕ = i} происходит тогда и только тогда, когда
происходит ровно i событий из A1, A2, . . . , AN .

Пусть l— натуральное число, l 6 N . Пусть {fki, 1 6 k 6 l, 1 6 i 6 N}— набор
неотрицательных вещественных чисел. Для 1 6 k 6 l положим

sk =

N∑

i=1

fkipi.

Предположим, что fk(x), 1 6 k 6 l, — неотрицательные вещественные функции
такие, что fk(0) = 0 для всех k. Выбирая fki = fk(i), мы приходим к равенству
sk = Efk(ϕ).

В этом параграфе, используя описанный выше метод, мы построим оценки сверху
для вероятности P(U), основанные на моментах s1, s2, . . . , sl случайной величины ϕ.

Несмотря на то, что далее мы используем только степенные функции fk(x), наш
метод работает и в общей ситуации. Отметим также, что полученные результаты
можно обобщить на случай произвольных измеримых пространств с конечной мерой.

Начнем с простейшего случая l = 2. Пусть 0 < a < b, f1i = ia, f2i = ib. Положим
ci = 1 − a1i

a − a2i
b. Если бы a = 1 и b = 2, то мы взяли бы ci = (1 − i/i1)(1 − i/i2).

Ясно, что в последнем случае ci 6 0 для всех i только тогда, когда i1 = 1, i2 = N .
Поэтому мы ищем a1 и a2 из условия c1 = cN = 0. Таким образом, a1 и a2 являются
решениями системы линейных уравнений

1 − a1 − a2 = 0,

1 −Naa1 −N ba2 = 0.

Мы имеем

a1 =
N b − 1

N b −Na
, a2 = − Na − 1

N b −Na
.

Проверим, что ci 6 0 для всех i. Рассмотрим функцию f(x) = 1 − a1x
a − a2x

b при
x > 1. Так как f(1) = f(N) = 0, f(+∞) = +∞, а f ′(x) = −xa−1(aa1 + ba2x

b−a) может
обращаться в ноль только в одной точке, f(x) 6 0 при x ∈ [1, N ] и ci 6 0 для всех i.

По теореме 1 P(U) 6 a1s1 + a2s2, и мы приходим к следующему результату.

Теорема 3. Пусть l = 2, 0 < a < b, f1i = ia, f2i = ib для всех i. Тогда

P(U) 6
N b − 1

N b −Na
s1 −

Na − 1

N b −Na
s2. (3)

Напомним, что s1 = Eϕa и s1 = Eϕb в (3). При a = 1 и b = 2 моменты s1 и
s2 можно легко выписать в терминах сумм вероятностей P(Ai) и P(AiAj). Сделав
соответствующие выкладки, из теоремы 3 мы получим следующий результат.

Следствие 1. Выполняется неравенство

P(U) 6

N∑

i=1

P(Ai) −
1

N

∑

16i<j6N

P(AiAj). (4)
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Точные оценки P(U), подобные неравенству (4), получены Кверелом [8].
Перейдем к случаю l = 3. Пусть a > 0, ̺ > 0, f1i = ia, f2i = ia+̺, f3i = ia+2̺.

Положим ci = 1 − a1i
a − a2i

a+̺ − a3i
a+2̺.

Если бы a = 1 и ̺ = 1, то мы взяли бы ci = (1−i/i1)(1−i/i2)(1−i/i3). В последнем
случае ci 6 0 для всех i, если i1 = 1, i2 = m − 1, i3 = m, где m— натуральное число
такое, что 3 6 m 6 N . Число m мы в дальнейшем рассматриваем как параметр, по
которому можно провести оптимизацию нашей оценки.

Поэтому мы ищем a1 = a1(m), a2 = a2(m) и a3 = a3(m) из условия c1 = cm−1 =
cm = 0. Следовательно a1, a2 и a3 — решения системы линейных уравнений

1 − a1 − a2 − a3 = 0,

1 − (m− 1)aa1 − (m− 1)a+̺a2 − (m− 1)a+2̺a3 = 0,

1 − maa1 − ma+̺a2 − ma+2̺a3 = 0.

Отсюда следует, что

a1 =
(ma+2̺ − 1)((m− 1)a+̺ − 1) − (ma+̺ − 1)((m− 1)a+2̺ − 1)

∆m
, (5)

a2 = − (ma+2̺ − 1)((m− 1)a − 1) − (ma − 1)((m− 1)a+2̺ − 1)

∆m
, (6)

a3 =
(ma+̺ − 1)((m− 1)a − 1) − (ma − 1)((m− 1)a+̺ − 1)

∆m
, (7)

где ∆m = ma(m− 1)a(m̺ − 1)((m− 1)̺ − 1)(m̺ − (m− 1)̺).
Проверим, что ci 6 0 для всех i. Рассмотрим функцию f(x) = 1−a1x

a−a2x
a+̺−

a3x
a+2̺, x > 1. Так как f(1) = f(m − 1) = f(m) = 0, f(+∞) = −∞, а f ′(x) =

−xa−1(aa1 + (a + ̺)a2x
̺ + (a + 2̺)a3x

2̺) может обращаться в ноль только в двух
точках, f(x) 6 0 при x ∈ [1,m − 1] ∪ [m,N ] и f(x) > 0 при x ∈ [m − 1,m]. Поэтому
ci 6 0 для всех i.

По теореме 1 мы получим неравенство

P(U) 6 a1s1 + a2s2 + a3s3 = s1 + (a2 + a3)(s2 − s1) + a3(s3 − s2). (8)

В последнем равенстве мы воспользовались тем, что a1 + a2 + a3 = 1.
Напомним, что ai = ai(m), и последнее неравенство справедливо для всех m

таких, что 3 6 m 6 N . Для того чтобы провести оптимизацию этого неравенства по
m, выпишем систему линейных уравнений (1). Мы имеем

p1 + (m− 1)apm−1 + mapm = s1,

p1 + (m− 1)a+̺pm−1 + ma+̺pm = s2,

p1 + (m− 1)a+2̺pm−1 +ma+2̺pm = s3.

Решив эту систему уравнений, мы получим

p1 =
ma+2̺(m− 1)a+̺ −ma+̺(m− 1)a+2̺

∆m
s1 −

ma+2̺(m− 1)a −ma(m− 1)a+2̺

∆m
s2 +

+
ma+̺(m− 1)a −ma(m− 1)a+̺

∆m
s3,
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pm−1 = −m
a+2̺ −ma+̺

∆m
s1 +

ma+2̺ −ma

∆m
s2 −

ma+̺ −ma

∆m
s3,

pm =
(m−1)a+2̺−(m−1)a+̺

∆m
s1−

(m−1)a+2̺−(m−1)a

∆m
s2+

(m−1)a+̺−(m−1)a

∆m
s3.

Так как pm−1 > 0 и pm > 0, мы приходим к неравенствам

−s1(m2̺ −m̺) + s2(m
2̺ − 1) − s3(m

̺ − 1) > 0,

s1((m− 1)2̺ − (m− 1)̺) − s2((m− 1)2̺ − 1) + s3((m− 1)̺ − 1) > 0,

которые запишем в виде

(s2 − s1)(m
2̺ − 1) − (s3 − s1)(m

̺ − 1) > 0,

(s2 − s1)((m − 1)2̺ − 1) + (s3 − s1)((m− 1)̺ − 1) > 0.

Отсюда следует, что

(m− 1)̺
6
s3 − s2
s2 − s1

6 mρ.

Так как

s3 − s2 =
N∑

i=2

ia+̺(i̺ − 1)pi > 2̺
N∑

i=2

ia(i̺ − 1)pi = 2̺(s2 − s1),

при s2 − s1 > 0 выполняется неравенство

δ =

(
s3 − s2
s2 − s1

)1/̺

> 2,

и мы можем положить m = min{[δ] + 1, N}, где [·] обозначает целую часть числа в
скобках.

Заметим, что, определив m, мы фактически построили сосредоточенное в точках
0, 1, m−1, m распределение ϕ, для которого неравенство (8) обращается в равенство.
Отметим также, что другой формой записи (8) является неравенство

P(U) 6 p1 + pm−1 + pm.

Подчеркнем, что существует много различных наборов событий A1, A2, . . . , AN , ко-
торым соответствуют одинаковые s1, s2, s3. При этом лишь для некоторых из этих
наборов событий p1, pm−1 и pm удовлетворяют системе (1), а остальные pi, кроме p0,
равны нулю. Для них мы будем иметь в (8) равенство, а для остальных — строгое
неравенство.

Таким образом, мы доказали следующий результат.

Теорема 4. Пусть l = 3, a > 0, ̺ > 0, f1i = ia, f2i = ia+̺, f3i = ia+2̺ для всех
i. Пусть s2 − s1 > 0. Положим δ = ((s3 − s2)/(s2 − s1))

1/̺, m = min{[δ] + 1, N}.
Определим a2 и a3 по формулам (6) и (7) соответственно.

Тогда

P(U) 6 s1 + (a2 + a3)(s2 − s1) + a3(s3 − s2). (9)
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Неравенство (9) справедливо и при s2 − s1 = 0. Действительно, в последнем
случае pi = 0 для всех i > 2. Поэтому s3 − s2 = 0, события A1, A2, . . . , AN попарно
несовместны, а P(U) = p1 = s1.

При a = ̺ = 1 формулы в теореме 4 упрощаются. Мы имеем a2 = −2/(m − 1),
a3 = 1/(m(m− 1)),

P(U) 6 s1 −
2m(s2 − s1) − (s3 − s1)

m(m− 1)
.

Отсюда мы приходим к следующему результату, доказанному Кверелом [7] (см. также
работы Бороша и Прекопы [11] и Прекопы [13]).

Следствие 2. Пусть выполнены условия теоремы 4 и a = ̺ = 1. Положим θ =
δ − [δ]. Тогда выполняется неравенство

P(U) 6 s1 −
(s3 − s1 − 2θ(s2 − s1))(s2 − s1)

2

(s3 − s1 − θ(s2 − s1))(s3 − s2 − θ(s2 − s1))
. (10)

Следующий пример показывает, что неравенство (10) точное.

Пример 1. Пусть Ω = {1, 2, 3, . . . , 12}, F — сигма-агебра всех подмножеств Ω,
P({i}) = 1/12 для всех i = 1, 2, . . . , 12. Пусть A1 = {1, 2, 3, 4}, A2 = {1, 2, 3, 5}, A3 =
{1, 2, 3}, A4 = {1}.

В этом случае p0 = 7/12, p1 = 2/12, p2 = 0, p3 = 2/12, p4 = 1/12. Поэтому s1 = 1,
s2 = 3, s3 = 10. Следовательно, δ = 3.5, θ = 0.5, m = 4. В силу неравенства (10) мы
имеем P(U) 6 5/12. Нетрудно проверить, что P(U) = 5/12. Отметим, что в данном
случае p1, p3 и p4 являются решениями системы линейных уравнений (1), а p2 = 0.
Поэтому в этом примере оценка точна.

Правая часть неравенства (10) убывает по θ и θ ∈ [0, 1). Положив θ = 0, мы
заключаем, что из следствия 2 вытекает следующий результат.

Следствие 3. Пусть выполнены условия теоремы 4 и a = ̺ = 1. Тогда выполняется
неравенство

P(U) 6 s1 −
(s2 − s1)

2

s3 − s2
. (11)

Неравенство (11) более простое, но менее точное, чем (10). В приведенном выше
примере 1 оно приведет нас к оценке P(U) 6 3/7.

Следующий пример показывает, что оценки могут ухудшаться за счет повторе-
ния одних и тех же событий в рассматриваемом наборе. При этом неравенство (10)
перестает быть точным, а неравенство (9) дает лучшую оценку, чем неравенство (10).

Пример 2. Пусть (Ω,F ,P) — вероятностное пространство из примера 1. Возьмем
A1 = A2 = {1, 2, 3, 4}, A3 = A4 = {1, 2, 3, 5}, A5 = A6 = {1, 2, 3}, A7 = A8 = {1}. Так
как новый набор событий получен повторением событий из примера 1, событие U в
обоих примерах совпадает.

Пусть a = ̺ = 1. Мы имеем s1 = 2, s2 = 12, s3 = 80, δ = 6.8, θ = 0.8, m = 7.
Неравенство (10) дает P(U) 6 11/21 ≈ 0.5238. При этом P(U) = 5/12 ≈ 0.4167.

Пусть теперь a = 1, ̺ = 1/2. В этом случае s1 = 2, s2 ≈ 4.8065, s3 = 12,
δ = 6.5698, θ = 0.5698, m = 7, a2 ≈ −1.5253, a3 ≈ 0.2756. Правая часть неравенства
(9) приближенно равна 0.4752.
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Таким образом, оценка в неравенстве (9) улучшилась при использовании момен-
тов порядков 1, 3/2 и 2 вместо 1, 2 и 3 соответственно.

Этот пример наводит нас на мысль о том, что уменьшение порядков используе-
мых моментов дает лучшие оценки. Приведем еще одно следствие теоремы 4 в этом
направлении.

Пусть теперь a = ̺. В этом случае формулы (5)–(7) превращаются в

a1 = 1 +
1

m̺
+

1

(m− 1)̺
, a2 = − 1

m̺
− 1

(m− 1)̺
− 1

m̺(m− 1)̺
, a3 =

1

m̺(m− 1)̺
,

и мы приходим к следующему результату.

Следствие 4. Пусть выполнены условия теоремы 4 и a = ̺. Тогда выполняется
неравенство

P(U) 6 s1 −
(m̺ + (m− 1)̺)(s2 − s1)

m̺(m− 1)̺
+

s3 − s2
m̺(m− 1)̺

. (12)

Заметим, что s1 = s1(̺), s2 = s2(̺), s3 = s3(̺) в неравенстве (12). Легко видеть,
что sk = sk(̺) → P(U) при ̺ → 0 для всех k. Числа m также зависят от ̺ в (12),
но 3 6 m 6 N . По принципу двух милиционеров m̺ → 1 и (m − 1)̺ → 1 при ̺ → 0.
Следовательно, a1 = a1(̺) → 3, a2 = a2(̺) → −3 и a3 = a3(̺) → 1 при ̺→ 0. Отсюда
вытекает следующий результат.

Следствие 5. Пусть выполнены условия следствия 4. Для всех ̺ > 0 определим
sk = sk(̺) и m = m(̺) так же, как в условии следствия 4. Тогда

P(U) = lim
̺ց0

(
s1 −

(m̺ + (m− 1)̺)(s2 − s1)

m̺(m− 1)̺
+

s3 − s2
m̺(m− 1)̺

)
. (13)

Закончим этот параграф замечанием о применении нашего метода оценивания
вероятности P(U) при l > 4. В этом случае вычисления, конечно, усложняются. От-
метим лишь, что выбор ik проще всего осуществлять по аналогии со случаем l = 3.
То есть, брать два из ik, равными m и m− 1, а оставшиеся выбирать по краям. На-
пример, при l = 4 положить i1 = 1, i2 = m−1, i3 = m, i4 = N . При l = 5 можно взять
i1 = 1, i2 = 2, i3 = m − 1, i5 = m, i5 = N . При l = 6 можно выбрать i1 = 1, i2 = 2,
i3 = m− 1, i5 = m, i4 = N − 1, i5 = N . И так далее.

3. Лемма Бореля—Кантелли. В этом параграфе мы получим некоторые обоб-
щения первой части леммы Бореля—Кантелли. Начнем с формулировки.

Лемма 1. (Первая часть леммы Бореля—Кантелли.) Пусть {An}— последователь-
ность событий такая, что ряд

∑
n

P(An) сходится. Тогда P(An б.ч. ) = 0.

Этот результат играет важную роль при доказательстве различных сильных пре-
дельных теорем теории вероятностей, в частности, при доказательствах усиленного
закона больших чисел и закона повторного логарифма. При этом в некоторых слу-
чаях оказывается желательным расширить область применимости этого результата
на случай последовательностей событий {An} таких, что ряд

∑
n

P(An) расходится.

Некоторые результаты в этом направлении получены Барндорф-Нильсеном [21] и Ба-
лакришнаном и Степановым [22]. В частности, в первой работе было доказано, что
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если P(An) → 0 при n → ∞ и ряд
∑
n

P(AnAn+1) сходится, то P(An б.ч. ) = 0. В

других работах также предполагается, что P(An) → 0 при n → ∞ и некоторый ряд,
аналогичный последнему ряду, сходится.

В предыдущем параграфе мы получили новые результаты, позволяющие оцени-
вать вероятности объединений событий сверху. Так как

P(An б.ч. ) = P

(
∞⋂

n=1

∞⋃

k=n

Ak

)
= lim

n→∞
lim

m→∞
P

(
m⋃

k=n

Ak

)
,

всякая такая оценка приводит к обобщению первой части леммы Бореля—Кантелли.
Мы приведем пример подобного результата, вытекающего из теоремы 4 и ее след-
ствий.

Пусть {An}— последовательность событий, a > 0, ̺ > 0. Для всех натуральных
m и n таких, что m > n > 1, обозначим

ϕnm =
m∑

k=n

I{Ak}, s1nm = Eϕa
nm, s2nm = Eϕa+̺

nm , s3nm = Eϕa+̺
nm .

Обозначим через Ri
nm, i = 1, 2, 3, 4, 5, выражения, которые получаются в правых ча-

стях соотношений (9)–(13) при оценивании вероятности P

(
m⋃

k=n

Ak

)
соответственно.

Используя теорему 4 и ее следствия, мы получаем такой результат.

Теорема 5. Если {An}— последовательность событий, то

P(An б.ч. ) 6 min
16i65

(
lim inf
n→∞

lim inf
m→∞

Ri
nm

)
.

Приведем пример, показывающий, что теорема 5 применима в случае, когда
неприменимы лемма Бореля—Кантелли и все упомянутые выше ее обобщения.

Пусть последовательность событий {An} образована бесконечным последова-
тельным повторением событий A1, A2, A3 и A4 из примера 1. В этом случае ряд∑
n

P(An) расходится и P(An) 9 0 при n → ∞. Следовательно, в данном случае

лемма Бореля—Кантелли и упомянутые выше ее обобщения применить нельзя. Ве-
роятность P(An б.ч. ) совпадает с вероятностью объединения событий A1, A2, A3 и
A4. По следствию 5 в теореме 5 мы имеем равенство вместо неравенства.
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