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Рассматриваются решения плоской теории упругости в терминах двух регулярных функ-
ций Φ (z) и Ψ (z) комплексного переменного z— две формулы Колосова. Показано, что пра-
вая часть первой из этих формул является интегралом уравнения неразрывности, а правая
часть второй — интегралом двух уравнений равновесия. Приведено решение задачи о плоскости,
ослабленной неограниченным числом прямолинейных разрезов. Показано, что аналитическое
решение подобной задачи существует, если выполняются следующие условия: 1) область с раз-
резами является бесконечной плоскостью; 2) главный вектор внешних усилий, приложенных к
совокупности всех разрезов, равен нулю; 3) напряженно-деформированное состояние плоскости
симметрично относительно оси ox. Отмечено, что решения в терминах функций Φ (z) и Ψ (z) —
однозначных в многосвязной области — более предпочтительны по сравнению с аналогичными
решениями на основе многозначных функций ϕ (z) и ψ (z). Библиогр. 12 назв. Ил. 2.
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матическая теория трещин.

1. Введение. Решения многих задач плоской теории упругости получены на ос-
нове формул Г. В. Колосова, связывающих компоненты тензора напряжений с двумя
регулярными функциями Φ (z) и Ψ (z) комплексного переменного z = x+ iy.

В настоящей работе дано физическое и математическое истолкование этих фор-
мул. Помимо их классического представления указаны ещё два варианта соотношений
Г. В. Колосова. Частным случаем одного из них являются, так называемые, зависи-
мости Вестергарда.

Найдено точное аналитическое решение периодической задачи о плоскости, со-
держащей на оси абсцисс неограниченной число прямолинейных разрезов. Предпола-
гается, что на бесконечности напряжения в плоскости отсутствуют, а противополож-
ные берега разрезов загружены самоуравновешенными сосредоточенными силами.
Выяснены условия, позволяющие свести первую основную краевую задачу теории
трещин к задаче Гильберта—Привалова для функции Φ (z).

2. Три пары формул Г. В. Колосова, соответствующих введению ком-
плексного переменного. Рассмотрим в плоскости xy сечение S упругого тела, нахо-
дящегося в условиях плоской деформации или обобщённого плоского напряженного
состояния [1]. Предположим, что на его контуре γ заданы внешние самоуравновешен-
ные усилия Pm (m = 1, 2, . . . , k) — рис. 1.

Полагая объёмные силы отсутствующими, запишем для области S дифференци-
альные уравнения равновесия

∂σxx

∂x
+
∂σxy

∂y
= 0,

∂σxy

∂x
+
∂σyy

∂y
= 0 (2.1)

и условие неразрывности

∆ (σxx + σyy) = 0, (2.2)
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Рис. 1. Область S, загруженная внешними усилиями.

где σxx, σyy и σxy — компоненты тензора напряжений; ∆(. . .) — двумерный оператор
Лапласа [2].

Математическое упрощение системы (2.1), (2.2) обычно достигается введением
функции напряжений F (x, y):

σxx =
∂2F

∂y2
, σyy =

∂2F

∂x2
, σxy = − ∂2F

∂x∂y
,

посредством которой зависимости (2.1) обращаются в тождества 0 ≡ 0, а равенство
(2.2) преобразуется к виду

∆∆F (x, y) = 0.

Таким образом, исходная задача сводится к интегрированию бигармонического урав-
нения, удовлетворяющего двум граничным условиям на контуре γ.

В терминах вещественных переменных x и y точное аналитическое решение этого
уравнения (для произвольной конфигурации области S) удается получить лишь в
отдельных случаях [3, 4]. Учитывая это обстоятельство, перейдем в (2.1) и (2.2) к
комплексным переменным z = x+ iy и z̄ = x− iy. Имеем

∂

∂x
=

∂

∂z
+

∂

∂z̄
,

∂

∂y
= i

∂

∂z
− i

∂

∂z̄
,

∂

∂z̄
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
,

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
, (2.3)

∆ = 4
∂2

∂z∂z̄
.

Пусть f (z) = u (x, y) + i v (x, y) — произвольная регулярная функция. Тогда в силу
условий Коши—Римана

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

и выражений (2.3) будем иметь

df (z)

dz
= 0 ,

df (z)

dz̄
= 0 . (2.4)
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На основании (2.3) представим (2.1) и (2.2) следующим образом:

∂ (σxx + iσxy)

∂z
+
∂ (σxx − iσxy)

∂z̄
= 0,

∂ (−σyy + iσxy)

∂z
+
∂ (σyy + iσxy)

∂z̄
= 0, (2.5)

∂2 (σxx + σyy)

∂z∂z̄
= 0. (2.6)

Вещественная часть любой функции Φ(z), регулярной в S, является гармонической
функцией. Поэтому уравнение (2.6) будет выполнено, если положить

σxx + σyy ≡ Φ (z) + Φ (z), (2.7)

где Φ(z) — некоторая регулярная в S функция.
Вычитая и складывая равенства (2.5), получаем два комплексных уравнения:

∂ (σxx + σyy)

∂z
− ∂ (σyy − σxx + 2iσxy)

∂z̄
= 0,

∂ (σxx + σyy)

∂z̄
− ∂ (σyy − σxx − 2iσxy)

∂z
= 0,

(2.8)
причем любое из них эквивалентно двум вещественным условиям равновесия (2.1).

Принимая во внимание результат (2.7), находим из первого уравнения, с учетом
(2.4),

∂ (σyy − σxx + 2iσxy)

∂z̄
= 2Φ′ (z) .

Отсюда и из выражений (2.3) и (2.4) следует, что

σyy − σxx + 2iσxy = 2[z̄Φ′ (z) + Ψ (z)], (2.9)

где Ψ (z) — произвольная функция, регулярная в S.
Таким образом, решение системы дифференциальных уравнений (2.1), (2.2), по-

строенное Г. В. Колосовым, таково [5]:

σxx + σyy = 2
[
Φ (z) + Φ (z)

]
,

σyy − σxx + 2iσxy = 2 [z̄Φ′ (z) + Ψ (z)] .
(2.10)

В этих формулах числовой сомножитель 2 связан с тем, что сумма (σxx + σyy)/2
является средним нормальным напряжением, а модуль комплексной величины
(σyy − σxx + 2iσxy)/2 представляет собой максимальное касательное напряжение.

Г. В. Колосов, наряду с (2.10), получил и две другие пары формул [5]:∗

σxx + σyy = 2
[
Φ (z) + Φ (z)

]
,

σyy − σxx + 2iσxy = 2 [2xΦ′ (z) + Ψ1 (z)]
(2.11)

и

σxx + σyy = 2
[
Φ (z) + Φ (z)

]
,

σyy − σxx + 2iσxy = 2 [−2iyΦ′ (z) + Ψ2 (z)] .
(2.12)

∗К сожалению, данные формулы, выведенные Г. В. Колосовым иным, более сложным, путем ока-
зались незаслуженно забытыми. Впоследствии Н. Н. Поляхов [7] вновь указал на их существование.
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Здесь Ψ1 (z) и Ψ2 (z) — некоторые регулярные в S функции [6]. Сопоставляя (2.10),
(2.11) и (2.12) видим, что

Ψ1 (z) = Ψ (z) − zΦ′ (z) , Ψ2 (z) = Ψ (z) + z Φ′ (z) . (2.13)

Заметим, вторые уравнения в (2.11) и (2.12) являются следствием того, что

d

dz̄
z̄ =

d

dz̄
2x =

d

dz̄
(−2iy) ≡ 1.

Переходя к определению перемещений, отметим прежде всего формулу

u+ iv =
1 + µ

E

[
k

∫
Φ (z)dz − zΦ (z) −

∫
Ψ (z) dz

]
, (2.14)

выведенную Г. В. Колосовым одновременно с зависимостями (2.10). Здесь и ниже E —
модуль Юнга; в случае плоской деформации k = 3 − 4µ и для обобщенного плоского
напряженного состояния k = (3 − µ)/(1 + µ); µ— коэффициент Пуассона.

Задание внешних усилий на границе области S позволяет определить функцию
Ψ (z) однозначно, а Φ (z) — с точностью до произвольного слагаемого iα (где α— веще-
ственная постоянная). Поэтому, выполнив интегрирование в (2.14), получим значения
вектора u+ iv, которые будут содержать слагаемые

i
(1 + µ)

E
(k + 1)αz +

(1 + µ)

E
kβ − 1 + µ

E
δ̄,

определяющие смещение области S как твердого целого. Здесь β и δ̄— произвольные
комплексные постоянные интегрирования соответственно функций Φ (z) и Ψ (z).

В свою очередь выражениям (2.11) и (2.12) отвечают следующие значения век-
торов перемещений:

u+ iv =
1 + µ

E

[
k

∫
Φ (z)dz − 2xΦ (z) +

∫
Φ (z) dz̄ −

∫
Ψ1 (z) dz̄

]

и

u+ iv =
1 + µ

E

[
k

∫
Φ (z) dz − 2iyΦ (z) −

∫
Φ (z) dz̄ −

∫
Ψ2 (z) dz̄

]
.

3. Анализ формул Г. В. Колосова при бесконечной области. До сих пор
область S считалась конечной частью плоскости xy. Пусть теперь, наоборот, S состоит
из всей плоскости xy, из которой удалены несколько конечных частей S1, S2, . . . Sn с
контурами γ1, γ2, . . . γn, причем напряжения остаются ограниченными в S, включая
бесконечно удаленную точку. Тогда, как отмечено в [2, стр. 124], при |z| ≫ 1 имеем

Φ (z) = ϕ′ (z) =
X + i Y

2π (1 + k)

1

z
+Γ+Φ0 (z) , Ψ (z) = ψ′ (z) =

k (X − i Y )

2π (1 + k)

1

z
+A+Ψ0 (z) ,

(3.1)
где Φ0 (z) = o

(
1
/
z2
)
, Ψ0 (z) = o

(
1
/
z2
)
— регулярные на бесконечности функции; X

и Y — компоненты главного вектора внешних усилий, приложенных к совокупности
контуров γ1, γ2, . . . γn,

Γ =
σ∞

xx + σ∞
yy

4
= const, A =

σ∞
yy − σ∞

xx

2
+ iσ∞

xy = const. (3.2)
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Если X = Y = 0, то формулы (3.1) принимают вид

Φ (z) = Γ + Φ0 (z) , Ψ (z) = A+ Ψ0 (z) ,

откуда следует

lim
z→ ∞

z̄Φ′ (z) = lim
x→ ∞

xΦ′ (z) = lim
y→ ∞

yΦ′ (z) = 0.

На основании этих равенств из (2.10)–(2.12) получаем

lim
z→ ∞

Ψ (z) = lim
x→ ∞

Ψ1 (z) = lim
y→ ∞

Ψ2 (z) = A. (3.3)

Таким образом, в случае бесконечной области S в формулах (2.10)–(2.12) содержатся
регулярные функции Ψ (z), Ψ1 (z), Ψ2 (z), связанные между собой условиями (3.3).
Последние, естественно, будут удовлетворены, когда

Ψ1 (z) = Ψ2 (z) = A = const.

Полагая, к примеру, в (2.12)

Ψ2 (z) = ReA+ iImA,

после элементарных преобразований можем написать

σxx = 2ReΦ (z) − 2yImΦ′ (z) − ReA,

σyy = 2ReΦ (z) + 2yImΦ′ (z) + ReA, (3.4)

σxy = −2yReΦ′ (z) + ImA,

где

ReA =
σ∞

yy − σ∞
xx

2
, ImA = σ∞

xy. (3.5)

Если σ∞
xx = σ∞

yy, σ∞
xy = 0, то A ≡ 0 и равенства (3.4) упрощаются:

σxx = 2ReΦ (z) − 2yImΦ′ (z) ,

σyy = 2ReΦ (z) + 2yImΦ′ (z) , (3.6)

σxy = −2yReΦ′ (z) ,

причем на вещественной оси y = 0 имеем σxx (x, 0) = σyy (x, 0), σxy (x, 0) = 0.
В обозначениях 2Φ (z) = Z (z) выражения (3.4) и (3.6) принято называть форму-

лами Вестергарда [8–10], однако на самом деле они являются «простейшим частным
случаем» [2, стр. 113] соотношений (2.12).

Приняв в (2.11) Ψ1 (z) = ReA + iImA, находим своеобразную модификацию за-
висимостей (3.4):

σxx = 2ReΦ (z) − 2xReΦ′ (z) − ReA,

σyy = 2ReΦ (z) + 2xReΦ′ (z) + ReA, (3.7)

σxy = 2xImΦ′ (z) + ImA
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и, если A ≡ 0, выражений (3.6):

σxx = 2ReΦ (z) − 2xReΦ′ (z) ,

σyy = 2ReΦ (z) + 2xReΦ′ (z) , (3.8)

σxy = 2xReΦ′ (z) ,

где на мнимой оси x = 0 выполняются условия σxx (0, y) = σyy (0, y), σxy (0, y) = 0.

4. Применение третьей пары формул Г. В. Колосова к случаю перио-
дической системы нагруженных трещин. Рассмотрим теперь проблему нахож-
дения функций Φ (z) и Ψ2 (z) в плоскости S, содержащей на оси абсцисс бесконечное
число равноудаленных друг от друга трещин akbk (k = 0,±1,±2, . . .). Обозначим
через 2a длину этих трещин и через l расстояние между их центрами. Пусть на про-
тивоположных берегах трещин в точках xk = kl приложены сосредоточенные силы P ,
коллинеарные оси ординат. Напряжения на бесконечности считаем отсутствующими
(рис. 2).

Рис. 2. Плоскость с периодической системой прямолинейных нагруженных трещин.

Симметрия внешних нагрузок и самой бесконечно-связной плоскости S налагает
на функции Φ (z) и Ψ2 (z) следующие требования:

Φ (z) = Φ (z̄) = Φ (z) , Ψ2 (z) = Ψ2 (z̄) = Ψ2 (z) . (4.1)

Из формул (2.12) находим

σyy + iσxy = Φ (z) + Φ (z̄) − 2iyΦ′ (z) + Ψ2 (z) ,

откуда
σxy = −2yReΦ′ (z) + ImΨ2 (z) ,

σyy = Φ (z) + Φ (z̄) + 2yImΦ′ (z) + ReΨ2 (z) ,

или на основании равенств (4.1)

σxy = −y [Φ′ (z) + Φ′ (z̄)] − i

2
[Ψ2 (z) − Ψ2 (z̄)] , (4.2)

σyy = Φ (z) + Φ (z̄) − iy [Φ′ (z) − Φ′ (z̄)] +
1

2
[Ψ2 (z) + Ψ2 (z̄)] . (4.3)
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Вид функций Φ (z) и Ψ2 (z) можно установить из краевых условий на трещинах akbk
(k = 0,±1,±2 . . .):

σ±
xy (x) = 0, σ±

yy (x) = −f [Pδ (x)] .

Отсюда, согласно (4.2) и (4.3), следует

Ψ+
2 (x) − Ψ−

2 (x) = 0 (4.4)

и

Φ+ (x) + Φ− (x) +
1

2

[
Ψ+

2 (x) + Ψ−
2 (x)

]
= −Pδ (x) , (4.5)

где

f [δ (x)] = δ (x) +

∞∑

k=1

δ (x± kl).

Здесь и ниже δ (x) — функция Дирака; индексами + и − обозначены соответственно
верхний и нижний берег трещины.

Имея в виду оговорённые ранее условия на бесконечности (σ∞
xx = σ∞

yy = σ∞
xy = 0),

из равенства (4.4) и формулы (3.5) заключаем, что

Ψ2 (z) = 0. (4.6)

Полученный результат позволяет представить соотношение (4.5) в виде краевого
условия задачи Гильберта—Привалова [10] для функции Φ (z), т. е.

Φ+ (x) + Φ− (x) = −Pf [δ (x)] .

Решение этой задачи записывается следующим образом:

Φ (z) =
−P

2πiX (z)

∫

L∞

X+ (x) f [δ (x)]

x− z
dx, (4.7)

где

X (z) =
√

(z − a) (z + a) (z − a1) (z − b1) (z − a−1) (z − b−1) . . . =

=
√
z2 − a2

∞∏

=1

√
(z + lk − a) (z + lk + a) (z − lk − a) (z − lk + a) =

=

√√√√(z + a)

∞∏

1

[
(z + a)

2 − k2l2
]
(z − a)

∞∏

1

[
(z − a)

2 − k2l2
]
. (4.8)

Символ L∞ означает интегрирование по всей совокупности прямолинейных трещин.
Подставив выражения (4.8) в формулу (4.7), после соответствующих выкладок

и преобразований будем иметь:

Φ (z) = −P

√
− sin2 πa

l

2πi
√

sin2 πz
l − sin2 πa

l

[
−1

z
+

∞∑

k=1

(
1

kl − z
+

1

−kl− z

)]
=

= P
sin πa

l

2π
√

sin2 πz
l − sin2 πa

l

[
1

z
+

∞∑

k=1

2z

z2 − k2l2

]
. (4.9)
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Используя разложение ctg (πz) на простейшие дроби [11, с. 246],

πctg (πz) =
1

z
+

∞∑

k=1

2z

z2 − k2
,

получаем

Φ (z) =
P

2l

sin πa
l

tgπz
l

√
sin2 πz

l − sin2 πa
l

. (4.10)

В случае одной трещины (y = 0, −a ≤ x ≤ +a) можно считать l → ∞. Поэтому,
разлагая в (4.10) тригонометрические функции в степенные ряды (с точностью до
малых первого порядка), выводим

Φ (z) =
Pa

2πz
√
z2 − a2

. (4.11)

Если |z| ≪ a, то (4.11) преобразуется в формулу

Φ (z) =
P

2πiz
,

которая, вкупе с равенством (4.6)∗ , является решением задачи Фламана [1, с. 361] об
упругой полуплоскости, загруженной на границе сосредоточенной силой.
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∗Уравнение (4.6) равносильно соотношению Ψ(z) = −zΦ′ (z).
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The solutions of the plane theory of elasticity in terms of the complex functions Φ(z) and Ψ(z) (two
Kolosov’s formulas) are analyzed. The right side of the first of these formulas is the integral of the equation
of indissolubility, and the right side of the second formula is the integral of two equations of equilibrium.

Besides the classical form, two different versions of Kolosov’s relations are found. It is also shown
that Westergaard’s formulas are the special case of Kolosov’s relations. The formulas for displacements are
derived. The exact solution of the periodic problem for a plane with infinite number of rectilinear cracks
on the horizontal line OX is obtained.

It is assumed, that stresses vanish at infinity and the opposite crack edges are loaded with normal
concentrated forces. The analytical solution of crack theory exists, if the following conditions are fulfilled:
1) the region with a straight crack is the boundless plane; 2) the main vector of external stresses applied
to all cracks equals zero; 3) the stress and strain conditions are symmetrical regarding the axis OX.

It should be noted, that solutions in functions Φ(z) and Ψ(z) (these functions are simple in the
multiply-connected domain) are more preferable in comparison with solutions in terms of the multivalued
function ϕ(z) and ψ(z). Refs 11. Figs 2.

Keywords: theory of elasticity, complex variable, Kolosov’s formulas, mathematical theory of cracks.
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Н. Н. Поляхова в Санкт-Петербургском Доме Ученых РАН выступил кандидат
физ.-мат. наук, доцент Ф. Ф. Родюков (Санкт-Петербургский государственный
университет) с докладом на тему «Новый формализм в электромеханике, осно-
ванный на уравнениях Лагранжа в форме Ньютона».

Краткое содержание доклада:

Возврат к формулировке второго закона механики, предложенной самим Ньюто-
ном, позволил заменить уравнения Лагранжа—Максвелла на уравнения Лагранжа—
Ньютона. Это привело к необходимости введения двух новых законов электромаг-
нитной индукции для трансформаторов. Разъяснена сущность и дано название за-
рядов смещения — магнитонов — в проводниках. Порядок симметризированных с их
помощью уравнений Максвелла сведен к двум. Применение уравнений Лагранжа—
Ньютона к описанию динамических процессов в трансформаторах и электрических
машинах переменного тока сняло все существующие до настоящего времени здесь па-
радоксы. На примерах показано, что решения этих уравнений адекватно описывают
физические процессы в исследуемых объектах.
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