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Асинхронные методы, так же как и методы Монте-Карло, играют важную роль при мно-
гопроцессорных вычислениях, и исследование связей между ними, а в особенности расшире-
ние области их применимости, являются важными задачами. Рассматривается система вида
x = Ax+ f , где x — неизвестный вектор-столбец длины n, A — матрица n× n, f — вектор пра-
вых частей длины n. Случай, когда первое собственное число матрицы |A| по модулю меньше
единицы, хорошо изучен. В этом случае установлена тесная связь между асинхронными ите-
рациями и методом Монте-Карло. Если же первое собственное число матрицы |A| по модулю
больше единицы, в то время как первое собственное число матрицы A по модулю меньше
единицы, то схожие методы оказываются неприменимыми. Предложены модификации мето-
дов Монте-Карло и асинхронных итераций с частичной синхронизацией для решения задачи в
указанном случае. Получены оценки погрешностей предложенных алгоритмов и условия схо-
димости предложенных методов. Проведены численные эксперименты. Библиогр. 6 назв. Ил. 4.
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раллельные алгоритмы, статистическое моделирование.

Введение. Необходимость синхронизации операций, как известно, приводит к
простою отдельных элементов оборудования многопроцессорных вычислительных
комплексов. Это обстоятельство привлекло внимание исследователей к алгоритмам,
не требующим синхронизации, так называемым асинхронным алгоритмам. В част-
ности, были предложены асинхронные варианты методов итераций для решения си-
стем уравнений (см. [1, 2]). Естественными свойствами асинхронности обладают так-
же многие разновидности метода Монте-Карло для решения систем уравнений, и
представляет интерес проследить связи и общность свойств этих разновидностей и
детерминированных асинхронных методов, упомянутых выше.

Заметим также, что требование асинхронности налагает определенные ограни-
чения на класс решаемых задач. Мы покажем ниже, как эти ограничения можно
ослабить за счёт частичной синхронизации. Оказывается, что во всех случаях мето-
дика частичной синхронизации является общей, хотя метод Монте-Карло позволяет,
вообще говоря, использовать больший арсенал приемов конструирования асинхрон-
ных алгоритмов.

Ограничимся рассмотрением методов итераций для решения систем линейных
алгебраических уравнений вида

x = Ax+ f, (1)

где x = (x1, x2, . . . , xn)
T — вектор-столбец неизвестных, f = (f1, f2, . . . , fn)

T — вектор
правых частей и A = ‖aij‖ni,j=1 — матрица системы.

Введем следующие обозначения: компоненты вектора x из R
n будем обо-

значать xi, i = 1, . . . , n, а последовательность векторов из R
n будем обозначать

x(j), j = 0, 1, . . ..

Будем использовать следующие нормы:

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта (грант №14-
01-00271-а).
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• для вектора x = (x1, . . . , xn)
T

‖x‖ = max
1≤i≤n

|xi|, (2)

• для матрицы A = ‖aij‖ni,j=1

‖A‖ = max
1≤i≤n

n∑

j=1

|aij |. (3)

1. Асинхронные итерации. В [2] Боде ввел определение асинхронных ите-
раций для решения систем (в том числе и нелинейных) уравнений. Перепишем это
определение для линейного случая.

Определение 1. Асинхронными итерациями для решения системы уравнений
(1) с начальным вектором x(0) называется последовательность x(j), j = 0, 1, . . . ,
векторов из R

n, определяемых соотношением

xi(j) =

{
xi(j − 1), если i /∈ Jj ,∑n

k=1 aikxk(sk(j)) + fi, если i ∈ Jj ,
(4)

где J = {Jj | j = 1, 2, . . . }— последовательность непустых подмножеств {1, 2, . . . n}
и S = {(s1(j), s2(j), . . . , sn(j))|j = 1, 2, . . . }— последовательность из N

n. Причем J
и S удовлетворяют следующим условиям:

• si(j) ≤ j − 1 для j = 1, 2, . . . ,

• si(j) является функцией от j и стремится к бесконечности, когда j стре-
мится к бесконечности,

• i появляется бесконечное число раз в в множествах Jj , j = 1, 2, . . .

Асинхронные итерации для задачи (1), начинающиеся c x(0), для определенных
J , S обозначим пятеркой (A, f, x(0),J ,S).

Определению асинхронных итераций можно дать следующую интерпретацию.
Пусть вычисления осуществляются на многопроцессорной системе и t1 < t2 < t3 <
· · · < tj < . . . — моменты времени, в которые система производит вычисление очеред-
ной итерации. В момент времени tj один из процессоров вычисляет значение итера-
ции x(j), которая отличается от x(j − 1) набором компонент {xi|i ∈ Jj}. Эти ком-
поненты вычисляются на основе компонент, полученных на предыдущих итерациях.
Последовательность S определяет номера предыдущих итераций и компоненты, ис-
пользуемые для вычисления x(j). Выбор компонент может быть обусловлен любым
критерием, в том числе самым естественным — всегда использовать значения недавно
вычисленных компонент.

Такая схема подразумевает отсутствие синхронизации между процессорами, од-
нако для сходимости асинхронных итераций к решению задачи (1) при любом выборе
x(0), J , S необходимо, чтобы матрица A удовлетворяла определенным условиям (см.
[1, 2]).

Теорема 1. Произвольные асинхронные итерации (A, f, x(0),J ,S) сходятся к
решению задачи (1) тогда и только тогда, когда

λ1(|A|) < 1, (5)
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где |A| — матрица, составленная из модулей элементов матрицы A, а λ1(|A|)—
первое собственное число матрицы |A|.

Таким образом, если обычный (синхронный) процесс сходится — |λ1(A)| < 1, но
λ1(|A|) > 1, то по крайней мере асинхронные итерации некоторого вида обязательно
расходятся. Можно попытаться исправить положение, осуществляя после некоторой
группы асинхронных итераций определенное количество синхронных, которые умень-
шают ошибку (частичная синхронизация).

Будем далее рассматривать алгоритм, который после каждых m асинхронных
итераций использует l обычных. Очевидно, существует такое m, при котором этот
комбинированный итерационный процесс будет сходиться, но медленнее, вообще гово-
ря, чем процесс, полностью синхронизированный. Поэтому наш подход имеет смысл,
если асинхронные итерации существенно дешевле, чем синхронные.

Оценка возможной получаемой выгоды существенно зависит от вида матрицы
A и в общем случае может быть достаточно грубой. По-видимому, наиболее эффек-
тивным здесь может быть численный эксперимент. Тем не менее мы докажем лемму,
которая указывает границы роста ошибки в асинхронном случае при λ1(|A|) > 1.

Пусть x(j), j = 0, 1, 2, . . . — последовательность асинхронных итераций, опреде-
ленная набором (A, f, x(0),J ,S), а x̃— решение системы (1). Тогда x(j) можно пред-
ставить в виде x(j) = x̃ + ∆x(j), где ∆x(j) — последовательность асинхронных ите-
раций, заданная пятеркой (A, 0,∆x(0),J ,S).

Лемма 1. Если для матрицы A выполнено |λ1(A)| < 1 и λ1(|A|) > 1, то

‖∆x(k)‖ ≤ ‖A‖k‖∆x(0)‖ (6)

для k = 0, 1, 2, . . .
Доказательство. Проведем доказательство по индукции. Для k = 0 имеем

‖∆x(0)‖ = ‖A‖0‖∆x(0)‖,

и, следовательно, база индукции доказана. Пусть теперь (6) выполнено для всех k <
m. Покажем, что (6) выполняется при k = m. Согласно определению асинхронных
итераций если j ∈ Jm, то

∆xj(m) =
n∑

r=1

ajr∆xr(sr(m)),

а если j /∈ Jm, то
∆xj(m) = ∆xj(m− 1).

Пусть ∆x̂— вектор длины 2n, такой что ∆x̂j = ∆xj(m), ∆x̂n+j = 0 при
j ∈ Jm и ∆x̂j = 0, ∆x̂n+j = ∆xj(m − 1) при j /∈ Jm. Обозначим вектор

(∆x1(s1(m)), . . . ,∆xn(sn(m)))T за ∆̃x. Для ∆x̂, ∆̃x и ∆x(m − 1) справедливо равен-
ство

∆x̂ =

(
A1 0
0 A2

)(
∆̃x

∆x(m− 1)

)
,

где A1, A2 — матрицы n×n. При j ∈ Jm j-я строка матрицы A1 равняется j-й строке
матрицы A, а при j /∈ Jm j-я строка матрицы A1 состоит из нулей. A2 — диагональ-
ная матрица, для которой j-й элемент диагонали равен 0, если j ∈ Jm, и равен 1 в
противном случае.
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Заметим, что ‖∆x̂‖ = ‖∆x(m)‖, ‖A1‖ ≤ ‖A‖, и в силу того, что ‖A‖ ≥ |λ1(|A|)| >
1, выполнено неравенство ‖A2‖ ≤ ‖A‖. Тогда справедливо неравенство

‖∆x(m)‖ =

∥∥∥∥
(
A1 0
0 A2

)(
∆̃x

∆x(m − 1)

)∥∥∥∥ ≤ ‖A‖
∥∥∥∥
(

∆̃x
∆x(m− 1)

)∥∥∥∥ .

Пусть ‖(∆̃xT ,∆x(m − 1)T )‖ = |∆xj′ (s′)| для некоторого натурального s′ < m и
1 ≤ j′ ≤ n. Так как s′ < m, в силу предположения индукции будет выполнено

∥∥∥∥
(

∆̃x
∆x(m− 1)

)∥∥∥∥ ≤ ‖∆x(s′)‖ ≤ ‖A‖s′‖∆x(0)‖ ≤ ‖A‖m−1‖∆x(0)‖,

а следовательно
‖∆x(m)‖ ≤ ‖A‖m‖∆x(0)‖,

и лемма доказана.
Теперь легко доказать следующую теорему.
Теорема 2. Если итерационный процесс состоит из последовательности групп

m асинхронных итераций и затем l синхронных, то при достаточно большом l он

сходится. При этом сходится не медленнее, чем λε

(
‖A‖
λε

) m
m+l

, где λε удовлетворяет

неравенству |λ1(A)| < λε < 1.
Доказательство. Из леммы 1 следует, что за m асинхронных итераций ошибка

может возрасти не более чем в ‖A‖m раз. Поскольку |λ1(A)| < 1, для ∀ε > 0, такого,
что ε < 1 − |λ1(A)|, найдется такое l0, что для ∀l ≥ l0 будет выполняться неравен-
ство ‖Al‖ < (|λ1(A)| + ε)l < 1. Обозначим (|λ1(A)| + ε) за λε. Нетрудно видеть, что
|λ1(A)| < λε < 1. Норму ошибки после m + l итераций (m асинхронных и l синхрон-
ных) можно оценить следующим образом:

‖∆x(m+ l)‖ ≤ ‖Al‖‖A‖m‖∆x(0)‖ < λlε‖A‖m‖∆x(0)‖.

При достаточно большом l имеем λlε‖A‖m < 1, что и доказывает первую часть теоре-
мы.

Мы видим, что за m + l итераций ошибка уменьшается в λlε‖A‖m раз. Такой
результат мы имели бы при геометрической сходимости с параметром r, если бы
rm+l = λlε‖A‖m. То есть

r = (λlε‖A‖m)
1

m+l = λε

(‖A‖
λε

) m
m+l

,

что доказывает вторую часть теоремы.

2. Алгоритмы метода Монте-Карло. Известны различные алгоритмы метода
Монте-Карло для решения системы вида (1). Мы будем рассматривать простейшие
алгоритмы, состоящие в оценивании сходящегося ряда Неймана

(h, x̃) =

(
h,

∞∑

k=0

Akf

)

с помощью выбранной соответствующим образом оценки — оценки на траекториях
моделируемой цепи Маркова. Здесь h— заданный вектор, а x̃— решение системы (1).
Как известно [3], при

λ1(|A|) < 1 (7)
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возможно вычисление (h, x̃) при помощи асинхронного алгоритма. То есть на различ-
ных процессорах моделируются траектории цепи Маркова и вычисляются оценки на
них, после чего оценки, полученные на всех процессорах, усредняются. Таким обра-
зом, условия несмещенности оценок метода Монте-Карло и сходимости асинхронных
итераций совпадают, на что было обращено внимание в работе [4].

Как было показано в [3], нарушение условия (7) и использование асинхронно-
го алгоритма приводит к стохастической неустойчивости — экспоненциальному росту
дисперсии. Эта трудность, вообще говоря, может быть преодолена за счёт увеличения
вычислительной работы, но её экспоненциальный рост делает алгоритм нереализуе-
мым. Альтернативой является запоминание промежуточных результатов (синхрони-
зация).

Предлагается в случае λ1(|A|) > 1 («дешевых» асинхронных алгоритмов и отно-
сительно «дорогих» синхронных), как и в случае обычных асинхронных итераций,
использовать смешанный алгоритм с частичной синхронизацией. Как и ранее, будем
рассматривать подход, в котором чередуются асинхронные и синхронные алгоритмы.
Для формального исследования такого комбинированного алгоритма мы подробно
рассмотрим схемы оценивания частичных сумм ряда Неймана в асинхронном и син-
хронном случаях.

2.1. Оценки частичных сумм ряда Неймана. Рассмотрим аналог схемы
Неймана—Улама для нахождения частичной суммы ряда Неймана

Sm =

m∑

k=0

Akf,

где m ∈ N задано. Случай m = ∞ подробно изучен [5]. Случай конечного m требует
некоторой модификации стандартных рассуждений.

Пусть h— заданный вектор, h = (h1, . . . , hn)
T . Алгоритм предполагает задание

стохастической матрицы P = ‖pij‖ni,j=1, удовлетворяющей условиям согласования:

(a) pi,j > 0, если ai,j 6= 0, и распределение q = (q1, . . . , qn) такое, что qi > 0, если
hi 6= 0,

или

(б) pi,j > 0, если aj,i 6= 0, и распределение p = (p1, . . . , pn) такое, что pi > 0, если
fi 6= 0.

Также зададим вектор g = (g1, . . . , gm)
T , такой что gi > 0, i = 1, . . . ,m, и

m∑

i=1

gi = 1.

Введем случайную величину τ , распределенную по закону
(
1 . . . m
g1 . . . gm

)
,

и рассмотрим случайные величины

ζ =
hi0ai0,i1 . . . aiτ−1,iτ fiτ
qi0pi0,i1 . . . piτ−1,iτ gτ

, (8)
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ζ∗ =
fj0aj1,j0 . . . ajτ ,jτ−1hjτ
pj0pj0,j1 . . . pjτ−1,jτ gτ

, (9)

где i0 → i1 → · · · → iτ соответствует цепи Маркова (q,P), а j0 → j1 → · · · → jτ —
цепи Маркова (p,P).

Легко проверить, что

Eζ = (h,

m∑

k=1

Akf) = (h, Sm),

Eζ∗ = (

m∑

k=1

fT (AT )k, h) = (STm, h).

Столь же просто вычисляются дисперсии оценок (8), (9), если учесть, что

Eζ2 =
m∑

k=1

n∑

i0,i1,...ik=1

h2i0a
2
i0,i1 . . . a

2
ik−1,ik

f2
ik

qi0pi0,i1 . . . pik−1,ikgk
=

(
h2

q
,
m∑

k=1

(
A2

P

)k
f2

g

)
, (10)

E(ζ∗)2 =

m∑

k=1

n∑

j0,j1,...jk=1

f2
j0
a2j1,j0 . . . a

2
jk,jk−1

h2jk
pj0pj0,j1 . . . pjk−1,jkgk

=

(
m∑

k=1

(fT )2

p

(
(AT )2

P

)k
,
h2

g

)
, (11)

где операции возведение в квадрат векторов и матриц, как и деление матрицы на мат-
рицу и вектора на вектор, выполняются поэлементно. В дальнейшем будет отдельно
оговариваться использование подобных операций над матрицами и векторами. Оцен-
кой всех компонент Sm может быть вектор z = (ζ1, . . . , ζn)

T , где ζi, i = 1, . . . , n, полу-
чаются из (8), если полагать h равным вектору с i-й компонентой, равной единице, и
остальными, равными нулю.

Как видно из (10) и (11), поведение дисперсии с ростом m определяется первыми
собственными числами матриц A2/P и (AT )2/P соответственно. Так, если выполнено
λ1(A

2/P) < 1 и λ1((A
T )2/P) < 1, то соответствующие дисперсии будут ограничены

при стремлении m к бесконечности. В противном случае будет наблюдаться экспо-
ненциальный рост дисперсии.

Теперь для заданного вектора y = (y1, . . . , yn)
T введем оценки η = η(y) и η∗ =

η∗(y) такие, что
Eη = (h,Am+1y),

Eη∗ = (yT (AT )m+1, h).

Оценки η и η∗ строятся на траекториях цепей Маркова (p,P) и (q,P) длины m+ 1 и
выражения для них имеют вид

η =
hi0ai0,i1 . . . aim,im+1yim+1

qi0pi0,i1 . . . pim,im+1

, (12)

η∗ =
yj0aj1,j0 . . . ajm+1,jmhjm+1

pj0pj0,j1 . . . pjm,jm+1

. (13)

Как и ранее, дисперсии оценок (12), (13) вычисляются просто, с учетом того, что
выражения для вторых моментов имеют вид

Eη2 =

(
h2

q
,

(
A2

P

)m+1

y2

)
,
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E(η∗)2 =

(
(yT )2

p

(
(AT )2

P

)m+1

, h2

)
,

где операции возведение в квадрат векторов и матриц, как и деление матрицы на мат-
рицу и вектора на вектор, выполняются поэлементно. Поведение дисперсии, также
как и для оценок (8), (9), с ростом m определяется первыми собственными числами
матриц A2/P и (AT )2/P .

Таким образом, при помощи пар оценок η, ζ и η∗, ζ∗ для заданного вектора y и
натурального m может быть получена оценка вектора Am+1y +

∑m
k=0A

kf. Поручая
моделирование цепей Маркова и вычисление оценок по ним разным процессорам, мы
вновь получим асинхронный алгоритм.

2.2. Оценки суммы ряда Неймана. Оценки (8), (12) и (9), (13) могут служить
основой алгоритмов с частичной синхронизацией для получения решения системы (1)
без ограничений вида (7). Алгоритмы состоят в последовательном вычислении оценок
векторов y(j), где y(j) связаны соотношением

y(0) = f, y(j) = Amy(j − 1) +

m−1∑

k=0

Akf, (14)

y(j + 1) = Ay(j) + f, . . . , y(j + l) = Ay(j + l − 1) + f, j = 1, l + 2, 2l+ 2, . . . (15)

или соотношением

y(0) = f, y(j) = Am+1y(j − 1) +
m∑

k=0

Akf, j = 1, 2, . . . (16)

для некоторого фиксированного натурального m. Первый случай соответствует ча-
стичной синхронизации, когда аналогично описанному выше подходу для асинхрон-
ных итераций после асинхронного алгоритма следуют синхронные. Если j устремить
к бесконечности, то y(j) в (14)–(16) будет стремиться к искомой сумме

∑∞
k=0 A

kf .
При использовании метода Монте-Карло оценками векторов y(j) будут случай-

ные векторы Ξ(j) = (ξ1(j), . . . , ξn(j))
T . Скалярное произведение (h, y(j)) может оце-

ниваться с помощью оценок вида (8), (12) — в этом случае оценкой для (h, y(j)) будет

η(Ξ(j − 1)) + ζ + (h, f),

или оценок вида (9), (13) — в этом случае (h, y(j)) будет оцениваться как

η∗(Ξ(j − 1)) + ζ∗ + (h, f).

В каждом случае берется среднее из некоторого количества N реализаций оценок.
Оценка всех компонент y(j) может быть получена, если полагать h равным векторам
с одной из компонент, равной 1, и остальными, равными 0.

При этом во многих случаях интерес представляет оценка y(j) для T ≤ j < +∞
(разностные схемы).

Заметим, что один и тот же вектор (Sm в (16) и Sm−1 в (14)–(15)) оценивается
на каждой итерации, поэтому можно организовать алгоритм таким образом, что-
бы оценка этого вектора уточнялась с каждой новой итерацией, используя оценки с
предыдущих шагов итераций.

523



Особый интерес представляет задача оценки ковариации случайных векторов,
возникающих при использовании метода Монте-Карло для оценки последовательно-
сти векторов итерационного процесса. Ковариация вектора Ξ(j) с ростом j может
оставаться ограниченной, а может экспоненциально расти. В последнем случае ал-
горитм будет стохастически неустойчивым, что делает невозможным его применение
на практике.

Рассмотрим теперь итерационный процесс y(j) c начальным вектором y(0) и

y(j) = By(j − 1) + d, j = 1, 2, . . . , (17)

где B – матрица n× n, а d— вектор длины n. Пусть при каждом j вычисление сла-
гаемых в правой части (17) происходит с помощью рандомизированной процедуры.
Таким образом, вместо последовательности y(j) возникает последовательность слу-
чайных векторов Ξ(j) = (ξ1(j), . . . , ξn(j))

T , j = 0, 1, 2, . . . , с начальным вектором Ξ(0),
связанных соотношением

Ξ(j) = BjΞ(j − 1) + D(j), (18)

где Bj = ‖βi,k‖ni,k=1 — случайные матричные операторы, D(j)— случайные векторы.

При этом для любого натурального j выполнено EΞ(j) = y(j) = (y1(j), . . . , yn(j))
T ,

EBj = B, ED(j) = d.
Следующая лемма определяет характер поведения ковариации векторов ошибок

E(j) = Ξ(j) − y(j).
Лемма 2. Пусть случайные операторы Bj, векторы D(j) и Ξ(k) независимы в

совокупности при любых j = 0, 1, 2, . . . и k < j в том смысле, что случайные ве-
личины α1, α2 α3, где α1 — произвольный элемент оператора Bj, α2 — произвольный
элемент D(j), α3 — произвольный элемент Ξ(k), независимы в совокупности. Тогда
для матрицы ковариации вектора E(j) справедливо соотношение

vec covE(j) =B ⊗BT vec covE(j − 1) + E(∆j ⊗∆T
j )vec covE(j − 1)+

+ E(∆j ⊗∆T
j )vec(y(j − 1)y(j − 1)T ) + vec covδ(j),

(19)

где ∆j = Bj − B, δ(j) = D(j) − d, vec— операция векторизации матрицы, а ⊗—
операция кронекеровского произведения матриц.

Доказательство. Подставим в (18) выражения для Bj , D(j) и Ξ(j):

y(j) + E(j) = (B +∆j)(y(j − 1) + E(j − 1)) + d+ δ(j).

Поскольку y(j) подчинен (17), получим выражения для E(j) и E(j)T :

E(j) = BE(j − 1) + ∆jy(j − 1) + ∆jE(j − 1) + δ(j) (20)

и
E(j)T = E(j − 1)TBT + y(j − 1)T∆T

j + E(j − 1)T∆T
j + δ(j)T . (21)

Далее необходимо перемножить правые и левые части равенств (20), (21) и вычис-
лить математическое ожидание от всех членов получившегося равенства. При этом
стоит отметить, что математические ожидания многих слагаемых правой части будут
равны нулю. Так, E∆jE(j − 1)y(j − 1)T∆T

j = 0 в силу того, что E(j − 1) не зависит от
∆j и EE(j) = 0. Учитывая эти соображения, имеем

covE(j) = BcovE(j)BT + E(∆jcovE(j − 1)∆T
j ) + E(∆jy(j − 1)y(j − 1)T∆T

j ) + covδ(j).
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Теперь, применяя операцию векторизации к матрицам covE(j), covE(j − 1),
y(j − 1)y(j − 1)T и covδ(j), получим (19), что и доказывает лемму.

Из леммы 2 можно вывести
Следствие 1. Для стохастической устойчивости алгоритма (18) необходимо

и достаточно, чтобы модуль первого собственного числа матрицы B⊗BT +E(∆j⊗
∆T
j ) был меньше единицы.

Известно [6], что собственными числами B ⊗ BT являются λi(B)λk(B), i, k =
1, . . . , n. Заметим также, что ‖B ⊗BT ‖ = ‖B‖‖BT ‖.

Для удобства введем следующие обозначения: Mj = E(∆j ⊗∆T
j ), Bj = B⊗BT +

Mj и Dj = E(∆j ⊗ ∆T
j )vec(y(j − 1)y(j − 1)T ) + vec covδ(j). Тогда выражение для

ковариации из леммы 2 примет вид

vec covE(j) = (B ⊗BT +Mj)vec covE(j − 1) +Dj .

Элементы матрицы Mj имеют порядок 1/Nj, где Nj — количество моделируемых
траекторий на j-й итерации, то есть Mj = 1

Nj
M′, где M′ — матрица с элементами,

не зависящими от Nj .
Лемма 2 и следствие из нее позволяют сделать определенные выводы относи-

тельно стохастической устойчивости рандомизированных процедур для итерацион-
ных процессов (14)–(15) и (16).

Теорема 3. Если |λ1(A)| < 1 и на каждой итерации (14)–(15) вычисления осу-
ществляются при помощи метода Монте-Карло, то для любого натурального m
существует такое N ′, что для ∀Nj > N ′, j = 1, 2, . . . , где Nj — количество модели-
руемых траекторий цепи Маркова для оценки y(j) в (14)–(15), рандомизированный
итерационный процесс (14)–(15) будет стохастически устойчивым.

Доказательство. Рассмотрим (14) и заметим, что матрица B из леммы 2 равна
Am, при этом в явном виде матрица Am не известна и оценивается при помощи метода
Монте-Карло. Учитывая, что ‖Bj‖ ≤ ‖B‖ ‖BT‖+ 1

Nj
‖M′‖, норму ковариации ошибки

после вычисления (14) методом Монте-Карло можно оценить как

‖vec covE(j)‖ ≤
(
‖Am‖ ‖(Am)T ‖+ 1

Nj
‖M′‖

)
‖vec covE(j − 1)‖+ ‖Dj‖.

Согласно (15) последующие l итераций ковариация ошибки будет изменяться в соот-
ветствии с

vec covE(j + 1) =

(
A⊗AT +

1

Nj+1
M′
)
vec covE(j) +Dj+1.

Так как |λ1(A)| < 1, верно |λ1(A ⊗ AT )| = λ21(A) < 1 и существует такое N ′, что для
∀Nj+1 > N ′ первое собственное число матрицы A ⊗ AT + 1

Nj+1
M′ по модулю будет

меньше единицы. Тогда, согласно следствию 1, рандомизированный итерационный
процесс будет стохастически устойчивым.

Оптимальный выбор параметров m, l, N ′ из теоремы 3 зависит от матрицы A,
вида оценок и свойств многопроцессорной системы. Как видно, при достаточно боль-
шом N ′ предложенная процедура соответствует случаю частичной синхронизации
в детерминированном случае, за исключением того, что на каждом шаге итерации
возникает случайная ошибка. Помимо очевидного увеличения числа моделируемых
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траекторий N ′ дисперсия случайной ошибки может быть уменьшена путем приме-
нения различных техник. Важно заметить, что если количество процессоров больше
порядка системы, то часть процессоров при использовании асинхронных итераций
будет простаивать, так как для расчета одной компоненты очередной итерации ис-
пользуется не более одного процессора. Использование метода Монте-Карло в тех же
условиях позволяет эффективно использовать все имеющиеся процессоры, равномер-
но распределяя по ним моделируемые траектории цепей Маркова.

Похожую теорему можно сформулировать для (16).

Теорема 4. Если |λ1(A)| < 1 и на каждой итерации (16) вычисления осуществ-
ляются при помощи метода Монте-Карло, то для любого натурального m суще-
ствует такое N ′, что для ∀Nj+1 > N ′, где Nj — количество моделируемых тра-
екторий цепи Маркова для оценки y(j) в (16), рандомизированный итерационный
процесс (16) будет стохастически устойчивым.

Доказательство. При применении метода Монте-Карло для вычисления оче-
редного y(j) в выражении (16) ковариация ошибки, согласно лемме 2, будет изме-
няться следующим образом:

vec covE(j) =
(
Am ⊗ (Am)T +

1

Nj
M′
)
vec covE(j − 1) +Dj .

Сделанное предположение о матрицеA, а именно |λ1(A)| < 1, означает, что выполнено
неравенство |λ1(Am)| = |λ1((Am)T )| = |λ1(A)|m < 1. Модуль первого собственного
числа матрицы Am ⊗ (Am)T равен |λ1(A)|2m. Этот факт позволяет заключить, что
для любого натуральногоm существует такоеN ′, что для ∀Nj+1 > N ′ модуль первого
собственного числа матрицы Am ⊗ (Am)T + 1

Nj+1
M′ будет меньше единицы. А это в

свою очередь согласно следствию 1 означает, что процедура вычисления (16) методом
Монте-Карло будет стохастически устойчивой.

При использовании (16) и метода Монте-Карло может быть построен стохасти-
чески устойчивый алгоритм. Он будет обладать большей асинхронностью, чем ал-
горитм, построенный на основе (14)–(15), но у такого алгоритма при равном числе
моделируемых траекторий ковариация оценок будет больше.

3. Численные эксперименты. Для асинхронных итераций численные экспе-
рименты проводились для случайным образом смоделированной матрицы A размер-
ности 4× 4, такой что λ1(A) = 0.76, λ1(|A|) = 1.64, ‖A‖ = 2.04.

На рисунке 1 изображена норма вектора ошибок для асинхронных итераций с
множеством J = {Jj}∞j=1 таким, что k ∈ Jj для k = 1, 2, 3, 4, если jmod k = 0,
а множество S такое, что si(j) = j − 1, i = 1, . . . , n, j = 1, 2, . . . В данном случае
наблюдается экспоненциальный рост ошибки.

На рисунке 2 изображена норма вектора ошибок для асинхронных итераций c
частичной синхронизацией. Теорема 2 гарантирует сходимость нормы ошибки к нулю
при m = 2, l = 6, однако сходимость будет наблюдаться уже при значениях m = 2,
l = 3.

Для метода Монте-Карло численные эксперименты проводились для случай-
ным образом смоделированной матрицы A размерности 10 × 10, такой что λ1(A) =
0.79, λ1(|A|) = 3.21, ‖A‖ = 8.45.

На рисунке 3 сплошной линией изображена норма вектора ошибок при реше-
нии (16) методом Монте-Карло с использованием оценок (8) и (12) для параметров
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Рис. 1. Рис. 2.

m = 2, Nj = 50000, j = 1, . . . , 30. Пунктирной линией изображены доверительные ин-
тервалы.

На рисунке 4 сплошной линией изображена норма вектора ошибок при решении
(14)–(15) методом Монте-Карло использованием оценок (8) и (12) для параметров
m = 2, l = 4. При этом Nj = 50000 при расчете (14) и Nj = 5000 при расчете каждой
итерации в (15). Пунктирной линией изображены доверительные интервалы.

Рис. 3. Рис. 4.

Заключение. Одновременное выполнение условий |λ1(A)| < 1 и λ1(|A|) > 1
может создать определенные трудности при использовании как детерминированных,
так и стохастических асинхронных методов для решения системы (1).

В детерминированном случае возможным выходом является использование ча-
стичной синхронизации, когда асинхронные итерации чередуются с синхронными.
Представление о соотношении количества синхронных и асинхронных итерации даёт
теорема 2. Стоит отметить, что такой подход, вообще говоря, вписывается в концеп-
цию асинхронных итераций.

Комбинируя алгоритмы асинхронного типа и алгоритмы с синхронизацией ме-
тода Монте-Карло, мы, как и в детерминированном случае, можем расширить сфе-
ру асинхронности при использовании стохастических методов. Случайный характер
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ошибки создаёт свои особенности, которые, как мы видели, легко учесть. Богатый
арсенал средств понижения дисперсии оценок создаёт много возможностей для со-
вершенствования алгоритмов и, по мнению авторов, для больших систем уравнений
метод Монте-Карло может быть предпочтительнее детерминированных асинхронных
итераций.
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Asynchronous methods as well as Monte Carlo methods play an important role in using multiprocessor
(multicore) computations and investigation of the connections between them and, especially, expansion
the field of their applicability are important problems. System of the form x = Ax+f is considered, where
x is unknown column-vector of length n, F is a column-vector of the right-hand sides of length n, A is
n × n-matrix of the system. Case when the first eigenvalue of |A| less than 1 is well studied and in that
case there are close connections between asynchronous iterations and Monte Carlo method. If the first
eigenvalue of |A| is greater than 1, whereas the first eigenvalue of A less than 1, then similar methods
appear to be inapplicable. New modifications of Monte Carlo method and asynchronous method with
partial synchronization are proposed. Estimates of the errors and convergence conditions for proposed
methods are obtained depending on the ratio are obtained. Numerical experiments are performed. Refs 6.
Figs 4.

Keywords: Monte Carlo methods, asynchronous methods, asynchronous iterations, parallel
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