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Рассмотрены обобщения одной из классических систем Ресслера. Показана эффектив-
ность построения функций Ляпунова для оценок размерности аттракторов этих систем. С их
помощью получены оценки ляпуновских размерностей аттракторов обобщенных систем Рес-
слера. Для локальных ляпуновских размерностей аттракторов указанных систем приведены
точные формулы. В предельном случае получено совпадение топологической, хаусдорфовой,
фрактальной и ляпуновской размерностей аттракторов. Показано, что при стандартных зна-
чениях параметров Ресслера, формулы локальных ляпуновских размерностей в нулевой точке
совпадают со значениями, полученными в численных экспериментах. Библиогр. 16 назв. Ил. 2.
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Эффективность построения функций Ляпунова [1–12] для оценки размерностей
аттракторов динамических систем была продемонстрирована, когда с их помощью
были получены формулы ляпуновской размерности для аттракторов Хенона, Чири-
кова и Лоренца [11, 12].

В настоящей статье мы рассмотрим другое свидетельство эффективности по-
строения функций Ляпунова в теории размерностей аттракторов. Здесь также будут
представлены точные формулы локальной ляпуновской размерности в точке (0,0,0).

В настоящее время хорошо известна следующая цепочка неравенств [7–9]:

dimT K ≤ dimH K ≤ dimF K ≤ dimLK, (1)

где dimT K, dimH K, dimF K, dimLK — соответственно топологическая, хаусдорфова,
фрактальная и ляпуновская размерности аттрактора K.

Здесь мы рассмотрим следующие обобщения системы Ресслера:

u̇ = −cy − cz,

ẏ = u,

ż = −bz + a(y − y2),

(2)

u̇ = −y − z,

ẏ = cu,

ż = −bz + a(y − y2),

(3)

u̇ = −cy − cz,

ẏ = cu,

ż = −bz + a(y − y2),

(4)
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где a, b, c— положительные параметры. При c = 1 эти системы являются одной из
классических систем Ресслера [13–16]. Из полученных здесь оценок ляпуновской раз-
мерности следует, что при c → 0 все неравенства (1) переходят в равенство, и в
пределе

2 = dimT K = dimLK.

Заметим, что без введения функций Ляпунова (υ(u, y, z) ≡ 0 в теореме 3) здесь
имеет место только оценка dimLK < 3.

Теорема 1. Пусть K — ограниченное инвариантное множество систем (2), (3)
и (4). Тогда для (2) и (3) имеет место оценка

dimLK ≤ 3− 2b

b+
√
b2 + 2

√
c(a+ 2b)

, (5)

а для (4) — оценка

dimLK ≤ 3− 2b

b+
√
b2 + 2c(a+ 2b)

, (6)

где dimLK — ляпуновская размерность множества K.

Теорема 2. Для локальной ляпуновской размерности в точке (0, 0, 0) для си-
стем (2) и (3) имеет место равенство

dimL(0, 0, 0) = 3− 6bR

12c− 4b2 + 2bR−R2
, (7)

где

R = R(a, b, c) =
3

√
−36c(3a+ 2b)− 8b3 + 12

√
P ,

P = P (a, b, c) = c[9c(3a+ 2b)2 + 12c(c− b2) + 12b3(a+ b)],
(8)

а для системы (4) — равенство

dimL(0, 0, 0) = 3− 6bR

12c2 − 4b2 + 2bR−R2
, (9)

где

R = R(a, b, c) =
3

√
−36c2(3a+ 2b)− 8b3 + 12

√
P ,

P = P (a, b, c) = c2[9c2(3a+ 2b)2 + 12c2(c2 − b2) + 12b3(a+ b)],
(10)

Для стандартных значений параметров a = 0.386, b = 0.2, изменяя параметр c на
множестве (0, 1], получим оценки ляпуновских размерностей аттракторов обобщенной
системы Ресслера (2), изображенные на рис. 1.

Аналогичные оценки для системы (4) изображены на рис. 2.

При c = 1 значение локальной ляпуновской размерности, определенное по фор-
муле (7), с точностью до заданной погрешности вычислений совпадает с соответству-
ющим значением, полученным в численных экспериментах [16].

При c→ 0 получим, что

dimLK − dimL(0, 0, 0) → 0.
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Рис. 1. Оценки размерностей аттракторов
обобщенной системы Ресслера (2) (a = 0.386, b =
0.2).

Рис. 2. Оценки размерностей аттракторов
обобщенной системы Ресслера (4) (a = 0.386, b =
0.2).

Легко видеть, что при c = 0 системы (2)–(4) имеют инвариантную двумерную
поверхность. Поэтому при c = 0

dimT K = dimLK = 2.

Для доказательства теорем 1 и 2 напомним необходимые основные факты о ля-
пуновской размерности. Рассмотрим непрерывно дифференцируемое отображение F
открытого множества U ⊂ Rn. Обозначим через TxF матрицу Якоби отображения F
в точке x. Пусть K ⊂ U — ограниченное инвариантное множество: FK = K.

Обозначим через αj(A) сингулярные числа (n × n)-матрицы A, так что α1(A) ≥
α2(A) ≥ . . . ≥ αn(A).

Определение 1. Локальной ляпуновской размерностью отображения F в точке
x ∈ K назовем число

dimL(F, x) = j + s,
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где j — наибольшее целое число из [0, n] такое, что

α1(TxF )α2(TxF ) . . . αj(TxF ) ≥ 1,

и такое число s ∈ [0, 1), что

α1(TxF )α2(TxF ) . . . αj(TxF )α
s
j+1(TxF ) = 1.

По определению dimL(F, x) = 0, если α1(TxF ) < 1, и dimL(F, x) = n, если
α1(TxF )α2(TxF ) . . . αn(TxF ) ≥ 1.

Определение 2. Ляпуновская размерность отображения F на множестве K —
число

dimL(F,K) = sup
K

dimL(F, x).

Определение 3. Локальная ляпуновская размерность однопараметрической
группы отображений F t в точке x ∈ K — число

dimL x = lim
t→+∞

dimL(F
t, x).

Определение 4. Ляпуновская размерность отображений F t на множестве K —
число

dimLK = sup
K

dimL x.

Рассмотрим дифференциальное уравнение

dx

dt
= f(x), x ∈ Rn, (11)

с непрерывно дифференцируемой вектор-функцией f(x). Будем предполагать, что
для любого начального данного x0 существует решение (11) x(t, x0), определенное на
t ∈ [0,+∞). Здесь x(0, x0) = x0.

Обозначим через F t(x0) = x(t, x0) оператор сдвига вдоль решений уравнения
(11) и предположим, что множество K ⊂ Rn ограничено и инвариантно: F tK = K,
∀t ∈ R1 .

Сформулируем утверждения, которые будут использованы в дальнейшем.
Пусть J(x) — матрица Якоби вектор-функции f(x),

J(x) =
∂f(x)

∂x
.

Рассмотрим также невырожденную (n× n)-матрицу S.
Обозначим λ1(x, S) ≥ λ2(x, S) ≥ . . . ≥ λn(x, S) собственные значения матрицы

1

2

(
SJ(x)S−1 +

(
SJ(x)S−1

)∗)
. (12)

Здесь ∗— знак транспонирования.
Теорема 3 [5, 11]. Пусть для целого j ∈ [1, n] и s ∈ [0, 1] существуют непре-

рывно дифференцируемая функция υ(x) и невырожденная матрица S такие, что

λ1(x, S) + λ2(x, S) + . . .+ λj(x, S) + sλj+1(x, S) + υ̇(x) < 0, ∀x ∈ Rn. (13)

Тогда dimLK ≤ j + s.
Здесь υ̇ = (gradυ(x))∗f(x).
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Лемма 1 [7]. Пусть TxF
t = exp(At) и вещественная матрица A имеет про-

стые собственные значения
Reµ1 ≥ . . . ≥ Reµn.

Тогда локальная ляпуновская размерность отображения F t в точке x равна
j + s, причем числа j и s определяются из равенства

Reµ1 + . . .+Reµj + sReµj+1 = 0.

Докажем теорему 1.
Доказательство. Покажем справедливость утверждения теоремы для системы

(2). Введем в рассмотрение невырожденную матрицу S:

S = diag

(
1√
c
, 1, ν

)
.

Тогда выполняется равенство

SJS−1 =




0 −√
c −

√
c
ν√

c 0 0
0 νa(1− 2y) −b


 , J =



0 −c −c
1 0 0
0 a(1− 2y) −b


 ,

где J — матрица Якоби правой части системы (2), ν — ненулевой варьируемый пара-
метр. Отсюда следует, что собственными значениями матрицы (12) являются числа

λ2 = 0, λ1,3 =
1

2

(
−b±

√
∆(y)

)
,

где ∆(y) = b2 + c
ν2 + ν2a2(1 − 2y)2. Очевидно, что λ1 ≥ λ2 ≥ λ3.

Введем обозначения

ξ(y) = k[(a+ b)y − ay2], η = ka− 4ν2θ2a2, ∆0 = ∆(0).

Выберем функцию Ляпунова в виде

υ(u, y, z) =
k(1− s)

2

(
z − b

c
u

)

и запишем соотношение (13):

2(λ1 + λ2 + sλ3 + υ̇) = −(1 + s)b + (1− s)
[√

∆(y) + ξ(y)
]
.

Очевидно, что

√
∆(y) + ξ(y) = −

(
θ
√
∆(y)− 1

2θ

)2

+ θ2∆0+

+
1

4θ2
− η

(
y − η + kb

2η

)2

+
(η + kb)2

4η
≤

≤ θ2∆0 +
1

4θ2
− η

(
y − η + kb

2η

)2

+
(η + kb)2

4η
≤ θ2∆0 +

1

4θ2
+

(η + kb)2

4η
.
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Выберем параметры k, θ, ν следующим образом:

k =
4θ2a

√
c

a+ b
, θ2 =

1

2
√
b2 + 2

√
c(a+ 2b)

, ν2 =

√
c

a+ 2b
.

В этом случае

η = 4θ2ν2a2
b

a+ b
> 0,

θ2∆0 +
1

4θ2
+

(η + kb)2

4η
=

√
b2 + 2

√
c(a+ 2b).

Отсюда и из теоремы 3 следует оценка (5).
Для систем (3) и (4) имеет место аналогичная схема доказательства. В случае си-

стемы (3) — S = diag
(
1, 1√

c
, ν
)
, функция Ляпунова — υ(u, y, z) = k(1−s)

2 (z − bu), оцен-

ка ляпуновской размерности — (5). В случае системы (4) — S = diag(1, 1, ν), функция

Ляпунова — υ(u, y, z) = k(1−s)
2 (cz − bu), оценка ляпуновской размерности — (6).

Теорема 1 доказана.
Докажем теорему 2.
Доказательство. Рассмотрим стационарное решение системы (2): u = y = z =

0. Линеаризация системы (2) в окрестности этой точки приводит к характеристи-
ческому полиному матрицы Якоби λ3 + bλ2 + cλ + c(a + b). Корни этого полинома,
которые соответствуют собственным значениям матрицы Якоби, находим в помощью
пакета MAPLE 16. В результате получим собственные числа

Re(λ1) = Re(λ2) =
12c− 4b2 − 4bR−R2

12R
,

λ3 =
2R2 − 4bR+ 8b2 − 24c

12R
,

для которых выполняются неравенства Re(λ1) ≥ Re(λ2) ≥ Re(λ3). Здесь R и P вы-
числяются по формулам (8).

Используя лемму 1, получим формулу (7) для локальной ляпуновской размер-
ности решения u = y = z = 0.

Таким образом, для системы (2) получена следующая оценка ляпуновской раз-
мерности аттрактора K:

3− 6bR

12c− 4b2 + 2bR−R2
≤ dimLK ≤ 3− 2b

b+
√
b2 + 2

√
c(a+ 2b)

.

Аналогично доказывается справедливость соотношений (7)–(8) для системы (3)
и (9)–(10) для системы (4).
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Some generalization of one classical Rössler systems are reviewed and efficacy of Lyapunov functions
plotting for the estimates of these systems attractors dimensions is demonstrated. The estimates of
Lyapunov dimension of attractors for generalized Rössler systems are obtained with their help. For the
local Lyapunov dimensions of attractors for the indicated systems the accurate formulas are cited. For
the extreme occurrence the congruency of topological, Hausdorff, fractal and Lyapunov dimensions of
attractors is obtained. It is also demonstrated, that under standard values of Rössler parameters, the
formules of local Lyapunov dimensions at zero point are congruent with the meanings obtained in numerical
experiments. Refs 16. Figs 2.
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