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Нелинейные уравнения больцмановского типа, описывающие развитие во времени систем
большого количества «частиц» с парным взаимодействием, являются модельными уравнения-
ми во многих отраслях естествознания — динамике разреженных газов, теории коагулирующих
частиц, квантовой физике и т. д. При этом часто единственным методом решения таких урав-
нений является метод Монте-Карло, в той или иной степени имитирующий соответствующий
физический процесс. В то же время вопрос о погрешностях этого метода в данной специфиче-
ской ситуации не может считаться полностью решенным. В настоящей работе рассматривают-
ся однородные уравнения больцмановского типа с постоянным сечением рассеяния и один из
способов их стохастического решения с помощью так называемых (n, 1)-частичных случайных
процессов. Погрешности решения рассматриваются в смысле расстояния по вариации между со-
ответствующими распределениями. Основным результатом статьи является специального вида
оценка погрешности, являющаяся точной во всем классе рассматриваемых уравнений больцма-
новского типа. Другими словами, получена такая оценка сверху погрешности, которая верная
для всех рассматриваемых уравнений и является точной по крайней мере для одного из них.
Библиогр. 7 назв.

Ключевые слова: Метод Монте-Карло, уравнения Больцмана, n-частичные процессы, точ-
ные верхние оценки.

1. Введение. В настоящей работе рассматриваются однородные уравнения
больцмановского типа с постоянным сечением рассеяния (точные определения да-
ны ниже). Такие уравнения (в динамике разреженных газов им соответствуют так
называемые псевдо-максвелловские молекулы) часто используются как модельные
для апробации различных методов решения более сложных реальных задач.

Существует большое число вероятностных способов решения подобных уравне-
ний. Например, описан так называемый столкновительный процесс, дающий несме-
щенные оценки линейных функционалов от решения однородных уравнений больц-
мановского типа [1, гл. 4]. Такой подход, однако, является весьма трудоемким для
моделирования при больших временах.

Более полезным оказывается использование n-мерных (в терминах статьи [2] —
n-частичных) процессов, восходящих к старым работам М. Каца [3] и Г. Маккина [4].

В литературе предложено множество вариантов таких процессов. Здесь мы огра-
ничимся рассмотрением так называемых (n, 1)-процессов (снова в терминологии ста-
тьи [2], определение см. в разделе 3) и будем изучать ошибки, возникающие при
решении уравнений с помощью этих процессов.

В качестве таких ошибок будут рассматриваться расстояния по вариациям между

распределениями µ
(n)
r (t)— совместными распределениями r координат моделируемо-

го n-мерного процесса в момент времени t и мерами ϕ⊗r
t , где ϕt обозначает решение

соответствующего уравнения Больцмана.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант №14-01-00271-а).

551



Иначе говоря, здесь мы изучаем поведение величины ∆r(n, t)
def
= Var

(
µ
(n)
r (t) −

ϕ⊗r
t

)
в зависимости от параметров n, t, r. Вариация ∆r(n, t) (и ее оценки сверху)

имеет не только теоретическое, но и прикладное значение, поскольку (см. [5, гл. III, § 9])

2Var
(
µ(n)
r (t)− ϕ⊗r

t

)
= sup

|f |≤1

∣∣∣
∫
fdµ(n)

r (t)−
∫
fdϕ⊗r

t

∣∣∣, (1)

где супремум в правой части берется по всем измеримым функциям f , по модулю не
превосходящим 1. Например, при r = 1 левая часть (1) соответствует наибольшему
смещению, которое можно получить, оценивая линейный функционал с единичной
нормой, от решения конкретного уравнения больцмановского типа в момент времени
t методом Монте-Карло c помощью рассматриваемого n-частичного процесса.

При r = 2 величина ∆2(n, t) показывает, насколько попарное распределение ко-
ординат n-частичного процесса отличается от своего предельного распределения (это
существенно при изучении дисперсий стандартных Монте-Карловских оценок), а вы-
ражение (1) интерпретирует его при вычисления «двумерных» интегралов в терминах
смещения.

Изучение вариации ∆r(n, t) проводилось многими авторами (некоторые из ста-
тей, посвященных этим вопросам, можно найти в списке литературы). Однако акцент
при этом делался на поведении этой величины при больших n и фиксированном t. В
частности, для (n, 1)-процессов доказано [6], что при фиксированных r и t существуют
такие положительные постоянные cr(t), что

nVar
(
µ(n)
r (t)− ϕ⊗r

t

)
→ cr(t).

Такого рода результаты могут служить основанием для решения методом Монте-
Карло уравнений больцмановского типа.

Здесь же основное внимание посвящено таким оценкам сверху величины ∆r(n, t),
которые являются достижимыми для некоторого уравнения больцмановского типа
при любых n, t и r. Тем самым получаются неулучшаемые (точные в классе всех
уравнений Больцмана) оценки, не зависящие от физической природы конкретного
уравнения.

Отметим, что техника построения достижимых оценок вариации ∆r(n, t) опира-
ется на результаты, полученные в статьях [6] и [7]. Дадим соответствующие опреде-
ления и процитируем нужные нам утверждения из этих работ.

2. Однородные уравнение больцмановского типа. Разложение Вальда.
Перечислим объекты, задающие некоторое однородное уравнение больцмановского
типа.

Пусть фазовое пространствоE — это измеримое пространство с σ-алгеброй E . За-
фиксируем начальное распределение ϕ и функцию T : E ×E2 7→ R— ударную транс-
форманту, являющуюся вероятностной мерой по первому аргументу, и E2-измеримую
по паре остальных. Для любых конечных зарядов µ1 и µ2, определенных на E , поло-
жим

T(µ1, µ2)(dx) =

∫

E2

T (dx; du1, du2)µ1(du1)µ2(du2). (2)

Четверка объектов (E, E , T, ϕ) определяет однородное уравнение больцмановского ти-
па в мерах:

dϕt
dt

= T(ϕt, ϕt)− ϕt, ϕ0 = ϕ. (3)
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Как известно (например, [1, гл. 4]), дифференциальное уравнение (3) имеет един-
ственное положительное решение ϕt, являющееся вероятностной мерой при любом
t ≥ 0.

Для явного представления этого решения нам понадобится ввести понятие упо-
рядоченного бинарного дерева δ с числом узлов разветвления N(δ). Это определение
удобно представить следующим рекуррентным способом.

1. Определим дерево δ = (·) как дерево без узлов разветвления, так что N(δ) = 0.

2. Упорядоченное дерево с одним узлом разветвления имеет вид δ = (·1·). При
этом, естественно, N(δ) = 1.

3. Если δ1 и δ2 — упорядоченные деревья с N(δ1) = p1 и N(δ2) = p2, то следующее
построение дает нам все упорядоченные деревья с p1+p2+1 узлом разветвления:

• из чисел 1, . . . , p1 + p2 выбираются произвольные p1 чисел n1 < . . . < np1 ,
оставшиеся числа обозначаются m1 < . . . < mp2 ;

• каждое число i, 1 ≤ i ≤ p1, участвующее в записи δ1, заменяется на ni,
аналогично каждое число j, участвующее в записи δ2, заменяется на mj ;

получившиеся выражения обозначаются δ̃1 и δ̃2;

• выражение δ = (δ̃1, p1 + p2 + 1, δ̃2) объявляется упорядоченным деревом с
p1 + p2 + 1 узлами разветвления.

Далее, пусть Mp — множество упорядоченных деревьев с p узлами разветвлени-
ями. Тогда, как легко видеть, cardMp = p!.

Каждому упорядоченному бинарному дереву δ сопоставляется вероятностная ме-
ра Bδ по следующему правилу: a) при δ = (·) имеет место равенство Bδ = ϕ, b) если
δ = (δ̃1, p1 + p2 + 1, δ̃2), то Bδ = T(Bδ1 , Bδ2).

Имеет место следующее утверждение, носящее название разложения Вальда.
Предложение 1. Вероятностное решение ϕt уравнения (3) может быть пред-

ставлено в виде

ϕt =

∞∑

p=0

e−t(1− e−t)pDp,p+1, (4)

где

Dp,p+1 =
1

p!

∑

δ∈Mp

Bδ. (5)

Представление (4) было использовано, например в [7]; несколько другую форму
разложения Вальда можно найти в [1, гл. 4]). Как следует из (5), Dp,p+1 представляет
собой равномерную смесь из вероятностных мер, которые соответствуют упорядочен-
ным бинарным деревьям с p узлами разветвления.

Взяв прямое произведение левых и правых частей (4), мы получим обобщение
разложение Вальда для ϕ⊗r

t :

ϕ⊗r
t =

∞∑

p=0

Cpp+r−1 e
−rt(1− e−t)pDp,p+r, (6)
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где Dp,p+r — смесь вероятностных мер, которые соответствуют множествам из r непе-
ресекающихся деревьев с суммарным количеством узлов разветвления p. Например,
при r = 2

Dp,p+2 =
1

(p+ 1)!

∑

p1+p2=p

∑

δ1∈Mp1

∑

δ2∈Mp2

Bδ1 ⊗Bδ2 .

3. Случайный (n, 1)-процесс. Случайный (n, 1)-процесс ξ(n)(t) является од-
нородным марковским чисто скачкообразным процессом с фазовым пространством
(En, En), который определяется следующим образом (см., например, [6]):

1) начальное распределение процесса есть ϕ⊗n;

2) отрезки времени между скачками независимы и имеют показательное распре-
деление Exp(n) со средним 1/n;

3) переходная функция скачков имеет вид

Tn(dy1, . . . , dyn ; x1, . . . , xn) =
1

n(n− 1)

∑

i6=j
T (dyi;xi, xj)δx(−i)(dy(−i)),

где x(−i) = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) и y(−i) определено аналогичным образом.

Тем самым введенный процесс определяется однозначно по четверке (E, E , T, ϕ).
Замечание 1. Процесс ξ(n)(t) =

(
ξ
(n)
{1}(t), . . . , ξ

(n)
{n}(t)

)
можно для наглядности

описать на алгоритмическом языке движущихся частиц.
В начальный момент эти частицы имеют независимые координаты, распределе-

ние каждой из которых которой равно ϕ. Через время, экспоненциально распределен-
ное с параметром n, происходит «столкновение» двух случайно выбранных частиц с
номерами i и j. А именно, если их координаты до столкновения были xi и xj соот-
ветственно, то в результате столкновения изменяется координата xi первой частицы,
которая после столкновения приобретает случайное положение x′i, имеющее распре-
деление T ( · ;x1, x2).

Для дальнейшего нам понадобятся некоторые понятия и результаты, использо-
ванные в том числе в [6]. Пусть L ⊂ {1, . . . , n} c cardL = r > 0. Поскольку совместное
распределение любых различных r координат (n, 1)-процесса в момент времени t оди-

наково, обозначим через µ
(n)
r (t) совместное распределение первых r координат про-

цесса ξ(n)(t) =
(
ξ(n,1)(t), . . . , ξ(n,n)(t)

)
. Иначе говоря, положим µ

(n)
r (t) = L

(
ξ
(n)
L (t)

)
, где

ξ
(n)
L (t)=

(
ξ(n,1)(t), . . . , ξ(n,r)(t)

)
, а L

(
η) обозначает распределение случайной величины

η.

4. Конфигурации. При изучении структуры распределения µ
(n)
r (t) в [6] вво-

дятся специальные объекты, названные конфигурациями.
Определение 1. Пусть p, q ≥ 0, L ⊂ {1, . . . , n} и cardL > 0. Последователь-

ность
(
a1, . . . , aq, (α1, β1), . . . , (αp, βp)

)
называется конфигурацией, связанной мно-

жеством L, если выполнены следующие условия:

• aj ∈ L, причем a1 < . . . < aq;

• αi 6= βi, причем αi, βi ∈ {1, . . . , n};
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• для любого x ∈ L \ {a1, . . . , aq} существует такое i ∈ {1, . . . , p}, что αi = x;

• αp ∈ L. Если αi /∈ L для i ∈ {1, . . . , p−1}, то существует такое j ∈ {i+1, . . . , p},
что βj = αi.

Конфигурацию, связанную множество L, будем обозначать κL.
Если κL = (a1, . . . , aq, (α1, β1), . . . , (αp, βp)), то число p будем называть длиной

конфигурации и писать len(κ
(n)
L )= p. Мощностью конфигурации pow(κ

(n)
L ) будем на-

зывать мощность множества L ∪ {a1, . . . , ap} ∪ {b1, . . . , bp}. Множество всех конфи-
гураций с длиной p и мощностью m будем обозначать Mp,m. Нетрудно видеть, что
Mp,p+1 можно отождествить с Mp.

Вектор ((α1, β1), . . . , (αp, βp)) называется вектором столкновений конфигурации
κL. Отметим, что при r=1 вектор столкновений полностью определяет всю конфи-
гурацию.

В множестве всех конфигураций вводится следующее отношение эквивалентно-
сти, которое разбивает множество конфигураций на непересекающиеся классы.

Определение 2. Будем считать конфигурации

κL = (a1, . . . , aq, (α1, β1), . . . , (αp, βp)) и κ′L = (a′1, . . . , a
′
q, (α

′
1, β

′
1), . . . , (α

′
p, β

′
p)),

связанные множеством L, эквивалентными, если выполняются следующие требо-
вания:

• ai = a′i для любого i ∈ {1, . . . , q};

• если αi ∈ L \ {a1, . . . , aq} или α′
i ∈ L \ {a1, . . . , aq}, то αi = α′

i; аналогичное
требование имеет место и для βi, β

′
i;

• пусть K — множество всех элементов в записи конфигурации κL, а K ′ — в
записи κ′L; тогда card{K} = card{K ′} и существует биективное отображение
π : K → K ′, такое что αi = π(α′

i) и βi = π(β′
i) для любого i.

Если κL — конфигурация, то класс конфигураций, эквивалентных κL, будем обо-
значать κ̂L. Соответственно M̂p,m будет означать множество классов эквивалентных
конфигураций, имеющих длину p и мощность m.

Дополнительно разделим конфигурации на два класса.
Определение 3. Будем говорить, что конфигурация κL с r = card{L} является

T-конфигурацией, если len(κL) + r = pow(κL). В противном случае будем называть
эту конфигурацию NT-конфигурацией.

Замечание 2. Связь конфигураций с (n, 1)-процессами подробно описана в [6, 7].
Нам здесь важно подчеркнуть, что при фиксированных n, L и t траектория процесса

ξ(n)(s) при s ≤ t однозначно определяет случайную конфигурацию κ
(n)
L (t), связанную

координатами процесса с номерами из множества L.
А именно, зафиксируем некоторую траекторию (n, 1)-процесса до момента вре-

мени t и рассмотрим историю столкновений всех частиц этого процесса. Если запи-
сывать эти столкновения (точнее, номера частиц, участвовавших в столкновениях) в
их естественном порядке, то, как нетрудно видеть, у нас получится некоторая пол-
ная конфигурация, где запись (αi, βi) интерпретируется как столкновение частицы с
номером αi и βi, при этом меняется координата первой частицы с номером αi. Что
касается чисел aj , то это номера тех частиц, которые не участвовали в столкновениях
за время t.
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Если же интересоваться только историей частиц с номерами из множества L и
последовательно записывать в строчку те столкновения, которые прямо или косвенно
повлияли (через ударную трансформанту T ) на положение этих частиц, то мы придем
к понятию конфигурации, связанной множеством L.

5. Погрешности, порождаемые (n, 1)-процессом. Для получения основно-
го результата работы (теорема 2 настоящего раздела) нам понадобятся следующие
утверждения, использованные при доказательстве теоремы 4.1 в [6]. Для удобства
эти утверждения собраны здесь в следующие лемму 1 и теорему 1.

Лемма 1. Пусть κ— некоторая конфигурация, связанная множеством L, при-

чем len(κ) = p > 0 и r = card{L} > 0. Обозначим At
κ( · ) = P

(
ξ
(n)
L (t) ∈ · |κ(n)L (t) = κ

)
.

Имеют место следующие утверждения:
1) распределение At

κ( · ) не зависит от t (и поэтому будет обозначаться Aκ( · ));
2) если κ и κ′ принадлежат одному классу эквивалентности, то Aκ( · ) = Aκ′( · );
3) имеет место равенство

1

card{M̂p,p+r}
∑

κ̂∈M̂p,p+r

Aκ = Dp,p+r, (7)

где Dp,p+r — распределения в правой части суммы Вальда (6).
Положим

αr(n, p,m) =





1 при p = 0 или m = r = 1;

(n− 1)−p
m−2∏

i=r−1

(n− 1− i) при p > 0, r < m ≤ min
(
p+ r, n)

0 в противном случае

и mi = card
(
L ∪ {ai+1, . . . , ap} ∪ {bi+1, . . . , bp}

)
.

Теорема 1. Пусть κ— некоторая конфигурация, связанная множеством L,
причем len(κ) = p > 0. Если r = card{L}, то

P
(
ξ
(n)
L (t) ∈ · , κ(n)L (t) ∈ κ̂

)
= Aκ( · ) e−rtαr(n, p,m)

∫

T (p,t)

e−
∑p

i=1 si(mi−1−mi) ds,

где T (p, t) = {(s1, . . . , sp) : 0 ≤ s1 ≤ . . . ≤ sp ≤ t} и s = (s1, . . . , sp).
На основе утверждений леммы 1 и теоремы 1 можно построить нужное нам пред-

ставление распределения µ
(n)
r (t).

Предложение 2. Имеет место равенство

µ(n)
r (t) =

n−r∑

p=0

αr(n, p, p+ r)Cpp+r−1 e
−rt(1− e−t)pDp,p+r + pNTDNT, (8)

где DNT = L
(
ξ
(n)
L (t) |κ(n)L (t) ∈ NT

)
, pNT = P

(
κ
(n)
L (t) ∈ NT

)
, а распределения Dp,p+r

являются элементами смеси в r-мерной сумме Вальда (6).
Доказательство. Ясно, что

P
(
ξ
(n)
L (t) ∈ ·

)
=
∑

κ̂∈T̂

P
(
ξ
(n)
L (t) ∈ · , κ(n)L (t) ∈ κ̂

)
+ pNT P

(
ξ
(n)
L (t) ∈ · |κ(n)L (t) ∈ NT

)
,
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где T̂— множество классов эквивалентных конфигураций, представители которых яв-
ляются T-конфигурациями. По теореме 1, переходя от множестваMp,m конфигураций

к множеству M̂p,m их классов эквивалентности, получим, что

∑

κ̂∈T̂

P(ξ
(n)
L (t) ∈ · , κ(n)L (t) ∈ κ̂) =

n−r∑

p=0

e−rtαr(n, p, p+ r)

∫

T (p,t)

e−
∑p

i=1 sids
∑

κ̂∈M̂p,p+r

Aκ( · ).

Заметим, что card{M̂p,p+r} = (p+ r− 1)!/(r− 1)!. Используя лемму 1 и равенство

p!

∫

T (p,t)

e−
∑p

i=1 sids = (1 − e−t)p ,

приходим к равенству (8). �
На основании разложения (8) можно доказать следующее неравенство, являю-

щееся основным для дальнейшего.

Следствие 1. Пусть ϕt — решение уравнения (3) и µ
(n)
r (t)— совместное распре-

деление координат ξ(n,1)(t), . . . , ξ(n,r)(t) случайного (n, 1)-процесса. Тогда при n ≥ r

Var
(
µ(n)
r (t)− ϕ⊗r

t

)
≤ pNT, (9)

где

pNT = 1−
n−r∑

p=0

αr(n, p, p+ r)Cpp+r−1 e
−rt(1− e−t)p (10)

и

αr(n, p, p+ r) =

p+r−2∏

i=r−1

(
1− i

n− 1

)
.

Доказательство. Обозначим βr(n, p, p+ r) = 1− αr(n, p, p+ r) и отметим, что
0 < βr(n, p, p+ r) < 1 при n ≥ r и p < n− r + 1. Используя (6) и (8), мы видим, что

ϕ⊗r
t − µ(n)

r (t) =

∞∑

p=0

Cpp+r−1 e
−rt(1− e−t)pDp,p+r−

−
n−r∑

p=0

αr(n, p, p+ r)Cpp+r−1 e
−rt(1− e−t)pDp,p+r − pNTDNT =

=

n−r∑

p=0

βr(n, p, p+ r)Cpp+r−1 e
−rt(1− e−t)pDp,p+r+

+
∞∑

p=n−r+1

Cpp+r−1e
−rt(1− e−t)pDp,p+r−pNTDNT = pNT

(
DT −DNT

)
,

где DT и DNT — некоторые вероятностные меры, причем DT является смесью распре-
делений Dp,p+r, а DNT — смесью распределений Aκ с κ ∈ NT.
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Поскольку Var
(
DT −DNT

)
≤ 1 и

pNT =

n−r∑

p=0

βr(n, p, p+ r)Cpp+r−1 e
−rt(1− e−t)p +

∞∑

p=n−r+1

Cpp+r−1e
−rt(1− e−t)p =

= 1−
n−r∑

p=0

αr(n, p, p+ r)Cpp+r−1 e
−rt(1 − e−t)p,

утверждение доказано. �
Теперь наша цель — доказать, что существует такое уравнение вида (3) (иначе

говоря, такая четверка (E, E , T, ϕ)), что неравенство (9) превращается в равенство.
Из доказательства следствия 1 видно, что неравенство (9) превращается в равен-

ство, если распределение DT имеет с распределением DNT дизъюнктные носители. В
отличие от величины правой части неравенства (9), это свойство существенно зависит
от четверки (E, E , T, ϕ), определяющей конкретный вид уравнения (3).

Приведем пример, показывающий, что четверки (E, E , T, ϕ), доставляющие дизъ-
юнктность носителям мер DT и DNT, существуют.

Обозначим снова ξ
(n)
L (t) = (ξ(n,1)(t), . . . , ξ(n,r)(t)). Кроме того, для любого собы-

тия C, порожденного (n, 1)-процессом, будем писать Px(C) вместо P(C | ξ(n)(0) = x).
Лемма 2. Если существует такое B ∈ Er, что для любых κ1 ∈ T и κ2 ∈ NT

Px

(
ξ
(n)
L (t) ∈ B |κ(n)L (t) = κ1

)
= 1 и Px

(
ξ
(n)
L (t) ∈ B |κ(n)L (t) = κ2

)
= 0 (11)

для ϕ⊗n-почти всех x ∈ En, то распределения DT и DNT имеют дизъюнктные но-
сители.

Доказательство. Из (11) сразу же получаем, что для ϕ⊗n-почти всех x ∈ En

Px

(
ξ
(n)
L (t) ∈ B, κ

(n)
L (t) = κ1

)
= Px

(
κ
(n)
L (t) = κ1

)
и Px

(
ξ
(n)
L (t) ∈ B, κ

(n)
L (t) ∈ NT

)
= 0.

Интегрируя полученные равенства по мере ϕ⊗n(dx), приходим к тому, что

P
(
ξ
(n)
L (t) ∈ B |κ(n)L (t) = κ1

)
= 1 и P

(
ξ
(n)
L (t) ∈ B |κ(n)L (t) ∈ NT

)
= 0.

Согласно обозначениям леммы 1 первое из этих равенств переписывается в виде
Aκ1(B) = 1 (здесь κ1 ∈ T), а второе означает, что DNT(B) = 0.

Учитывая (7), мы приходим к выводу, что Dp,p+r(B) = 1 при любом p, и DT(B) =
1, поскольку распределение DT является смесью распределений Dp,p+r. �

Перейдем теперь к построению нужной нам четверки (E, E , T, ϕ). Общая идея
построения состоит в том, чтобы получившиеся распределения Aκ (которые полно-
стью определяются этой четверкой) были бы в некотором смысле сосредоточены на
классе эквивалентных конфигураций κ̂, которому принадлежит κ.

1. Множество E. Элементы множества E будут обозначаться буквой χ. Кроме то-
го, нам понадобятся две целочисленные функции, определенные на E: каждому
χ ∈ E будет сопоставляться его длина len(χ) и мощность pow(χ).

По определению множество E имеет вид E = ∪k≥0Ek, где E0 = {(x), x ∈ R},
причем len(χ) = 0 и pow(χ) = 1 при χ ∈ E0.

При k ≥ 1 Ek состоит из элементов χ = (x, Z), где x ∈ R и Z = (z(1), . . . , z(k)),

причем z(i) = (z
(i)
1 , z

(i)
2 ) ∈ R

2 обладают следующими свойствами:
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• z
(k)
1 = x;

• при k ≥ 2 из того, что для 1 ≤ i ≤ k − 1 имеет место равенство z
(i)
1 6= x,

следует, что z
(j)
1 = x при некотором j > i.

При этом len(χ)=k, а pow(χ) является числом различных элементов вида x, z
(j)
i ,

входящих в χ. В частности, len(χ)=0 и pow(χ) = 1 при k = 0.

2. Сигма-алгебра E. Эта σ-алгебра определяется своими сужениями на множества
Ek, индуцированными борелевскими σ-алгебрами подмножеств R

2k+1.

3. Ударная трансформанта T имеет вид T ( · ;χ1, χ2) = 1Φ(χ1,χ2)( · ), где функция
Φ : E2 7→ E1 определяется следующим образом:

• если χ1 = (x1) и χ2 = (x2), то χ = Φ(χ1, χ2) = (x1, Z) с Z = (x1, x2);

• если χ1 = (x1) и χ2 = (x2, Z2) с len(χ2) > 0, то χ =
(
x1, Z2, (x1, x2))

)
;

• если χ1 = (x1, Z1) с len(χ1) > 0 и χ2 = (x2), то χ =
(
x1, (Z1, (x1, x2))

)
;

• если χ1 = (x1, Z1) и χ2 = (x2, Z2) с len(χ1), len(χ2) > 0, то χ =(
x1, (Z1, Z2, (x1, x2))

)
.

Нетрудно показать, что область значений определенного таким образом отобра-
жения Φ действительно является подмножеством E, причем len(χ) = len(χ1) +
len(χ2) + 1.

4. Начальное распределение ϕ сосредоточено в E0 и определяется произвольным
непрерывным распределением в R.

Полученную четверку (E, E , T, ϕ) будем называть конфигурационной четверкой.
Теорема 2. Если уравнение (3) задано конфигурационной четверкой (E, E , T, ϕ),

то для любых n, t и r ≤ n неравенство (9) превращается в равенство.
Доказательство. Приведем лишь общую схему доказательства, опуская гро-

моздкие детали.
Рассмотрим точку x =

(
(x1), . . . , (xr)

)
∈ Er0 и некоторую конфигурацию κ, свя-

занную множеством L = {1, . . . , r}. Тогда условное распределение Lx,κ

(
ξ
(n)
L (t)

) def
=

Px

(
ξ
(n)
L (t) ∈ · |κ(n)L (t) = κ

)
оказывается сосредоточенным в некоторой точке χ(r) ∈ Er.

Например, пусть r = 3 и κ = (3; (1, 5), (2, 4), (1, 5), (1, 2)), так что len(κ) = 4 и
pow(κ) = 5. Тогда χ(r) = (χ1, χ2, χ3), где

χ1 =
(
x1; (x1, x5), (x1, x5), (x1, x2)

)
, χ2 =

(
x2; (x2, x4)

)
и χ3 = (x3).

Определим для r > 1 и описанных χ(r) понятие длины и конфигурации. Положим
len(χ(r)) = len(κ) и введем pow(χ(r)) как число различных вещественных чисел вида

xi, z
(i)
ℓ , входящих в χ(r).
Кроме того, потребуем дополнительно, чтобы xi 6= xj при i 6= j. Тогда, как

нетрудно видеть, pow(χ(r)) = pow(κ). Более того, при r = 1 такое определение будет
совпадать с приведенным выше, а в случае κ ∈ T имеет место равенство len(χ(r)) =∑r

i=1 len(χi), где χ(r)=(χ1, . . . , χr).

Отсюда легко следует, что условные распределения Lx,κ1

(
ξ
(n)
L (t)

)
и Lx,κ2

(
ξ
(n)
L (t)

)

будут сосредоточены в несовпадающих точках Er, если только длины и/или мощно-
сти конфигураций κ1 и κ2 различны.
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Следовательно, при выборе B = {χ∈Er : pow(χ)=len(χ)+ r} из-за непрерывно-
сти распределения ϕ выполняются равенства (11). �

Таким образом, в неравенстве (9) правая часть оказывается достижимой и тем
самым величины pNT, определяемые равенством (10), могут служить характеристи-
ками точности решения уравнения (3) с помощью (n, 1)-процессов.
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stochastic algorithms is not completely investigated. The paper is devoted to homogeneous equations
of Boltzmann type with bounded total cross-sections. These equations are solved with the help of the
so-called (n, 1)-processes, the error of such a solution is measured in variation norm. We present the upper
bound of this variation and prove that it is precise in the class of all equations of Boltzmann type. In
other words, this upper bound holds for all the equations under consideration and is achieved for some of
them. Refs 7.

Keywords: Monte Carlo methods, Boltzmann equations, n-particle processes, exact upper bounds.
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