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Предложен вывод уравнений свободных колебаний балки-полоски, изготовленной из ани-
зотропного материала общего вида, основанный на асимптотическом разложении неизвестных
функций по степеням малой относительной тонкостенности. Ранее вывод этих уравнений был
основан на обобщенных гипотезах Тимошенко—Рейсснера. В рассматриваемой задаче попереч-
ные и продольные колебания оказываются связанными между собой, однако эта связь является
слабой. Поэтому в нулевом приближении рекомендуется игнорировать эту связь и рассматри-
вать балку как изотропную с приведенным модулем Юнга, учитывающим анизотропию. Биб-
лиогр. 14 назв. Табл. 1.
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1. Введение. Выводу двухмерных приближенных моделей тонких пластин и
оболочек из трехмерных уравнений теории упругости посвящены многочисленные ис-
следования, из которых назовем монографии [1–4]. Для трансверсально-изотропного
материала указанная задача рассмотрена в [5, 6]. В [1–3, 5, 6] рассмотрены частные
случаи анизотропии, при которых срединная плоскость является плоскостью симмет-
рии упругих свойств материала. Анизотропия общего вида (с 21 упругим модулем)
возникает при армировании пластины нитями, расположенными под углом к поверх-
ности пластины [7], а также имеет место в многослойных нанотрубках [9]. Показано
[7, 8, 10], что использование как гипотез Кирхгофа—Лява, так и гипотез Тимошенко—
Рейсснера в случае анизотропии общего вида не приводит к корректным уравнениям
изгиба и поперечных колебаний в сравнении с асимптотическим решением трехмер-
ных уравнений и предложена обобщенная гипотеза Тимошенко—Рейсснера. С приме-
нением этой гипотезы были выведены и исследованы двухмерные уравнения анизо-
тропных оболочек [11, 12].

Ниже предложен другой вывод системы одномерных уравнений, описывающих
малые свободные колебания анизотропной балки-полоски, из уравнений плоской зада-
чи теории упругости. Этот метод (в отличие от применявшегося ранее метода гипотез)
основан на асимптотическом разложении по степеням малого параметра относитель-
ной тонкостенности. Построено два первых приближения, которые уточняют уравне-
ния, получающиеся при использовании метода гипотез, а также позволяют оценить
их асимптотическую погрешность. Уравнения колебаний балки в случае анизотропии
общего вида не распадаются на уравнения продольных и поперечных колебаний. Для
двух вариантов граничных условий исследованы особенности спектра частот свобод-
ных колебаний балки, связанные с ее анизотропией.

2. Уравнения равновесия и соотношения упругости. Рассмотрим задачу
о свободных колебаниях балки-полоски 0 ≤ x ≤ L, −h/2 ≤ z ≤ h/2 из анизотропного
материала общего вида. Лицевые плоскости z = ±h/2 считаем свободными, а на
концах x = 0 и x = L рассматриваем различные варианты граничных условий.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант №13.01.00523а).
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Уравнения равновесия и соотношения упругости после отделения зависящего от
времени t множителя eiωt (ω — частота колебаний) принимают вид

∂ σ11
∂x

+
∂ σ13
∂z

+ ρω2u = 0,
∂ σ13
∂x

+
∂ σ33
∂z

+ ρω2w = 0; (2.1)

σ11 = E11ε11 +H1ε13 + E13ε33,

σ13 = H1ε11 +G13ε13 +H3ε33,

σ33 = E13ε11 +H3ε13 + E33ε33,

(2.2)

ε11 =
∂u

∂x
, ε13 =

∂u

∂z
+
∂w

∂x
, ε33 =

∂w

∂z
, (2.3)

где u(x, z), w(x, z)— проекции перемещения, σjk(x, z), εjk(x, z)— напряжения и де-
формации,

E11, E13, E33, G13, H1, H3 (2.4)

— модули упругости, причем для ортотропного материала H1 = H3 = 0. Предполага-
ется, что плотность упругой энергии

2Π = E11ε
2
11 +G13ε

2
13 + E33ε

2
33 + 2E13ε11ε33 + 2H1ε11ε13 + 2H3ε13ε33 (2.5)

является положительно определенной.
Граничные условия на лицевых поверхностях имеют вид

σ13 = σ33 = 0 при z = ±h/2. (2.6)

3. Система уравнений свободных колебаний балки, полученная мето-
дом гипотез. В [8] для вывода одномерных уравнений равновесия и колебаний балки
были приняты гипотезы о равенстве нулю нормальных напряжений,

σ33 = 0, (3.1)

и о распределении деформаций поперечного сдвига

ε13 = γ0 + γ1
z

h
+ γ2

(
z2

h2
− 1

12

)
, (3.2)

где γ0 — средний угол сдвига, а коэффициенты γ1 и γ2 подбираются таким образом,
чтобы граничные условия (2.6) были выполнены. Также было принято, что w(x, z) ≈
w0(x).

Исключая деформацию ε33 из соотношений (2.2), получаем

σ11 = E∗
11ε11 +H∗

1 ε13, σ13 = H∗
1ε11 +G∗

13ε13, (3.3)

где

E∗
11 = E11 −

E2
13

E33
, H∗

1 = H1 −
E13H3

E33
, G∗

13 = G13 −
H2

3

E33
. (3.4)
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Выбирая постоянные интегрирования по z таким образом, чтобы u0(x) и w0(x)
были равны средним по сечению тангенциальным и нормальным перемещениям, на-
ходим

u(x, z) = u0(x) + γ0(x)z + γ1(x)h

(
z2

2h2
− 1

24

)
+ γ2(x)

(
z3

3h2
− z

12

)
− z

dw0

dx
,

ε11 =
du0
dx

+
dγ0
dx

z +
dγ1
dx

h

(
z2

2h2
− 1

24

)
+
dγ2
dx

(
z3

3h2
− z

12

)
− z

d2w0

dx2
,

σ11 = E∗
11ε11 +H∗

1 ε13, σ13 = H∗
1 ε11 +G∗

13ε13.

(3.5)

Теперь условия (2.6) дают

H∗
1

dϕ

dx
+G∗

13

γ1
h

= 0, H∗
1

du0
dx

+G∗
13

(
γ0 +

γ2
6

)
= 0, ϕ = γ0 −

dw0

dx
. (3.6)

Во втором соотношении (3.6) малое слагаемое (H∗
1h/12) (dγ1/dx) опущено.

Интегрирование по толщине уравнений (2.1), а также интегрирование первого
уравнения (2.1), умноженного на z, дает систему уравнений колебаний балки

dP1

dx
+ ρhω2u0 = 0,

dQ1

dx
+ ρhω2w0 = 0,

dM1

dx
−Q1 + Jω2

(
ϕ− γ2

30

)
= 0, J =

ρh3

12
,

(3.7)

где введены продольное усилие P1(x), перерезывающее усилие Q1(x) и изгибающий
момент M1(x), вычисляемые по формулам

P1 =

∫ h/2

−h/2
σ11dz = E∗

11h
du0
dx

+H∗
1hγ0, Q1 =

∫ h/2

−h/2
σ13dz = H∗

1h
du0
dx

+G∗
13hγ0,

M1 =

∫ h/2

−h/2
zσ11dz =

E∗
11h

3

12

(
dϕ

dx
− 1

30

dγ2
dx

)
+
H∗

1h
3γ1

12
.

(3.8)
После преобразований система уравнений (3.7) записывается в виде [8]

d2u0
dx2

= −ρω
2

E∗∗
11

(
u0 −

H∗
1

G∗
13

w0)

)
,

dγ0
dx

= − ρω2

E∗∗
11G

∗
13

(E∗
11w0 −H∗

1u0),

−E
∗∗
11h

3

12

d4w0

dx4
+ ρhω2w0 − Jω2

((
1 +

E∗
11

kG∗
13

)
d2w0

dx2
+
ρω2w0

kG∗
13

)
= 0,

(3.9)

где

k =
5

6
, E∗∗

11 = E∗
11 −

(H∗
1 )

2

G∗
13

. (3.10)

Возможные варианты граничных условий следуют из таблицы:

u0 = 0 или P1 = 0,

w0 = 0 или Q1 = 0,

ϕ = 0 или M1 = 0,

(3.11)

в которой слева стоят условия заделки, а справа — условия свободного края.
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Второе уравнение (3.9) для угла сдвига γ0 включено в систему (3.9) в связи с
тем, что в силу (3.8) от угла сдвига зависят величины P1 и Q1, входящие в граничные
условия (3.11).

Ниже дается другой вывод одномерной системы уравнений малых свободных
колебаний анизотропной балки.

4. Преобразование системы уравнений. Построим решение системы уравне-
ний (2.1)–(2.3) свободных колебаний, не прибегая к гипотезам о распределении пере-
мещений и напряжений по толщине балки. Для построения приближенного решения
используется метод асимптотического интегрирования [6, 8, 13, 14], основанный на
предположении о малости толщины по отношению к длине волны продольной де-
формации.

Перейдем к безразмерным координатам по формулам

{z, u, w} = h{ẑ, û, ŵ}, {σij , Eij , G13, Hi} = E{σ̂ij , Êij , Ĝ13, Ĥi}, λ =
L2ρω2

E
,

(4.1)
где E — характерное значение модулей упругости, λ— искомый параметр частоты.
Далее значок «̂» опускаем. Тогда система уравнений (2.1)–(2.3) запишется в виде

∂w

∂z
= µε33,

∂u

∂z
= µ(−∂xw + ε13),

∂ σ13
∂z

= −µ (∂xσ11 + λu) ,
∂ σ33
∂z

= −µ
(
∂xσ13 + ρω2w

)
,

(4.2)

где

µ =
h

L
, ∂x( ) ≡

∂( )

∂x
.

Основными неизвестными в системе (4.2) являются функции w, u, σ13, σ33. С
учетом формул (2.2) выразим правые части системы (4.2) через основные неизвест-
ные. Тогда получим

∂w

∂z
= µ (c1∂xu+K1σ13 +K2σ33) ,

∂u

∂z
= µ (−∂xw + c2∂xu+K3σ13 +K1σ33) ,

∂ σ13
∂z

= −µ
(
E∗∗

11∂
2
xu− c2∂xσ13 − c1∂xσ33 + λu

)
= X3,

∂ σ33
∂z

= −µ (∂xσ13 + λw) = X4,

(4.3)

где E∗∗
11 то же, что и в (3.10),

c1 =
H1H3 − E13G13

∆
, c2 =

E13H3 − E33H1

∆
,

K1 = −H3

∆
, K2 =

G13

∆
, K3 =

E33

∆
, ∆ = G13E33 −H2

3 .

(4.4)

Система (4.3) интегрируется по z методом итераций. При интегрировании пер-
вых двух уравнений появляются произвольные функции w0(x) и u0(x) переменной x,
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которые затем находятся из условий совместности третьего и четвертого уравнений
(4.3),

〈X3〉 = 0, 〈X4〉 = 0, 〈X〉 ≡
∫ 1/2

−1/2

Xdz, (4.5)

следующих из граничных условий σ13 = σ33 = 0 при z = ±1/2.
Предполагаем, что все упругие модули имеют один асимптотический порядок.

Тогда коэффициенты E∗∗
11 , ci,Kj в системе (4.3) имеют порядок единицы. При постро-

ении нулевого приближения берем только главные слагаемые правых частей, а при
построении первого — слагаемые следующего порядка малости. При этом учитываем
порядки основных неизвестных:

w ∼ 1, u ∼ µ, σ13 ∼ µ2, σ33 ∼ µ3. (4.6)

Нaходим в нулевом приближении w = w0(x), u = u0(x) − µz ∂xw0(x). Условие
совместности третьего уравнения (4.3)

E∗∗
11∂

2
xu0 + λu0 = 0. (4.7)

Далее

σ13 = µ2 4z
2 − 1

8
(E∗∗

11∂
3
xw0 + λ∂xw0).

Условие совместности четвертого уравнения (4.3)

−µ
2E∗∗

11

12
∂4xw0 + λw0 −

µ2λ

12
∂2xw0 = 0. (4.8)

Теперь находим

σ33 = µλ
z(4z2 − 1)

2
w0. (4.9)

Уравнения (4.7) и (4.8) образуют нулевое приближение, причем продольные и
поперечные колебания разделяются. Несмотря на анизотропию, эти уравнения со-
держат только один эквивалентный модуль упругости E∗∗

11 . В уравнение (4.8) ока-
зались включенными силы инерции вращательного движения поперечных волокон,
которые имеют меньший порядок малости по µ по сравнению с другими слагаемыми.
В главных членах уравнение (4.8) совпадает с третьим уравнением (3.9), полученным
методом гипотез. Первое уравнение (3.9) по сравнению с уравнением (4.7) содержит
дополнительное слагаемое, в результате чего продольные и поперечные колебания
связаны.

5. Построение первого приближения. Первые два уравнения (4.3) дают

w =w0 + µc1z∂xu0 − µ2c1
z2

2
∂2xw0,

u =u0 + µc2z∂xu0 + µ2(c1 + c22)
z2

2
∂2xu0−

− µz∂xw0 + µ3c1
z3

6
∂3xw0 +K3µ

3 4z
3 − 3z

24
(E∗∗

11∂
3
xw0 + λ∂xw0).

(5.1)

Условие совместности третьего уравнения (4.3) дает

E∗∗
11∂

2
xu0 + λ(u0 + c2w0) = 0. (5.2)
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Находим напряжение сдвига σ13 и условие совместности четвертого уравнения (4.3):

σ13 =

∫ z

−1/2

X3dz,

∫ 1/2

−1/2

(λw − ∂xX3z)dz = 0. (5.3)

После упрощений вычисления дают

−µ
2E∗∗

11

12
∂4xw0 + λw0 − λµ2∂2xw0

(
1 + c22
12

+
K3E

∗∗
11

10
− c1

24

)
= 0. (5.4)

Если считать λ ∼ µ2, ∂x ∼ 1 (последняя оценка означает, что функция w0(x) не меня-
ет своего асимптотического порядка при дифференцировании), то в уравнении (5.4)
сохранены все слагаемые порядка µ2 и µ4 и опущены слагаемые меньшего порядка.

Как и уравнения (3.9), полученные методом гипотез, уравнения (5.2) и (5.4) опи-
сывают продольные и поперечные колебания балки. С учетом обозначений (3.4) и
(4.4) уравнение (5.2) совпадает с первым уравнением (3.9), а уравнение (5.4) отлича-
ется от третьего уравнения (3.9) малыми слагаемыми.

Предложенный здесь асимптотический вывод уравнений в нулевом приближении
сразу дает искомую систему уравнений, в то время как метод гипотез приводит к
более сложной системе, которую еще нужно упрощать.

В работах [6, 8] исследуется дисперсионное уравнение для бесконечно длинной
балки, а ниже рассмотрены колебания балки конечной длины.

6. Уравнения свободных колебаний. При переходе к безразмерным коор-
динатам по формулам (4.1) модуль упругости E не был зафиксирован. Положим
E = E∗∗

11 . Тогда уравнения (5.2) и (5.4) запишутся в виде

d2u0
dx2

+ λ(u0 + c2w0) = 0, λ =
L2ρω2

E∗∗
11

,

−µ
2

12

d4w0

dx4
+ λ

(
w0 − µ2c

d2w0

dx2

)
= 0, c =

1 + c22
12

+
K3E

∗∗
11

10
− c1

24
.

(6.1)

Располагая найденным выше распределением неизвестных функций по толщине
балки, запишем выражения для граничных значений более точные, чем (3.11), при
этом используем средние по толщине значения соответствующих функций:

— для жестко закрепленного края

〈u〉 = u0 +
µ2(c1 + c22)

24

d2u0
dx2

= 0,

〈w〉 = w0 −
µ2c1
24

d2w0

dx2
= 0,

〈z u〉 = − µ

12

(
dw0

dx
− c2

du0
dx

+ µ2 4K3 − c1
40

d3w0

dx3

)
= 0;

(6.2)
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— и для свободного края

〈σ11〉 =
du0
dx

+ µ2

(
(c1 + c22)

24

d3u0
dx3

+
c2
12

d3w0

dx3

)
= 0,

〈σ13〉 = −µ
2

12

(
∂3w0

dx3
+ λ

(
1 + c22 +

6K3E
∗∗
11

5

)
dw0

dx

)
= 0,

〈z σ11〉 = − µ

12

(
d2w0

dx2
− c2

d2u0
dx2

+ µ2 4K3 − c1
40

∂4w0

dx4
− λc1

5
w0

)
= 0.

(6.3)

В выражениях (6.2) и (6.3) удержаны главные слагаемые и слагаемые порядка µ2 по
сравнению с ними.

Перемещения u0 и w0 связаны друг с другом в уравнениях (6.1) и в граничных
условиях (6.2), (6.3) только через коэффициент c2, который отличен от нуля только
в случае анизотропии общего вида. Для изотропного или ортотропного материала
H1 = H3 = 0 и в силу формулы (4.4) c2 = 0.

7. Решение краевых задач. Найдем частоты и формы колебаний для ряда
вариантов граничных условий при x = 0 и x = 1. Рассмотрим балку из анизотропного
материала, получающегося при армировании изотропной матрицы с модулем Юнга
E и коэффициентом Пуассона ν малорастяжимыми волокнами, наклоненными под
углом α к оси x. Модули упругости в обозначениях (2.2) имеют вид [8]

E11 =
E(1 − δ)

1− ν2
+ Enδ cos

4 α, E13 =
Eν(1− δ)

1− ν2
+ Enδ sin

2 α cos2 α,

E33 =
E(1 − δ)

1− ν2
+ Enδ sin

4 α, G13 =
E(1− δ)

2(1 + ν)
+ Enδ sin

2 α cos2 α,

H1 = Enδ sin
3 α cosα, H3 = Enδ sinα cos3 α,

(7.1)

где En — модуль Юнга волокон, δ— доля объема материала, занятого волокнами. В
качестве примера возьмем

E = 1, ν = 0.3, En = 100, δ = 0.1, α = π/4. (7.2)

Формулы (7.1), (7.2) описывают анизотропный однородный по толщине материал.
Для него E11 = E33 = 3.489, E13 = 2.797, G13 = 2.846, H1 = H3 = 2.5, c1 =
−0.811, c2 = −0.821,K3 = 1.655, c = 0.781.

Шарнирно опертые края. Пусть

u = w =M1 = 0 или 〈u〉 = 〈w〉 = 〈z σ11〉 = 0 при x = 0, x = 1. (7.3)

Тогда функции u0(x) = U sin pnx, w0(x) = W sin pnx, pn = nπ удовлетворяют урав-
нениям (6.1) и граничным условиям (7.3). При этом имеем спектр продольных коле-
баний

U 6= 0, W = 0, λ(u)n = p2n, n = 1, 2, . . . , (7.4)

и низкочастотный спектр поперечных колебаний с малой продольной составляющей

W 6= 0, U =
λ
(w)
n c2W

λ
(u)
n − λ

(w)
n

, λ(w)
n =

µ2p4n
12(1 + µ2cp2n)

. (7.5)
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С ростом n растет и амплитуда U . При λ
(u)
n ≈ λ

(w)
n имеет место внутренний резонанс,

заключающийся в сближении частот продольных и поперечных колебаний. Однако,
как показали расчеты, для граничных условий (7.3) внутренний резонанс не возбуж-
дается и при µ = 0.1 для всех n будет |U | ≤ 0.1W . Впрочем, оправданным является
лишь рассмотрение тех n, для которых µpn ≪ 1, ибо в противном случае длина про-
дольной волны будет соизмерима с толщиной балки или меньше нее.

Шарнирно опертые края, свободные в продольном направлении. Пусть
заданы граничные условия

P1 = w =M1 = 0 или 〈σ11〉 = 〈w〉 = 〈z σ11〉 = 0 при x = ±1/2. (7.6)

Задача имеет тривиальное решение λ = 0, u0 = C, w0 = 0 и серию четных и нечетных
решений. Построим четные решения задачи (6.1), (7.6) с сохранением всех явно вы-
писанных малых слагаемых (нечетные строятся аналогично). Для заданного λ ищем
решение в виде

w0 = C1 cos px+ C2 cosh p̂x, u0 = D1 cos px+D2 cosh p̂x+D3 cos(
√
λx),

λ =
µ2p4

12(1 + µ2c p2)
=

µ2p̂4

12(1− µ2c p̂2)
, D1 =

λc2C1

p2 − λ
, D2 = − λc2C2

p̂2 + λ
.

(7.7)

Граничные условия (7.6) дают систему однородных уравнений относительно посто-
янных C1, C2, D3 с определителем ∆3(λ). Уравнение

∆3(λ) = 0 (7.8)

служит для вычисления собственных значений λ.

Значения частотного параметра λ
и параметры формы

n λas δ λTR
b λTR

c

1 0.00505 0.002 0.00507 4596
3 0.394 0.007 0.408 4622
5 2.831 0.022 3.116 4673
7 9.85 0.042 11.79 4745
9 23.95 0.104 32.64 4832
1 39.54 35.5 − −
11 46.82 0.352 74.22 4926

Для приведенных выше параметров упругости пластины и относительной толщи-
ны µ = 0.025 в таблице приведены первые 7 значений параметра частоты λ с четными
формами прогиба, вычисленные по различным моделям. Через λas обозначены зна-
чения, найденные из уравнения (7.8), а через δ = maxu/maxw обозначено отношение
продольного и поперечного перемещений. Видим, что продольные перемещения малы
по сравнению с поперечными. Исключением является случай с λas = 39.54, который
соответствует преимущественно продольным колебаниям. Параметр λ = 4π2 = 39.48
определяет частоту продольных колебаний, если пренебречь взаимодействием про-
дольных и поперечных колебаний. Через λTRb и λTRc обозначены параметры частоты,
найденные из третьего уравнения (3.9), которое в наших обозначениях дает квадрат-
ное уравнение для λ:

−µ
2(nπ)4

12
+ λ

(
1 + µ2(nπ)2

(
1

12
+

E∗
11

10G∗
13

))
− λ2E∗∗

11

10G∗
13

= 0. (7.9)
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Это уравнение дает низкочастотную серию изгибных колебаний λTRb и высокочастот-
ную серию λTRc , описывающую вращательное движение поперечных сечений. Видим
хорошее совпадение первых значений λas и λTRb . С ростом n различие между эти-
ми величинами растет. Предложенная асимптотическая модель (6.1) высокочастот-
ное вращательное движение с параметром λTRc не описывает. Отметим, что значения
λTRc слабо зависят от номера n.

8. Обсуждение. Построена двухмерная модель для описания свободных ко-
лебаний анизотропной балки конечной длины. Продольные и поперечные колебания
связаны между собой как через уравнения движения, так и через граничные условия.
Однако эта связь оказывается слабой, ибо для низкочастотной серии поперечные пе-
ремещения значительно превосходят продольные. Основной вывод состоит в том, что
приближенно можно рассматривать отдельно поперечные и продольные колебания,
игнорируя связь между ними. При этом анизотропную балку можно рассматривать
как изотропную с приведенным модулем Юнга E∗∗

11 .

Область применимости указанной рекомендации имеет два ограничения. Во-
первых, модули упругости не должны сильно различаться, в частности, эквивалент-
ный модуль сдвига в поперечном направлении G∗

13 не может быть малым. Во-вторых,
не описываются высокочастотные колебания, при которых появляется вторая серия
частот, связанная с вращательным движением поперечных волокон. Модель анизо-
тропной балки типа Тимошенко—Рейсснера свободна от этих ограничений.
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FREE VIBRATIONS OF ANISOTROPIC BEAM
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Thin elastic homogeneous beam made of a material of general anisotropy is studied. Earlier to deliver
1D equations of motion the generalized Timoshenko—Reissner hypotheses are used. In this paper the 1D
equations and the corresponding boundary conditions of anisotropic beam free vibrations are obtained by
the asymptotic expansion of unknowns in series in powers of the relative beam thickness. The zeroes and
the first approximations are constructed. The transversal and the longitudinal vibrations are connected,
but for the low-frequency vibrations this connection is weak. It is recommended to ignore in a zeroes
approximation this connection and to study the transversal and the longitudinal vibrations separately
as for an isotropic Bernoulli—Euler beam with the modified Young module which takes anisotropy into
account. Refs 14. Tables 1.

Keywords: beam, free vibrations, general anisotropy.
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