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Рассматривается задача о переносе поляризованного излучения при резонансном рассе-
янии в среде со слабым магнитным полем при учете эффекта Ханле. В последнее время эта
задача приобрела большую актуальность в связи с обнаружением заметной поляризации в мно-
гочисленных фраунгоферовых линиях в спектре Солнца. Фазовая матрица Ханле описывает
перераспределение излучения по направлениям и состояниям поляризации при однократном
рассеянии в случаях, когда перераспределение по частоте может быть отделено от перераспре-
деления по направлениям, как, например, при полном перераспределении по частоте. Фазовая
матрица Ханле зависит от угловых аргументов параметров Стокса падающего и рассеянно-
го излучения, а также от направления и величины магнитного поля. Получено представление
фазовой матрицы Ханле в виде произведения матриц 3×6 и 6×6, каждая из которых зависит
только от одного из угловых аргументов. Эта факторизация существенно упрощает решение
задачи о переносе поляризованного излучения в слабом магнитном поле. Она позволяет свести
эту задачу к нахождению векторной функции источников, зависящей только от оптической
глубины.

Дан также простой вывод так называемого закона
√
ǫ в самой его общей матричной фор-

ме. Показано, что из него вытекают в качестве частных случаев известные из литературы
скалярные соотношения, связывющие различные компоненты векторной функции источников
на границе полубесконечной среды с равномерно распределенными первичными источниками
частично поляризованного излучения. Этот общий закон

√
ǫ дает один из очень немногих точ-

ных аналитических результатов теории переноса поляризованного излучения. Он может также
использоваться и для тестирования программ численного расчета переноса поляризованного
излучения. Библиогр. 13 назв.

Ключевые слова: спектральные линии, перенос излучения, поляризация излучения, маг-
нитные поля, спектр Солнца.

1. Введение. В последнее тридцатилетие в связи с обнаружением заметной по-
ляризации в многочисленных фраунгоферовых линиях в спектре Солнца большую
актуальность приобрела задача о переносе поляризованного излучения при резонанс-
ном рассеянии в среде со слабым магнитным полем при учете эффекта Ханле. В тех
случаях, когда перераспределение по частотам при рассеянии может быть отделено
от перераспределения по направлениям и состояниям поляризации, угловое распре-
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деление параметров Стокса в результате однократного рассеяния описывается фа-
зовой матрицей Ханле. Аналитическому представлению матрицы Ханле посвящено
довольно много работ (см. библиографию, например, в работе Фриш [1]). В настоящей
работе предлагается факторизация фазовой матрицы Ханле по всем угловым пере-
менным как падающего, так и рассеянного излучения. Она содержит произведения
матриц 3×6 и 6×6 и, как будет показано ниже, вытекает из интегральных уравне-
ний для шестикомпонентной приведенной функции источников, выведенных Ланди
Дел’Инноченти и др. [2], Форобер-Шоль [3] и Фриш [4]. Мы также приводим простой
вывод так называемого закона

√
ǫ в самой его общей матричной форме и показываем,

что из него вытекают в качестве частных случаев полученные ранее другими автора-
ми скалярные соотношения между компонентами векторной функции источников на
границе полупространства с равномерно распределенными первичными источниками
частично поляризованного излучения.

2. Факторизация фазовой матрицы Ханле. Итак, справедлива следующая
факторизация фазовой матрицы Ханле:

P̂H(µ, ϕ;µ
′, ϕ′;µB, ϕB, γB) = Â(µ, ϕ)λ̂ĤB(µB, ϕB, γB)Ê12Â

T(µ′, ϕ′), (1)

где ϑ = arccosµ и ϕ— полярный и азимутальный углы направления рассеянного излу-
чения, аналогичные штрихованные переменные относятся к падающему излучению, а
переменные с индексом B — к магнитному полю, Â(µ, ϕ) — матрица 3×6, посредством
которой можно переписать в матричном виде три скалярных соотношения (формулы
(119)–(121) в работе Фриш [4]), связывающих три компонета вектора Стокса функции
источников с шестью компонентами некоторой (приведенной) функции источников
(см. ниже формулу (7)). В явном виде эта матрица была выписана в нашей статье

[5]. Далее, λ̂ = diag{λ, λp, λp, λp, λp, λp}— матричное альбедо однократного рассеяния,
λ— обычное альбедо, λp = λ/(1+λδ(2))— альбедо с учетом упругих деполяризующих

столкновений, Ê12 = diag{1, 1, 2, 2, 2, 2}.
В (1) фигурирует матрица ĤB размерности 6× 6, которая при ϕB = 0 переходит

в матрицу M̂B, введенную в [3]. Для ĤB справедлива факторизация (см. [6])

ĤB(µB, ϕB, γB) = R̂(ϕB)M̂B(µB, γB)R̂(−ϕB), (2)

где R̂(ϕ) — блочно-диагональная матрица 6×6, состоящая из трех матриц 2×2: R̂(ϕ) =
diag{Ê, r̂(−ϕ), r̂(2ϕ)}, где Ê = diag{1, 1}, r̂(ϕ) — матрица вращения на угол ϕ.

Мы обнаружили, что матрица Â в (1) факторизуется следующим образом:

Â(µ, ϕ) = Â(µ, 0)R̂(−ϕ). (3)

Вводя обозначение Â(µ) ≡ Â(µ, 0), из (1) получаем

P̂H(µ, ϕ;µ
′, ϕ′;µB, ϕB, γB) = Â(µ)R̂(ϕB − ϕ)λ̂M̂B(µB, γB)R̂(ϕ

′ − ϕB)Ê12Â
T(µ′). (4)

Матрица M̂B(µB, γB) (матрица 6× 6), описывающая влияние магнитного поля, имеет
следующий блочно-диагональный вид: M̂B = diag{1, M̂p

B}, где M̂p
B — матрица 5 × 5.

Факторизация этой последней матрицы более простыми матрицами 5×5 представлена
в [4].

Вывод формулы (1) основывается на следующих соображениях. Рассмотрим
уравнение переноса поляризованного излучения в плоскопараллельной среде для век-
тора Стокса i = (I,Q, U)T:

µ
∂i

∂τ
= φ(x)[i(τ, µ, ϕ, x) − s(τ, µ, ϕ)], (5)
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где (в приближении полного перераспределения по частоте)

s(τ, µ, ϕ) =
1

4π

∫ ∞

−∞
φ(x′)dx′

∫ 1

−1

dµ′
∫ 2π

0

dϕ′P̂H(µ, ϕ;µ
′, ϕ′;µB, ϕB, γB)i(τ, µ

′, ϕ′, x′)+s∗.

(6)
Из формул (119)–(121) в [4] следует, что трехкомпонентная векторная функция ис-
точников факторизуется посредством упомянутой выше матрицы Â(µ, ϕ):

s(τ, µ, ϕ) = Â(µ, ϕ)S(τ), (7)

где S(τ)— некоторый шестикомпонентный вектор, зависящий только от оптической
глубины. Тогда ясно, что и вектор Стокса можно представить в виде

i(τ, µ, ϕ, x) = Â(µ, ϕ)I(τ, µ, x), (8)

где I(τ, µ, x) — шестикомпонентный вектор, и уравнение переноса принимает вид

µ
∂I

∂τ
= φ(x)[I(τ, µ, x) − S(τ)]. (9)

Кроме того, сравнивая (6) с (7), видим, что справедлива факторизация

P̂H(µ, ϕ;µ
′, ϕ′;µB, ϕB, γB) = Â(µ, ϕ)D̂(µ′, ϕ′;µB, ϕB, γB), (10)

так что формула (6) принимает вид

S(τ) =
1

4π

∫ ∞

−∞
φ(x′)dx′

∫ 1

−1

dµ′
∫ 2π

0

dϕ′D̂(µ′, ϕ′;µB, ϕB, γB)Â(µ
′, ϕ′)I(τ, µ′, x′) + S∗.

(11)
Подставляя сюда формальное решение уравнения (9), получаем интегральное урав-
нение для S(τ):

S(τ) =

∫ τ0

0

K̂(|τ − τ ′|)S(τ ′)dτ ′ + S∗, (12)

где

K̂(τ) =
1

4π

∫ ∞

−∞
φ2(x)dx

∫ 1

0

dµ

µ

∫ 2π

0

dϕe−τφ(x)/µD̂(µ, ϕ;µB, ϕB, γB)Â(µ, ϕ). (13)

Сравнив эту ядерную функцию с найденной в [3] и [4] (см. также формулы (28)–(30)
в [6]), можно предположить, что

D̂(µ, ϕ;µB, ϕB, γB) = λ̂ĤB(µB, ϕB, γB)Q̂(µ, ϕ). (14)

Остается определить матрицу Q̂(µ, ϕ) размерности 6× 3. Естественно предположить,
что Q̂(µ, ϕ) = ÂT(µ, ϕ). Однако при этом элементы ядерной матрицы Kii(τ) при
i = 3, 4, 5, 6 оказываются в два раза меньше, чем у Форобер-Шоль [3] и Фриш
[4]. Поэтому приходится вводить дополнительную диагональную матрицу Ê12 =
diag{1, 1, 2, 2, 2, 2}, так что в итоге мы получаем формулу (1), и основное векторное
уравнение переноса принимает вид

S(τ) = λ̂ĤB

∫ τ0

0

K̂sc(|τ − τ ′|)S(τ ′)dτ ′ + S∗, (15)
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где (с учетом факторизации матрицы Â(µ, ϕ) (формула (3)))

K̂sc(τ) =
1

4π
Ê12

∫ ∞

−∞
φ2(x)dx

∫ 1

0

dµ

µ

∫ 2π

0

dϕe−τφ(x)/µR̂(ϕ)ÂT(µ)Â(µ)R̂(−ϕ), (16)

причем видно, что матрица K̂sc(τ) симметричная. Здесь

Â(µ) =




1
√

W2
8

(1− 3µ2)
√

3W2
2

µ
√

1− µ2 0
√

3W2
4

(1 − µ2) 0

0
√

W2
8

3(1− µ2)
√

3W2
2

µ
√

1− µ2 0 −
√

3W2
4

(1 + µ2) 0

0 0 0
√

3W2
2

√

1− µ2 0
√

3W2
2

µ


 .

(17)
В результате для элементов ядерной матрицы получаются выражения, совпадающие
с найденными ранее (см., например, формулы (28)–(30) в [6]).

При отсутствии магнитного поля из формулы (4) вытекает следующая фактори-
зация фазовой матрицы обобщенного рэлеевского рассеяения:

P̂R(µ, ϕ;µ
′, ϕ′) = Â(µ)R̂(ϕ′ − ϕ)Ê12Â

T(µ′), (18)

что переходит в чандрасекаровскую фазовую матрицу рэлеевского рассеяния, но с
заменой ϕ′ − ϕ → ϕ − ϕ′. Правую часть формулы (18) можно симметризовать, если

ввести матрицу â(µ) ≡ Â(µ)Ê
1/2
12 ≡ Â(µ)diag{1, 1,

√
2,
√
2,
√
2,
√
2}. Тогда

P̂R(µ, ϕ;µ
′, ϕ′) = â(µ)R̂(ϕ′ − ϕ)âT(µ′), (19)

что соответствует факторизации, полученной Лоскутовым [7], с учетом указанной
выше замены. Аналогичный переход можно сделать и для матрицы Ханле (формула

(4)). Тогда, учитывая, что матрицы Ê
±1/2
12 коммутируют с матрицами R̂(ϕ) и λ̂ из

(4), имеем

P̂H(µ, ϕ;µ
′, ϕ′;µB, ϕB, γB) = â(µ)R̂(ϕB − ϕ)λ̂m̂B(µB, γB)R̂(ϕ

′ − ϕB)â
T(µ′), (20)

где m̂B(µB, γB) ≡ Ê
−1/2
12 M̂B(µB, γB)Ê

1/2
12 . Если воспользоваться исправленным выра-

жением для матрицы M̂B из статьи Нагендры и др. [8] (формула (38)), то матрица
m̂B оказывается симметричной с точностью до знака шести ее элементов. Обратная
же ей матрица оказывается суммой единичной и антисимметричной матриц, если ис-
пользовать для матрицы M̂−1

B формулы (67) и (68) из [4]. Так, согласно первой из

этих формул M̂−1
B = Ê + γBL̂, где матрица Ê = diag{1, 1, 1, 1, 1, 1}. Тогда

m̂−1
B (µB, γB) ≡ Ê

−1/2
12 M̂−1

B (µB, γB)Ê
1/2
12 = Ê + γBl̂(µB), (21)

где l̂(µB) ≡ Ê
−1/2
12 L̂(µB)Ê

1/2
12 . Используя здесь для матрицы L̂ упомянутую выше

формулу (68) из [4], убеждаемся, что матрица l̂ антисимметричная:

l̂(µB) =




0 0 0 0 0 0

0 0 0
√
3SB 0 0

0 0 0 CB 0 SB

0 −
√
3SB −CB 0 SB 0

0 0 0 −SB 0 −2CB

0 0 −SB 0 2CB 0



, (22)
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где CB = cos ϑB ≡ µB, SB = sin ϑB =
√
1− µ2

B. Умножая основное интегральное

уравнение (15) слева на матрицу Ĥ−1
B и учитывая, что матрицы λ̂ и ĤB коммутиру-

ют, получаем интегральное уравнение, выведенное в нашей статье [4] из комплекс-
ного уравнения, полученного Ланди Дел’Инноченти и др. [2]. В результате в новой
нормировке основное векторное интегральное уравнение и его ядерная матрица пе-
реписываются в виде

[Ê + γBR̂(ϕB)l̂(µB)R̂(−ϕB)]S(τ) = λ̂

∫ τ0

0

K̂sc(|τ − τ ′|)S(τ ′)dτ ′ + S∗, (23)

K̂sc(τ) =
1

4π

∫ ∞

−∞
φ2(x)dx

∫ 1

0

dµ

µ

∫ 2π

0

dϕe−τφ(x)/µR̂(ϕ)âT(µ)â(µ)R̂(−ϕ), (24)

причем вместо формул (7) и (8) имеем теперь

s(τ, µ, ϕ) = â(µ)R̂(−ϕ)S(τ), i(τ, µ, ϕ, x) = â(µ)R̂(−ϕ)I(τ, µ, x), (25)

а I(τ, µ, x) выражается через S(τ) из формального решения уравнения (9).
3. Закон

√
ǫ в общей форме. Так называемый закон

√
ǫ представляет собой

соотношение между компонентами функции источников на границе полупростран-
ства с равномерно распределенными первичными источниками. В скалярном случае
он дает значение функции источников на границе: S(0) = S∗/

√
ǫ, где S∗ — функция

первичных источников, ǫ – вероятность гибели фотона при однократном рассеянии. В
случае немагнитной поляризации ядер резонасных линий закон

√
ǫ был сформулиро-

ван Ивановым [9] сначала в векторной форме, а затем в матричной форме [10] в задаче
об обобщенном рэлеевском рассеянии. Различные обобщения закона

√
ǫ на случай ре-

зонансной поляризации в магнитном поле были получены Ланди Дел’Инноченти и
Бомье [11], Фриш [4], Штепаном и Бомье [12] в виде скалярных соотношений меж-
ду компонентами векторной функции источников. Важность закона

√
ǫ определяется

тем, что он может использоваться и для тестирования программ численного расчета
переноса поляризованного излучения.

Следует однако отметить, что упомянутые скалярные соотношения являются на
самом деле частными случаями более общего матричного соотношения (так называ-
емый матричный закон

√
ǫ), полученного в нашей работе [13] на основе идеи мат-

ричного уравнения переноса излучения, предложенной Ивановым [10]. Этот общий
матричный закон имеет следующий вид ([13], формула (44)):

Ŝ2(0)Ŝ1(0) = Ŝ∗
2 ǫ̂

−1Ŝ∗
1 , (26)

где Ŝ1(τ) и Ŝ2(τ) — решения матричных интегральных уравнений

Ŝ1(τ) = Ŝ∗
1 +

∫ ∞

0

K̂(τ − τ ′)Ŝ1(τ
′)dτ ′, (27)

Ŝ2(τ) = Ŝ∗
2 +

∫ ∞

0

Ŝ2(τ
′)K̂(τ ′ − τ)dτ ′ (28)

при Ŝ∗
1 и Ŝ∗

2 , не зависящих от τ и

∫ +∞

−∞
K̂(τ)dτ ≡ Ê − ǫ̂, (29)
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Ê = diag{1}. При этом никаких ограничений на размерность и симметрию ядерной
матрицы K̂(τ) не накладывается. В [13] из общего матричного закона был также вы-
веден и матричный закон для случая резонансной поляризации в слабом магнитном
поле (эффект Ханле), из которого вытекает и скалярный закон

√
ǫ, найденный ранее

в [4]
В сравнительно недавней работе Штепана и Бомье [12] рассматривалась задача о

переносе поляризованного излучения при резонансном рассеянии в полубесконечной
плоскопараллельной атмосфере с постоянным (однородным) магнитным полем при
учете нетепловых столкновений рассеивающих атомов с возмущающими частицами.
В этой работе получено скалярное соотношение между компонентами функции ис-
точников на поверхности атмосферы, которое авторы называют обобщенным законом√
ǫ.

Можно показать, что закон
√
ǫ, полученный в [12] в скалярном виде (формула

(23)), является частным следствием формулы (26). Действительно, основное вектор-
ное уравнение в [12] (формула (18)) можно записать в следующей обобщенной мат-
ричной форме:

âŜ(τ) = b̂+

∫ ∞

0

ˆ̃K(τ − τ ′)Ŝ(τ ′)dτ ′, (30)

где в частном случае (как, например, в [12]) матрицы â = diag{ai}, b̂ = diag{bi},
Ŝ = diag{Si}, а в общем случае они могут быть произвольными, но не зависящими от

τ . Важно подчеркнуть, что ядерная матрица в (30) — симметричная: ˆ̃KT(−τ) = ˆ̃K(τ).

Умножая (30) слева на â−1, приводим это уравнение к виду (27) при K̂(τ) = â−1 ˆ̃K(τ)

и Ŝ∗
1 = â−1b̂. Если теперь ввести нормировку ядра ˆ̃K(τ) в виде

∫ +∞

−∞

ˆ̃K(τ)dτ ≡ Ê − ˆ̃ǫ ≡ â(Ê − ǫ̂), (31)

то матричный закон (26) можно переписать:

Ŝ2(0)Ŝ(0) = Ŝ∗
2 [Ê − â−1(Ê − ˆ̃ǫ)]−1â−1b̂. (32)

Это самый общий (матричный) закон
√
ǫ для уравнения вида (30). В частном случае

при âT = â и Ŝ∗
2 = (â−1b̂)T из (28) имеем Ŝ2(τ) = ŜT(τ), и тогда формула (32)

принимает вид
ŜT(0)Ŝ(0) = b̂Tâ−1[â− (Ê − ˆ̃ǫ)]−1b̂, (33)

или
âŜT(0)Ŝ(0) = âb̂Tâ−1[â− (Ê − ˆ̃ǫ)]−1b̂. (34)

Если же и b̂T = b̂, то отсюда получаем

âŜT(0)Ŝ(0) = b̂[â− (Ê − ˆ̃ǫ)]−1b̂, (35)

что при â = diag{ai}, b̂ = diag{bi}, Ŝ = diag{Si} переходит в формулу (23) в [12].
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П РИЛ ОЖ ЕНИ Е

ВЫВОД ФОРМУЛЫ (26)

Формула (26) была выведена в [13] при помощи матричного соотношения Хопфа—Брон-
штейна—Райбики, полученного в [10]. Однако ее можно вывести гораздо проще, используя
резольвенту Γ̂(τ, τ ′) и резольвентные функции Φ̂1(τ ) = Γ̂(τ, 0), Φ̂2(τ ) = Γ̂(0, τ ) матричных
интегральных уравнений (27) и (28).

Дифференцируя уравнение (27), имеем Ŝ′
1(τ ) = Φ̂1(τ )Ŝ1(0), где

Φ̂1(τ ) = K̂(τ ) +

∫ ∞

0

K̂(τ − τ
′)Φ̂1(τ

′)dτ ′ (36)

или, после интегрирования,

Ŝ1(∞) =

[

Ê +

∫ ∞

0

Φ̂1(τ )dτ

]

Ŝ1(0). (37)

С другой стороны,

Ŝ1(τ ) = Ŝ
∗
1 +

∫ ∞

0

Γ̂(τ, τ ′)Ŝ∗
1dτ

′ (38)

или

Ŝ1(0) =

[

Ê +

∫ ∞

0

Φ̂2(τ )dτ

]

Ŝ
∗
1 . (39)

Из (27) непосредственно следует, что

Ŝ1(∞) = ǫ̂
−1

Ŝ
∗
1 , (40)
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и (37) переписывается в виде

ǫ̂
−1

Ŝ
∗
1 =

[

Ê +

∫ ∞

0

Φ̂1(τ )dτ

]

Ŝ1(0). (41)

Подставляя сюда в правую часть вместо Ŝ1(0) правую часть (39), получаем

[

Ê +

∫ ∞

0

Φ̂1(τ )dτ

][

Ê +

∫ ∞

0

Φ̂2(τ )dτ

]

= ǫ̂
−1

. (42)

Аналогичным образом из уравнения (28) можно вывести формулы, связывающие Ŝ2(0)
с Ŝ2(∞) и являющиеся аналогами формул (41) и (39):

Ŝ
∗
2 ǫ̂

−1 = Ŝ2(0)

[

Ê +

∫ ∞

0

Φ̂2(τ )dτ

]

, (43)

Ŝ2(0) = Ŝ
∗
2

[

Ê +

∫ ∞

0

Φ̂1(τ )dτ

]

. (44)

Перемножая правые и левые части формул (44) и (39) и используя (42), получаем форму-
лу (26).
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THE FORMATION OF POLARIZED LINES:

FACTORIZATION OF THE HANLE PHASE MATRIX AND√
ǫ LAW IN THE MOST GENERAL FORM
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We consider the problem of the transfer polarized radiation under resonance scattering in a medium with
a weak magnetic field, taking into account the Hanle effect. In the past, this problem has become very
important in connection with the high degrees of polarization discovered in numerous Fraunhofer lines
observed in the solar spectrum. The Hanle phase matrix describes redistribution of radiation in direction
and polarization in a single scattering in cases when frequency redistribution can be separated from
redistribution in direction and polarization, as for example in the case of complete frequency redistribution.
The Hanle phase matrix depends on the angular dependence of the Stokes parameters for incoming
and scattered radiation, as well as on the direction and magnitude of the magnetic field. We derive
the factorization of the Hanle phase matrix as a product of 3×6 and 6×6 matrices. Each of these matrices
depends only on one of the angular dependences. This factorization greatly simplifies the problem of
polarized radiative transfer in a weak magnetic field. It allows reduction of the problem to finding a vector
source function that depends only on optical depth.

We also give a simple derivation of the so-called
√
ǫ law in its most general matrix form. We show that

in some cases it contains previously published scalar equations that connect different components of the
vector source function for the surface of a semi-infinite medium with homogeneously distributed primary
sources of partially polarized radiation. This general

√
ǫ law gives one of only a few exact analytical results

in the theory of polarized radiation transfer. It can also be used also for predicting the radiation field and
testing numerical codes of radiative transfer. Refs 13.

Keywords: spectral lines, radiative transfer, polarization, magnetic fieldes, solar spectrum.
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