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Рассматривается система дифференциальных уравнений, у которой начало координат есть
асимптотически устойчивая точка покоя и у которой разложение в ряд Тейлора в окрестности
этой точки не имеет линейных членов. Предполагаеся, что логарифмическая норма матрицы
Якоби отрицательно определена. Доказывается, что такая система локально C1-эквивалентна
любому своему возмущению достаточно высокого порядка. Библиогр. 7 назв.
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§ 1. Постановка задачи. В работе рассматриваются системы дифференциаль-
ных уравнений

ẋ = F (x) (1)

и

ẏ = F (y) +G(y), (2)

в которых x, y ∈ Rk, F (0) = G(0) = 0 и функция G имеет в нуле более высокий
порядок малости, чем F . Ясно, что ноль есть точка покоя для обеих систем. Говорят,
что системы (1) и (2) локально C1-эквивалентны, если в некоторой окрестности нуля
существует замена переменных, близкая к тождественной, которая переводит (2) в
(1). Близость к тождественной означает, что замена имеет вид

x = y + f(y), (3)

где f(y) C1-мало по сравнению с y.
Задача об эквивалентности двух систем является классической в качественной

теории дифференциальных уравнений. Понятно, что наиболее полно в литературе
изучен случай, когда F (x) = Ax есть линейное отображение. Здесь основные ре-
зультаты по голоморфной эквивалентности принадлежат Пуанкаре, а по гладкой —
Стернбергу, Ченю и Хартману (см. [7]).

Настоящая же статья посвящена главным образом случаю, когда F (x) — суще-
ственно нелинейная функция (например, когда F — однородная функция степени
m > 1). Про такие системы известно очень мало. Данная работа основывается на двух
статьях С. П. Токарева [5, 6]. Нам удалось обобщить его результаты по двум направле-
ниям: во-первых, в качестве коэффициентного признака устойчивости С. П. Токарев
использовал так называемое условие Важевского, которое было заменено значитель-
но более общим условием на логарифмические нормы Лозинского от матрицы Якоби

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант №13-01-00624) и СПбГУ (тема
6.0.112.2010).
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F ′
y(y), во-вторых, за счет более детального анализа свойств решений удалось улуч-

шить ряд оценок на их поведение и, в результате, улучшить оценки на константы и
на порядок возмущения G из формулировок теорем (формула (4)).

Перейдем к формулировке основного результата.
Теорема. Пусть для систем (1) и (2) при ‖y‖ ≤ ∆ < 1 выполнены следующие

условия:

(a) F,G ∈ C2;

(b) γ(F ′
y(y)) ≤ −λ0‖y‖m−1;

(c) ‖F ′
y(y)‖ ≤ K‖y‖m−1;

(d) ‖G(y)‖ ≤ c0‖y‖2m−2+n;

(e) ‖G′
y(y)‖ ≤ c1‖y‖m−1+n;

здесь λ0 > 0,m ≥ 2,K > 0, c0 > 0, c1 > 0, n ≥ max{N, 1} и константа N определяет-
ся формулой

N =
2mKm

λ0
+ 1−m. (4)

Тогда в некоторой окрестности начала координат сушествует C1-гладкая замена
переменных вида (3), переводящая (2) в (1), и такая, что

‖f(y)‖ = O(‖y‖m−1+n), ‖f ′
y(y)‖ = O(‖y‖n). (5)

В формулировке теоремы символ ‖ · ‖ обозначает произвольную подходящую
векторную норму в Rk, а также согласованную с ней матричную норму. Символ γ(A)
обозначает порождаемую ими верхнюю логарифмическую норму матрицы A (см. об
этом § 2).

Коротко о схеме доказательства. Искомая замена должна удовлетворять некото-
рой системе уравнений в частных производных, которую удается заменить на инте-
гральное уравнение. Решение последнего ищется методом последовательных прибли-
жений.

§ 2. Вспомогательные сведения и результаты. Начнем с определения и
краткого перечня свойств логарифмических норм, которые нам понадобятся при до-
казательстве (подробности можно найти в [1–3]).

Определение. Верхней логарифмической нормой матрицы A, порождаемой
данной векторной нормой ‖ · ‖, называется предел

γ(A)
def
= lim

h→+0

‖E + hA‖ − 1

h
,

где E — единичная матрица.
Этот предел существует для любой матрицы A. Для логарифмической нормы

справедливы следующие свойства:

1) γ(A+B) ≤ γ(A) + γ(B);

2) γ(αA) = αγ(A), α ≥ 0;
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3) |γ(A)| ≤ ‖A‖;

4) |γ(A)− γ(B)| ≤ ‖A−B‖;

5) |γ(A)| есть непрерывная функция от A.

Следующая лемма содержит основную оценку на рост нормы решений, получа-
емую с помощью логарифмических норм (см. [2]).

Лемма 1. Пусть x(t) есть решение системы дифференциальных уравнений

ẋ = P (t, x)x+ q(t, x),

где P (t, x) есть непрерывная (k × k)-матричная, а q(t, x)— непрерывная векторная
функции. Пусть ‖ · ‖ есть произвольная векторная норма, а γ — порождаемая ею
верхняя логарифмическая норма. Тогда справедлива оценка

d+‖x(t)‖
dt

≤ γ(P (t, x(t)))‖x(t)‖ + ‖q(t, x(t))‖.

Символ d+

dt обозначает правостороннюю производную. Заметим, что γ носит название
нормы условно. Например, и это самое ценное ее свойство для оценки из леммы 1,
она может быть отрицательной!

Наконец, для доказательства нам понадобится такое неравенство (см. [2]).
Лемма 2. Пусть непрерывная матричная функция A(θ) задана на конечном

промежутке 〈a, b〉 и пусть γ(A(θ)) ≤ 0. Тогда

γ

(∫ b

a

A(θ)dθ

)
≤
∫ b

a

γ(A(θ))dθ.

Мы начнем с вывода двух оценок на решения системы (2). Обозначим за ϕ(t, y0)
решение системы (2), удовлетворяющее начальному условию ϕ(0, y0) = y0.

Лемма 3. Пусть для системы (2) при ‖y‖ ≤ ∆ < 1 выполнены следующие
условия:

(a) F,G ∈ C2;

(b) γ(F ′
y(y)) ≤ −λ0‖y‖m−1;

(c) ‖G(y)‖ ≤ c0‖y‖m+a;

(d) ‖G′
y(y)‖ ≤ c1‖y‖m−1+b;

здесь λ0 > 0,m ≥ 2, c0 > 0, c1 > 0, a ≥ 1, b ≥ 1. Тогда существуют такие константы
0 < ∆0 ≤ ∆ и λ > 0, что при t ≥ 0, ‖y0‖ ≤ ∆0 выполняется

‖ϕ(t, y0)‖ ≤ ‖y0‖
(1 + λt‖y0‖m−1)

1
m−1

, (6)

‖ϕ′
y(t, y0)‖ ≤ 1

(1 + λt‖y0‖m−1)
m

m−1

. (7)
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Доказательство. Поскольку F (y) = (
∫ 1

0 F
′
y(θy)dθ) y, систему (2) можно запи-

сать в виде

ẏ =
(∫ 1

0

F ′
y(θy)dθ

)
y +G(y).

Применяя лемму 1, получим

d+‖ϕ(t, y0)‖
dt

≤ γ
(∫ 1

0

F ′
y(θϕ(t, y0))dθ

)
‖ϕ(t, y0)‖+ ‖G(ϕ(t, y0))‖.

Из леммы 2 и условия (b) следует, что

γ
(∫ 1

0

F ′
y(θϕ(t, y0))dθ

)
≤ −

∫ 1

0

λ0‖θϕ(t, y0)‖m−1dθ = −λ0
m

‖ϕ(t, y0)‖m.

А тогда, учитывая условие (c), получим

d+‖ϕ(t, y0)‖
dt

≤ −λ0
m

‖ϕ(t, y0)‖m + c0‖ϕ(t, y0)‖m+a =

=

(
−λ0
m

+ c0‖ϕ(t, y0)‖a
)
‖ϕ(t, y0)‖m. (8)

Положим ∆1 = min{∆, ( λ0

2mc0
)

1
a } и возьмем ‖y0‖ ≤ ∆1. Покажем, что тогда

‖ϕ(t, y0)‖ < ∆1 при всех t > 0. При t = 0 имеем

d+‖ϕ(t, y0)‖
dt

∣∣
t=0

≤
(
−λ0
m

+ c0‖y0‖a
)
‖y0‖m ≤ − λ0

2m
‖y0‖m < 0.

Стало быть, на некотором промежутке (0, δ) неравенство ‖ϕ(t, y0)‖ < ∆1 выполня-
ется. Допустим противное, и пусть t1 > 0 есть первый момент времени такой, что
‖ϕ(t1, y0)‖ = ∆1. Но тогда на основании (8)

d+‖ϕ(t, y0)‖
dt

∣∣
t=t1

≤
(
−λ0
m

+ c0‖ϕ(t1, y0)‖a
)
‖ϕ(t1, y0)‖m =

=

(
−λ0
m

+ c0∆
a
1

)
∆m

1 ≤ − λ0
2m

∆m
1 < 0.

Поэтому, при t < t1 должно было бы выполняться неравенство ‖ϕ(t, y0)‖ >
‖ϕ(t1, y0)‖ = ∆1, что противоречит выбору t1. Таким образом, ‖ϕ(t, y0)‖ < ∆1 при
всех t > 0. Учитывая теперь эту оценку в (8), получим

d+‖ϕ(t, y0)‖
dt

≤
(
−λ0
m

+ c0‖ϕ(t, y0)‖a
)
‖ϕ(t, y0)‖m ≤

≤
(
−λ0
m

+ c0∆
a
1

)
‖ϕ(t, y0)‖m ≤ − λ0

2m
‖ϕ(t, y0)‖m.

Проинтегрируем это неравенство с помощью теоремы сравнения (см. [7]). Решение
уравнения сравнения u̇(t) = − λ0

2mu(t)
m, u(0) = ‖y0‖ имеет вид u(t) = ‖y0‖

(1+λt‖y0‖m−1)
1

m−1

,

где

λ
def
=

λ0(m− 1)

2m
. (9)
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Поэтому

‖ϕ(t, y0)‖ ≤ u(t) ≤ ‖y0‖
(1 + λt‖y0‖m−1)

1
m−1

.

Неравенство (6) доказано.
Докажем (7). Из общего курса дифференциальных уравнений известно, что

ϕ′
y(t, y0) есть фундаментальная матрица Φ(t) системы в вариациях

ż =
(
F ′
y(ϕ(t, y0)) +G′

y(ϕ(t, y0))
)
z,

удовлетворяющая начальному условию Φ(0) = E. На основании лемм 1 и 2, свойства 3
логарифмической нормы и условий (b) и (d) леммы 3 получаем

d+‖Φ(t)‖
dt

≤ γ
(
F ′
y(ϕ(t, y0)) +G′

y(ϕ(t, y0))
)
‖Φ(t)‖ ≤

≤
(
−λ0‖ϕ(t, y0)‖m−1 + c1‖ϕ(t, y0)‖m−1+b

)
‖Φ(t)‖. (10)

В силу неравенства (6) ‖ϕ(t, y0)‖ ≤ ‖y0‖. Тогда, положив ∆0 = min{∆1, (
λ0

2c1
)

1
b }, при

‖y0‖ ≤ ∆0 получим

− λ0‖ϕ(t, y0)‖m−1 + c1‖ϕ(t, y0)‖m−1+b ≤
(
−λ0 + c1‖y0‖b

)
‖ϕ(t, y0)‖m−1 ≤

≤ −λ0
2
‖ϕ(t, y0)‖m−1.

Подставляя это в (10) и учитывая оценку (6), будем иметь

d+‖Φ(t)‖
dt

≤ −λ0
2
‖ϕ(t, y0)‖m−1‖Φ(t)‖ ≤ −λ0

2

‖y0‖m−1

(1 + λt‖y0‖m−1)
1

m−1

‖Φ(t)‖.

Решением уравнения сравнения

u̇(t) = − λ0‖y0‖m−1

2(1 + λt‖y0‖m−1)
u(t), u(0) = ‖Φ(0)‖ = 1

является функция u(t) = (1 + λt‖y0‖m−1)−
λ0
2λ

(9)
= (1 + λt‖y0‖m−1)−

m
m−1 . Применяя

теорему сравнения, получаем

‖ϕ′
y(t, y0)‖ ≤ u(t) = (1 + λt‖y0‖m−1)−

m
m−1 .

Неравенство (7) и, тем самым, лемма 3 доказаны.

§ 3. Доказательство основной теоремы. Пусть ϕ(t, y0), как и в лемме 3, обо-
значает решение системы (2). Прежде всего заметим, что для системы (2) выполня-
ются условия леммы 3 при a = m+ n− 2 ≥ 1, b = n ≥ 1. Возьмем ∆0 из этой леммы,
так чтобы при ‖y0‖ ≤ ∆0 выполнялись оценки (6) и (7).

Пусть x = y + f(y) есть искомая замена переменых (3). Продифференцируем ее
в силу систем (1) и (2):

ẋ = (E + f ′(y))ẏ ⇔ F (x) = (E + f ′(y))(F (y) +G(y)) ⇔
⇔ f ′(y)(F (y) +G(y)) = F

(
y + f(y)

)
− F (y)−G(y). (11)
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Таким образом, f(y) должно быть решением системы уравнений в частных произ-
водных (11), таким, что выполнены свойства (5). Это решение может быть найдено
следующим образом. Подставим в (11) вместо y решение ϕ(t, y):

f ′(ϕ(t, y))(F (ϕ(t, y))+G(ϕ(t, y))) = F
(
ϕ(t, y)+ f(ϕ(t, y))

)
−F (ϕ(t, y))−G(ϕ(t, y)).

Заметим, что в левой части стоит d
dtf(ϕ(t, y)), так что

d

dt
f(ϕ(t, y)) = F

(
ϕ(t, y) + f(ϕ(t, y))

)
− F (ϕ(t, y))−G(ϕ(t, y)),

и проинтегрируем это равенство от 0 до +∞, учитывая, что f(0) = 0, ϕ(0, y) = y,
ϕ(+∞, y) = 0:

f(y) = −
∫ +∞

0

(
F
(
ϕ(t, y) + f(ϕ(t, y))

)
− F (ϕ(t, y)) −G(ϕ(t, y))

)
dt. (12)

Таким образом, f(y) должно удовлетворять интегральному уравнению (12). Верно и
обратное, если f есть гладкое решение интегрального уравнения (12), удовлетворяю-
щее оценкам (5), и такое, что возможно дифференцирование под знаком интеграла, то
замена вида (3) — искомая. В самом деле, подставив ϕ(s, y) вместо y в (12), получим

f(ϕ(s, y)) =

= −
∫ +∞

0

(
F
(
ϕ(t, ϕ(s, y)) + f(ϕ(t, ϕ(s, y)))

)
− F (ϕ(t, ϕ(s, y))) −G(ϕ(t, ϕ(s, y)))

)
dt.

Воспользуемся тождеством ϕ(t, ϕ(s, y)) = ϕ(t+s, y)) и сделаем под интегралом замену
переменой t+ s = τ :

f(ϕ(s, y)) = −
∫ +∞

s

(
F
(
ϕ(τ, y) + f(ϕ(τ, y))

)
− F (ϕ(τ, y)) −G(ϕ(τ, y))

)
dτ.

Продифференцируем это тождество по s и заменим ϕ̇(s, y) на правую часть уравнения
(2), решением которого ϕ является:

f ′(ϕ(s, y))(F (ϕ(s, y)) +G(ϕ(s, y))) = F
(
ϕ(s, y)) + f(ϕ(s, y))

)
− F (ϕ(s, y))−G(ϕ(s, y)).

Наконец, подставив s = 0, получим

f ′(y)(F (y) +G(y)) = F
(
y + f(y)

)
− F (y)−G(y).

Следовательно, f удовлетворяет (11) и, стало быть, замена, задаваемая формулой
(3), переводит систему (2) в (1).

Таким образом, доказательство теоремы свелось к доказательству существования
решения у интегрального уравнения (12), которое удовлетворяло бы оценкам (5) и
допускало бы возможность дифференциирования под знаком интеграла. Для этого
воспользуемся методом последовательных приближений.

Прежде всего заметим, что, благодаря условию (а) теоремы, существует такое
L > 0, что

‖F ′(y1)− F ′(y2)‖ ≤ L‖y1 − y2‖
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для любых y1,2 из ∆-окрестности начала координат. Далее, введем константы

µ =
2mKm

(m+ n− 1)λ0
, (13)

σ0 =
2mc0

(m+ n− 1)λ0
, (14)

σ1 = max

{
2mc1

(m+ n)λ0
,
8mLc0
2mKλ0

}
, (15)

где λ0 взято из леммы 3. Заметим, что µ < 1, так как n ≥ N, где N определена
формулой (4).

Наконец, сузим окрестность начала координат настолько, чтобы для любого y из
этой окрестности и любого n ≥ N выполнялись неравенства

σ0‖y‖m+n−2

1− µ
≤ 1,

σ1‖y‖n
1− µ

≤ 1. (16)

Для этого положим ∆̂ = min
{
∆0, (

1−µ
σ0

)
1

m+N−2 , (1−µ
σ1

)
1
N

}
и далее будем считать, что

‖y‖ ≤ ∆̂.

Определим последовательные приближения следующим образом

f0(y)
def
= 0,

fi+1(y)
def
= −

∫ +∞

0

(
F
(
ϕ(t, y) + fi(ϕ(t, y))

)
− F (ϕ(t, y)) −G(ϕ(t, y))

)
dt.

Проверим по индукции, что в ∆̂-окрестности начала координат верны следующие
утверждения:

(I) fi+1 определена и непрерывно дифференцируема, причем производная может
быть найдена дифференцированием под знаком интеграла;

(II) ‖fi+1(y)− fi(y)‖ ≤ σ0µ
i‖y‖m+n−1;

(III) ‖f ′
i+1(y)− f ′

i(y)‖ ≤ σ1µ
i‖y‖n.

Пусть i = 0. Тогда f1(y) =
∫ +∞
0 G(ϕ(t, y))dt. Из условия (d) и оценки (6) следует, что

‖f1(y)− f0(y)‖ =
∥∥∥
∫ +∞

0

G(ϕ(t, y))dt
∥∥∥

(d)

≤
∫ +∞

0

c0‖ϕ(t, y)‖2m+n−2dt
(6)

≤

≤
∫ +∞

0

c0‖y‖2m+n−2

(1 + λt‖y‖m−1)
2m+n−2

m−1

dt =
(m− 1)c0

(m+ n− 1)λ
‖y‖m+n−1 =

(9)
=

2mc0
(m+ n− 1)λ0

‖y‖m+n−1 (14)
= σ0µ

0‖y‖m+n−1.

43



Из этого вытекает, что f1 определена и выполняется (II):

‖f ′
1(y)− f ′

0(y)‖ =
∥∥∥
(∫ +∞

0

G(ϕ(t, y))dt

)′

y

∥∥∥ =
∥∥∥
∫ +∞

0

G′
y(ϕ(t, y))ϕ

′
y(t, y)dt

∥∥∥
(e),(7)

≤

≤
∫ +∞

0

c1‖ϕ(t, y)‖m+n−1

(1 + λt‖y‖m−1)
m

m−1

dt
(6)

≤
∫ +∞

0

c1‖y‖m+n−1

(1 + λt‖y‖m−1)
m

m−1
+m+n−1

m−1

dt =

=
(m− 1)c1
(m+ n)λ

‖y‖n (9)
=

2mc1
(m+ n)λ0

‖y‖n
(15)

≤ σ1µ
0‖y‖n.

Интегралы сходятся равномерно по y, что доказывает возможность дифференциро-
вания под знаком интеграла и гладкость f1.

Докажем индукционный переход i→ i+ 1:

‖fi+1(y)− fi(y)‖ =
∥∥∥

∞∫

0

(
F
(
ϕ(t, y) + fi(ϕ(t, y))

)
− F

(
ϕ(t, y) + fi−1(ϕ(t, y))

))
dt
∥∥∥ =

(обозначим для краткости ϕ = ϕ(t, y), fi = fi(ϕ(t, y)) и применим формулу конечных
приращений)

=
∥∥∥

∞∫

0

1∫

0

F ′
y

(
ϕ+ θfi + (1− θ)fi−1

)
dθ(fi − fi−1)dt

∥∥∥ ≤

(используем (c) и индукционное предположение (II))

≤
∞∫

0

1∫

0

K
∥∥ϕ+ θfi + (1 − θ)fi−1

∥∥m−1
dθ‖fi − fi−1‖dt ≤

≤
∞∫

0

Kσ0µ
i−1‖ϕ(t, y)‖m+n−1

( 1∫

0

∥∥ϕ+ θfi + (1− θ)fi−1

∥∥m−1
dθ
)
dt.

Оценим отдельно внутренний интеграл. Учитывая (16) и то, что µ < 1, получим

‖fi‖ ≤ ‖fi − fi−1‖+ ‖fi−1 − fi−2‖+ · · ·+ ‖f1 − f0‖ ≤
(II)

≤ σ0‖ϕ(t, y)‖m+n−1(µi−1 + µi−2 + · · ·+ 1) = σ0‖ϕ(t, y)‖m+n−1 1− µi

1− µ
≤

≤ σ0‖ϕ(t, y)‖m+n−1

1− µ
≤ ‖ϕ(t, y)‖σ0‖y‖

m+n−2

1− µ

(16)

≤ ‖ϕ(t, y)‖.

Аналогично ‖fi−1‖ ≤ ‖ϕ‖ и, следовательно,

1∫

0

∥∥ϕ+ θfi + (1− θ)fi−1

∥∥m−1
dθ ≤

1∫

0

(‖ϕ‖ + θ‖ϕ‖+ (1− θ)‖ϕ‖)m−1dθ ≤ (2‖ϕ‖)m−1.

Применим это в исходной оценке:
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‖fi+1(y)− fi(y)‖ ≤
∞∫

0

Kσ0µ
i−12m−1‖ϕ(t, y)‖2m+n−2dt

(6)

≤

≤ Kσ0µ
i−12m−1

∞∫

0

(
‖y0‖

(1 + λt‖y0‖m−1)
1

m−1

)2m+n−2

dt
(9)
=

Kσ0µ
i−12mm

(m+ n− 1)λ0
‖y‖m+n−1 =

(13)
= σ0µ

i‖y‖m+n−1.

Таким образом, (II) доказано. Докажем (III).

‖f ′
i+1(y)− f ′

i(y)‖ =
∥∥∥

∞∫

0

(
F
(
ϕ(t, y) + fi(ϕ(t, y))

)
− F

(
ϕ(t, y) + fi−1(ϕ(t, y))

))′
y
dt
∥∥∥ =

=
∥∥∥

∞∫

0

(
F ′
y(ϕ+ fi)

(
E + f ′

i

)
ϕ′
y − F ′

y(ϕ+ fi−1)
(
E + f ′

i−1

)
ϕ′
y + F ′

y(ϕ+ fi)
(
E + f ′

i−1

)
ϕ′
y−

− F ′
y(ϕ+ fi)

(
E + f ′

i−1

)
ϕ′
y

)
dt
∥∥∥ ≤

∞∫

0

(∥∥F ′
y(ϕ+ fi)

∥∥ ‖f ′
i − f ′

i−1‖+

+
∥∥F ′

y(ϕ+ fi)− F ′
y(ϕ+ fi−1)

∥∥ ‖E + f ′
i−1‖

)
‖ϕ′

y‖dt ≤

(a)(c)(III)

≤
∞∫

0

(
K‖ϕ+ fi‖m−1σ1µ

i−1‖ϕ‖n + L‖f ′
i − f ′

i−1‖ ‖E + f ′
i−1‖

)
‖ϕ′

y‖dt.

При доказательстве (II) мы уже установили, что ‖fi(ϕ(t, y))‖ ≤ ‖ϕ(t, y)‖ при t ≥ 0

и ‖y‖ ≤ ∆̂. Аналогичным образом оценим ‖E + f ′
i−1‖ :

‖E + f ′
i−1‖ ≤ ‖E‖+ ‖f ′

i−1 − f ′
i−2‖+ · · ·+ ‖f ′

1 − f ′
0‖ ≤

(III)

≤ σ1‖ϕ‖n(µk−2 + µk−3 + · · ·+ µ+ 1) + 1 ≤ σ1‖ϕ(t, y)‖n
1− µ

+ 1 ≤ σ1‖y‖n
1− µ

+ 1
(16)

≤ 2.

Таким образом,

‖f ′
i+1(y)− f ′

i(y)‖ ≤
∞∫

0

(
K2m−1‖ϕ‖m−1σ1µ

i−1‖ϕ‖n + 2L‖fi − fi−1‖
)
‖ϕ′

y‖dt ≤

(II)(7)

≤
∞∫

0

µi−1(σ12
m−1K + 2Lσ0)

‖ϕ(t, y)‖m+n−1

(1 + λt‖y‖m−1)
m

m−1

dt ≤

(6)

≤
∞∫

0

µi−1(σ12
m−1K + 2Lσ0)

‖y‖m+n−1

(1 + λt‖y0‖m−1)
m

m−1
+m+n−1

m−1

dt =

=
µi−1(σ12

m−1K + 2Lσ0)(m− 1)

(m+ n)λ
‖y‖n (9)

=
µi−1(σ12

mK + 4Lσ0)m

(m+ n)λ0
‖y‖n =

(14)
= µi−1

(
σ12

mKm

(m+ n)λ0
+

8Lm2

(m+ n)(m+ n− 1)λ20

)
‖y‖n ≤
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(15)

≤ σ1µ
i−1

(
2mKm

(m+ n)λ0
+

2mKm

(m+ n)(m+ n− 1)λ0

)
‖y‖n =

= σ1µ
i−1 2mKm

(m+ n− 1)λ0
‖y‖n (13)

= σ1µ
i‖y‖n.

Оценка (III), возможность дифференцирования под знаком интеграла и глад-
кость fi(y), таким образом, доказаны.

Из оценок (II) и (III) вытекает, что последовательности fi(y) и f ′
i(y) равномерно

сходятся при ‖y‖ ≤ ∆̂. Ясно, что предельная функция f(y) является решением урав-
нения (12) и, по теореме Коши, она будет гладкой, причем f ′

i(y) ⇒ f ′(y). Это также
обосновывает возможность дифференцирования под знаком интеграла в интеграль-
ном уравнении (12).

Остается лишь показать, что для f выполняется (5). Для этого надо рассмотреть
ряд (f1 − f0) + (f2 − f1) + · · ·+ (fi+1 − fi) + . . . , который сходится к f. Применяя (II),
получим

‖f‖ ≤ ‖f1 − f0‖+ · · ·+ ‖fi+1 − fi‖+ · · · ≤ σ0‖y‖m+n−1(1 + · · ·+ µi + . . . ) ≤
≤ σ0

1− µ
‖y‖m+n−1.

Аналогичным образом оценивается f ′. Теорема доказана.
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ON C
1-EQUIVALENCE OF ESSENTIALLY NONLINEAR SYSTEM OF
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STABLE EQUILIBRIUM POINT
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We consider the system of differential equation without linear terms at asymptotically stable equilibrium
point. Under assumption of negative definiteness of logarithmic norm of Jacobian matrix we prove
C1-equivalence this system to all its perturbations of sufficiently high order of vanishing. Refs 7.
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