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Имеется последовательность независимых случайных величин X1, X2, . . ., принимающих
целые неотрицательные значения. Рассматриваются случайные индикаторы η1, η2, . . ., опреде-
ленные таким образом, что ηn = 1, если значение n (n = 0, 1, . . .) фиксируется как рекордное
в последовательности X-ов, и ηn = 0, иначе. Известно, что если исходные величины одинаково
распределены, то индикаторы независимы. Исследуются последовательности неодинаково рас-
пределенных X-ов, для которых эти рекордные индикаторы остаются независимыми. Библиогр.
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1. Введение. В классической теории рекордных величин рассматриваются по-
следовательностиX1, X2, . . . независимых случайных величин (с.в.), имеющих одина-
ковую функцию распределения F (x). Рекордные моменты L(1), L(2), . . . и рекордные
величины X(1), X(2), . . . определяются следующим образом:

L(1) = 1, L(n+ 1) = min
{
j > L(n) : Xj > XL(n)

}
, n = 1, 2, . . . , (1)

и

X(n) = XL(n), n = 1, 2, . . . . (2)

Соотношения (1) и (2) задают верхние рекордные моменты и верхние рекордные
величины. Аналогично (с заменой в (1) неравенства Xj > XL(n) на неравенство
Xj < XL(n)) определяются нижние рекорды. Для дискретных распределений так-
же вводят слабые рекордные величины. В этом случае повторение предыдущего ре-
кордного значения засчитывается как новый рекорд. В теории рекордов обычно по
отдельности рассматривают два типа распределений — непрерывных и дискретных.
При исследовании этих моделей используются разные методы. Подробно с этими ме-
тодами можно познакомиться в монографиях [1–3].

Мы рассмотрим два разных типа рекордных индикаторов, которые существен-
ным образом используются при изучении рекордов. Пусть X1, X2, . . .— независимые
с.в. с общей непрерывной функцией распределения F (x). Введем случайные индика-
торы ξ2, ξ3, . . . следующим образом:

ξn =




1, если Xn является верхней рекордной величиной,

т. е. если Xn > max(X1, X2, . . . , Xn−1),
0, иначе .

Определим также индикатор ξ1 = 1, поскольку с.в. X1 является рекордной.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке СПбГУ (проект 6.38.672.2013) и РФФИ (грант
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Реньи [4] в 1962 г. показал, что в этой ситуации (когда функция распределения
F непрерывна) индикаторы ξ1, ξ2, . . . независимы и

P{ξn = 1} = 1/n, n = 1, 2, . . . (3)

Этот результат позволяет представить число рекордов N(n) в наборе X1, X2, . . . , Xn

в виде суммы независимых слагаемых

N(n) = ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn,

что, например, практически сразу позволяет показать асимптотическую нормаль-
ность при n→ ∞ с.в.:

(N(n)− lnn)/(lnn)1/2.

Далее, учитывая справедливость соотношения

P{L(m) > n} = P{N(n) < m}, (4)

можно уже доказать, что к нормальному предельному закону сходится по распреде-
лению и последовательность с.в.

(lnL(n)− n)/n1/2.

В связи с этой важной ролью индикаторов ξ1, ξ2, . . . при исследовании распре-
делений (включая и предельные) числа рекордов N(n) и рекордных моментов L(n)
возникает естественное желание попытаться расширить класс исходных случайных
величин, для которых соответствующие индикаторы оставались бы независимыми.
Здесь сразу следует отметить так называемую Fα-схему, частный случай которой
был введен в рассмотрение в работе Йенга [5], и в дальнейшем этот случай был су-
щественно обобщен (см., например, [3, лекция 25]).

В этой схеме исходные независимые с.в. X1, X2, . . . имеют функции распределе-
ния

Fk(x) = P{Xk < x} = Fα(k)(x),

где F (x) — некоторая исходная непрерывная функция распределения, а α(1), α(2), . . .—
произвольные положительные числа. Было показано, что в рамках данной модели
индикаторы рекордов ξ1, ξ2, . . . остаются независимыми и

P{ξn = 1} =
α(n)

α(1) + · · ·+ α(n)
, n = 1, 2, . . .

В ситуации же, когда изучаются рекорды в последовательностях дискретных
с.в., важную роль играет другой тип рекордных индикаторов. Рассмотрим для про-
стоты обозначений случай, когда исходные случайные величины независимы, одина-
ково распределены и принимают целые неотрицательные значения с вероятностями
pk = P{Xj = k}, k = 0, 1, . . ., j = 1, 2, . . . . Введем с.в. η0, η1, . . . , определенные таким
образом, что ηn = 1, если значение n фиксируется как рекордное в последовательно-
сти наблюдаемых значений с.в. X1, X2, . . . , и ηn = 0, иначе. Шоррок [6] показал, что
в этом случае таким образом введенные индикаторы также независимы и

P{ηn = 1} = 1− P{ηn = 0} = P{X = n}/P{X ≥ n}, n = 0, 1, 2, . . . (5)
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Это свойство индикаторов ηn позволило существенно упростить исследование
дискретных рекордных величин X(n). Действительно, в этой ситуации можно вос-
пользоваться соотношением

P{X(n) > m} = P{S(m) < n}, (6)

где S(m) = η0 + η1 + . . .+ ηm — число рекордов, не превосходящих значения m.
Например, в случае геометрического распределения с вероятностями

P{Xk = m} = (1 − p) pm, k = 1, 2, . . . , m = 0, 1, . . . , 0 < p < 1,

можно сразу получить, что

P{ηn = 1} = 1− P{ηn = 0} = 1− p, n = 0, 1, 2, . . . .

Отсюда и из соотношения (6) сразу следует, что случайные величины

S(n)− n(1− p)√
np (1− p)

и
(1 − p)X(n)− n√

np

имеют в пределе при n→ ∞ стандартное нормальное распределение.
Возникает вопрос: можно ли в случае дискретных распределений существенно

расширить множество последовательностей X-ов, для которых индикаторы η0, η1, . . .
оставались бы независимыми? Эту проблему будем решать во второй части статьи.

2. Основные результаты. Рассмотрим вначале простейшую ситуацию, когда
имеем дело с набором независимых неотрицательных целочисленных случайных ве-
личин Y,X2, X3, . . . , в котором с.в. X2, X3, . . . имеют одинаковое распределение с ве-
роятностями

fn = P{Xk = n}, n = 0, 1, 2, . . . , k = 2, 3, . . . ,

а распределение Y задается набором вероятностей

gn = P{Y = n}, n = 0, 1, 2, . . . .

Обозначим также для значений n = 1, 2, . . . вероятности F (n) = P{Xk < n},
k = 2, 3, . . . , и G(n) = P{Y < n}. Найдем условия, при которых в этом случае неза-
висимыми будут рекордные индикаторы η0, η1, η2, . . . .

Предполагая, что эти индикаторы независимы, рассмотрим при k = 1, 2, . . . со-
отношения

P{η0=0, η1=0, . . . , ηk−1=0, ηk=1} = P{η0=0, η1=0, . . . , ηk−1=0}P{ηk=1} . (7)

Справедливы равенства

P{η0 = 0, η1 = 0, . . . , ηk−1 = 0} = P{Y ≥ k} = 1−G(k), (8)

P{η0 = 0, η1 = 0, . . . , ηk−1 = 0, ηk = 1} = P{Y = k} = gk, (9)

P{ηk = 1} = P{Y = k}+ P{Y < k}P{X1 = k}+

+ P{Y < k}P{X1 < k}P{X2 = k}+ . . . = gk +
fkG(k)

1− F (k)
. (10)
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Из соотношений (7)–(10) получаем, что

gk = (1−G(k))

(
gk +

fk G(k)

1− F (k)

)
,

и следовательно,
gk

1−G(k)
=

fk
1− F (k)

, k = 1, 2, . . . , (11)

т. е. две дискретные функции интенсивности отказов совпадают при k = 1, 2, . . .
Равенства (11) можно переписать в виде

1−G(k + 1)

1−G(k)
=

1− F (k + 1)

1− F (k)
, k = 1, 2, . . . . (12)

Перемножая, соответственно, выражения (при k = 1, 2, . . . , n), входящие в левые и
правые части равенств (12), получаем, что

1− F (n) = λ (1−G(n)) , n = 1, 2, . . . , (13)

где λ = (1 − f0)/(1− g0).
Можно отметить также, что из (13) следуют равенства

fk
1− F (k)

=
gk

1−G(k)
, k = 1, 2, . . . .

Рассмотрев приведенный частный случай, можно предположить, что если пе-
рейти к набору независимых случайных величин, принимающих значения 0, 1, 2, . . . с
вероятностями

pn(k) = P{Xn = k}, k = 0, 1, 2, . . . , n = 1, 2, . . . ,

имеющих соответствующие функции распределения Fn(k) = pn(0)+pn(1)+ . . .+pn(k)
и дискретные интенсивности отказа Rn(k) = pn(k)/(1 − Fn(k)), которые совпадают
при всех k = 1, 2, . . . , то получим независимые рекордные индикаторы η0, η1, η2, . . . .
Проверим справедливость этого предположения.

В данной ситуации соотношения (8)–(10) перепишутся в следующем виде:

P{η0 = 0, η1 = 0, . . . , ηk−1 = 0} = P{X1 ≥ k} = 1− F1(k), (14)

P{η0 = 0, η1 = 0, . . . , ηk−1 = 0, ηk = 1} = P{X1 = k} = p1(k), (15)

P{ηk = 1} = p1(k) + F1(k)p2(k) + . . .+ F1(k)F2(k) · · ·Fn−1(k)pn(k) + . . . . (16)

Для проверки независимости индикаторов η0, η1, η2, . . ., учитывая, что имеем де-
ло с двухточечными случайными величинами, достаточно убедиться, что при любом
k = 1, 2, 3, . . . выполняются равенства

p1(k) = (1−F1(k))

(
p1(k) +F1(k)p2(k)+ . . .+F1(k)F2(k) · · ·Fn−1(k)pn(k)+ . . .

)
. (17)

Нетрудно проверить, что для одинаково распределенных X-ов соотношение (17) вы-
полняется. Обозначим

Tn(k) = pn(k) + Fn(k)

(
pn+1(k) + Fn+1(k)pn+2(k) + Fn+1(k)Fn+2(k)pn+3(k) + . . .

)
.
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Соотношение (17) перепишем в виде

p1(k) = (1− F1(k))

(
p1(k) + F1(k)T2(k)

)
, (18)

откуда следует, что
p1(k)/(1 − F1(k)) = T2(k). (19)

Напомним, что по условию

p1(k)

1− F1(k)
=

p2(k)

1− F2(k)
, k = 1, 2, . . . . (20)

Поэтому из равенств (19) и (20) получаем, что

p2(k) = (1 − F2(k))T2(k), k = 1, 2, . . . . (21)

Равенство (21) можно теперь переписать в виде

p2(k) = (1− F2(k))

(
p2(k) + F2(k)T3(k)

)
. (22)

Сравнивая соотношения (18) и (22), видим, что удалось избавиться от зависимости
исходного равенства (17) от характеристик с.в. X1. Продолжая дальше данную про-
цедуру и беря в качестве начального (вместо равенства (18)) соотношение (22), пока-
зываем, что таким же образом и исходное распределение с.в. X2 приводит нас уже к
проверке очередного соотношения

p3(k) = (1− F3(k))

(
p3(k) + F3(k)T4(k)

)
. (23)

Используя и далее предложенный метод, мы можем доказать, что если зафик-
сировать произвольное сколь угодно большое значение n и рассмотреть последова-
тельность целочисленных независимых случайных величин X1, X2, . . . , Xn, Xn+1, . . . ,
среди которых с.в. Xn, Xn+1, . . . одинаково распределены, а величины X1, X2, . . . , Xn

имеют интенсивности отказаRm(k),m = 1, . . . , n, которые совпадают при k = 1, 2, . . . ,
то рекордные индикаторы η0, η1, η2, . . . , ηn, ηn+1, . . . независимы.

Существенно более громоздкие выкладки, связанные с прямой подстановкой в
(17) вероятностей pm(k) и Fm(k) случайных величин, у которых интенсивности отказа
Rm(k) = pm(k)/(1−Fm(k)), m = 1, 2, . . . , совпадают при всех k = 1, 2, . . . , позволяют
показать, что рекордные индикаторы и в этом случае независимы.

Таким образом, в качестве «дискретного» аналога Fα-схемы можно предложить
следующую модель. Берутся независимые с.в. X1, X2, . . . , принимающие значения
0, 1, . . . с вероятностями pk(0), pk(1), . . ., k = 1, 2, . . ., для которых при любых значе-
ниях индексов k и r и для всех m = 1, 2, . . . выполняются равенства

pk(m)

1− Fk(m)
=

pr(m)

1− Fr(m)
.

В качестве примера одной из таких последовательностей можно привести набор
геометрически распределенных с.в. X1, X2, . . . с вероятностями

P{Xn = 0} = 1− pn,
P{Xn = m} = (1− p) pn+m−1, m = 1, 2, . . . , 0 < p < 1.
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Видим, что в этом случае для каждого n = 1, 2, . . . и любого m = 1, 2, . . . выполняется
равенство

P{Xn = m}/P{Xn > m} = 1− p

и данная последовательность представляет собой дискретный аналог Fα-схемы.
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