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В данной работе рассматривается микроволновая задача нагрева однородного материала
в одномерном случае. Изучается вопрос устойчивости на конечном промежутке для данной за-
дачи. Приводятся достаточные условия существования устойчивости на конечном промежутке
с помощью варьируемых функций. Для одномерной задачи нагрева эти функции, в том числе
функционал Ляпунова, приведены явно. Библиогр. 7 назв.
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1. Введение. В данной работе рассматривается микроволновая задача нагрева
однородного материала в одномерном случае, которая может быть выведена из мно-
гомерного случая, как это сделано в работе [1]. Понятие устойчивости на конечном
промежутке времени для данной задачи вводится на основании определений из работ
[2, 3]. Приводится теорема об устойчивости на конечном промежутке времени, кото-
рая использует варьируемые функции в общем виде. Эта теорема является развитием
теоремы 1 работы [4], но в отличие от неё в данной работе варьируемые функции, в
том числе функция Ляпунова, приведены в явном виде.

2. Постановка задачи. Рассмотрим систему, состоящую из параболического и
гиперболического уравнений, описывающую в одномерном случае уравнения Макс-
велла и теплопроводности [1]:

wtt − wxx + σ(θ)wt = 0, x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ), (1)

θt − θxx = σ(θ)wt
2, x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ), (2)

w(0, t) = 0, w(1, t) = 0, t ∈ (0, T ), (3)

θ(0, t) = θ(1, t) = 0, t ∈ (0, T ), (4)

θ(x, 0) = θ0(x), x ∈ (0, 1), (5)

w(x, 0) = w0(x), wt(x, 0) = w1(x), x ∈ (0, 1), (6)

где θ— температура, w— интеграл по времени от ненулевой компоненты электриче-
ского поля, σ— электрическая проводимость, которая зависит от температуры, T > 0.

Предположим, что следующие условия выполнены:

(A1) cкалярная функция σ удовлетворяет локальному условию Липшица на (0,+∞)
и существуют константы σ0 и σ1, такие что 0 < σ0 ≤ σ(θ) ≤ σ1 на (0,+∞);

(A2) w0, w1 ∈ L2(0, 1), θ0 ∈ L∞(0, 1), θ0 ≥ 0 п.в. на (0, 1).

В условиях (A1) и (A2) существует слабое решение системы (1)–(6) в смыс-
ле интегральных тождеств для произвольного фиксированного T > 0 ([1]). Вве-
дём обозначение v(x, t) := wt(x, t). Тогда задача (1)–(6) имеет слабое решение
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(w(x, t), v(x, t), θ(x, t)) в пространстве Z := (C([0, T ];L2(0, 1)))2 × (L2(0, T ;H1(0, 1)) ∩
C([0, T ];L2(0, 1))) (см. [1]).

Определим нормированное пространство Y := H1
0 (0, 1)×L2(0, 1)×L2(0, 1) с нор-

мой

‖(w, v, θ)‖2Y = ‖wx‖2L2(0,1) + ‖v‖2L2(0,1) + ‖θ‖2L2(0,1), (7)

где (w, v, θ) ∈ Y . Рассмотрим функцию y(t) = y(t, t0, y0) = (w(·, t), v(·, t), θ(·, t)) как
решение задачи (1)–(6) в пространстве Y с нормой (7), где вместо начального момента
времени 0 берется произвольное 0 ≤ t0 < T такое, что y(t0, t0, y0) = (w0, w1, θ0), где
w(·, t), v(·, t), θ(·, t) ∈ Y и удовлетворяет системе (1)–(6) в слабом смысле.

3. Устойчивость на конечном промежутке времени. Введём понятие устой-
чивости на конечном промежутке времени для задачи (1)–(6), аналогичное введённо-
му в работах [2, 4]:

Определение 1. Система (1)–(6) называется (α, β, t0, T
′, ‖·‖Y )-устойчивой, где

0 < α ≤ β, t0 > 0, T ′ ≥ 0, [t0, t0+T
′) ⊂ (0, T )— произвольные числа, если для каждого

решения y(t) этой системы из условия ‖y(t0)‖Y < α следует, что ‖y(t)‖Y < β для
всех t ∈ [t0, t0 + T ′).

Замечание 1. Свойство устойчивости на конечном промежутке тесно связано
с понятием области достижимости, которое изучается в теории управления [5]. Од-
нако к начально-краевой задаче (1)–(6) общие теоремы, характеризующие области
достижимости, непосредственно не применимы.

Сформулируем следующую теорему об устойчивости на конечном промежутке
времени для системы (1)–(6):

Теорема 1. Пусть J := [t0, t0 +T ′) ⊂ (0, T )— временной интервал, 0 < α ≤ β —
положительные числа, и существуют дифференцируемый по Фреше функционал
Φ : Y → R и интегрируемая функция g : J → R такие, что следующие условия
выполнены:

d

dt
Φ(y(t)) < g(t) (8)

для п.в. t ∈ J и произвольных функций y(·) ∈ Z, таких, что α ≤ ‖y(t)‖Y ≤ β;

∫ t

s

g(τ)dτ ≤ min
y∈Y :‖y‖Y =β

Φ(y)− max
y∈Y :‖y‖Y =α

Φ(y) (9)

для любых s, t ∈ J, s < t.

Тогда задача (1)–(6) будет (α, β, t0, T
′, ‖ · ‖Y )-устойчива.

Доказательство этой теоремы проводится аналогичным доказательству теоре-
мы 1 в работе [4] образом. Определим ниже конкретный вид функционала Φ и функ-
ции g для задачи нагрева, которые удовлетворяют всем условиям теоремы 1. При этом
используем следуюший результат, который вытекает из доказательства теоремы 4.1
работы [1], который назовём свойством (S):

(S) для любых α > 0 и T ′ ∈ (0, T ) существует число 0 < κ = κ(α, T ′) < ∞ такое,
что для любых решений (w(x, t), v(x, t), θ(x, t)) системы (1)–(6) с начальными
данными (w0, w1, θ0) при t0 = 0 из ‖w0‖2L2(0,1) + ‖w1‖2L2(0,1) + ‖θ0‖2L2(0,1) ≤ α2

следует, что supt∈[0,T ′] ‖θ(·, t)‖L∞(0,1) ≤ κ.
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Теорема 2. Пусть существуют варьируемые параметры λ > 0, ǫ > 0, a > 0 и
параметры 0 < α ≤ β такие, что выполнены следующие условия:

0 < λ < 1,
1

2
σ1ǫ − 1 < 0, λ2 < ǫ < 1,

λ

(
1

2ǫ
σ1 + 1

)
− σ0 + aσ1κ < 0, 0 ≤ min

[
1− ǫ, 1− λ2

ǫ
, a

]
β2 −max[2, 1 + λ2, a]α2,

(10)
где параметры σ0 и σ1 берутся из соотношения (A1), κ = κ(α, T ′)— параметр,
введённый в условии (S). Рассмотрим функционал Ляпунова в виде

Φ(y) = Φ(w, v, θ) =

∫ 1

0

(w2
x + 2λwv + v2 + aθ2)dx, y = (w, v, θ) ∈ Y, (11)

который можно трактовать для определенных параметров λ > 0, a > 0 как сум-
марный «интеграл энергии» относительно системы Максвелла и уравнения тепло-
проводности, и варьируемую функцию

g(t) ≡ −Cmin[1, a]α, t ∈ [0, T ′), (12)

где

C :=
2min[a,−λ(12σ1ǫ− 1),−(λ( 1

2ǫσ1 + 1)− σ0 + aσ1κ)]

max[2, 1 + λ2, a]
. (13)

Тогда функционал Φ и функция g(t) из (11) и (12) удовлетворяют неравенствам (8)
и (9) относительно функций из Z с t0 = 0 и 0 < α ≤ β из (10). Следовательно,
задача (1)–(6) будет (α, β, 0, T ′, ‖·‖Y )-устойчива.

Доказательство. Рассмотрим функционал Ляпунова (11). Для произвольных
функций (w, v, θ) ∈ Y имеем с учётом неравенств (10):

Φ(w, v, θ) =

∫ 1

0

(w2
x + 2λwv + v2 + aθ2)dx ≤

≤
∫ 1

0

(w2
x + w2 + λ2v2 + v2 + aθ2)dx ≤

∫ 1

0

(2w2
x + (1 + λ2)v2 + aθ2)dx ≤

≤ max[2, 1 + λ2, a](‖wx‖2L2(0,1) + ‖v‖2L2(0,1) + ‖θ‖2L2(0,1)). (14)

Здесь были использованы неравенство Фридрихса в виде ‖w‖2L2(0,1) ≤ ‖wx‖2L2(0,1) для
функции w ∈ H1

0 (0, 1) и неравенство Коши—Буняковского.
С другой стороны, для таких же функций (w, v, θ) ∈ Y имеем

∫ 1

0

(w2
x + 2λwv + v2 + aθ2)dx ≥

≥
∫ 1

0

(w2
x − ǫw2 − λ2

ǫ
v2 + v2 + aθ2)dx ≥

∫ 1

0

((1− ǫ)w2
x + (1− λ2

ǫ
)v2 + aθ2)dx ≥

≥ min[1− ǫ, 1− λ2

ǫ
, a](‖wx‖2L2(0,1) + ‖v‖2L2(0,1) + ‖θ‖2L2(0,1)). (15)
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Теперь рассмотрим функционал Ляпунова на пространстве функций (w, v, θ) ∈ Z
и для п.в. t ∈ (0, T ′) продифференцируем по t этот функционал:

d

dt

∫ 1

0

(w2
x + 2λwv + v2 + aθ2)dx = 2

∫ 1

0

(−wxxv + λv2 + (λw + v)vt + aθθt)dx. (16)

Здесь было использовано соотношение
∫ 1

0 wxwxtdx =
∫ 1

0 −wxxwtdx =
∫ 1

0 −wxxvdx,
которое выполнено для функции w(x, t) с однородными нулевыми граничными усло-
виями.

Выразим vt и θt из (1) и (2), подставим в (16) и оценим интеграл для п.в. t ∈
(0, T ′):

d

dt
Φ(y(t)) = 2

∫ 1

0

(−wxxv + λv2 + (λw + v)(wxx − σ(θ)v) + aθ(θxx + σ(θ)v2))dx =

= 2

∫ 1

0

(−λw2
x − λσ(θ)wv + (λ− σ(θ) + aσ(θ)θ)v2 − aθ2x))dx ≤

≤ 2

∫ 1

0

(−λ(1
2
σ(θ)ǫ − 1)w2

x + (
1

2ǫ
λσ(θ) + λ− σ(θ) + aσ(θ)θ)v2 − aθ2))dx. (17)

C учётом предположения (A2), свойства (S) и соотношений (10) легко получить
оценку

d

dt
Φ(y(t)) ≤ −C1(‖wx‖2L2(0,1) + ‖v‖2L2(0,1) + ‖θ‖2L2(0,1)) (18)

для п.в. t ∈ (0, T ′), где C1 = 2min[a,−λ(12σ1ǫ− 1),−(λ( 1
2ǫσ1 + 1)− σ0 + aσ1κ)].

Отсюда можно показать, принимая во внимание (14), что d
dtΦ(y(t)) ≤ −CΦ(y(t))

для п.в. t ∈ (0, T ′), где параметр C определён в (13).
Тогда, с учётом неравенства (15), введём на [0, T ′) функцию

g(t) := − Cmin[1, a] inf(‖wx(·, t)‖2L2(0,1) + ‖v(·, t)‖2L2(0,1) + ‖θ(·, t)‖2L2(0,1)), (19)

где inf берётся по всем (w(·, ·), v(·, ·), θ(·, ·)) ∈ Z таким, что α ≤ ‖w(·, t), v(·, t), θ(·, t)‖Y ≤
β, чтобы выполнялось условие (8).

Ясно, что g(t) = −Cmin[1, a]α будет искомой функцией на [0, T ′).
Оценим слагаемые в правой части неравенства (9), учитывая выражения (14) и

(15): min
y∈Y :‖y‖Y =β

Φ(y) ≥ min[1− ǫ, 1− λ2

ǫ , a]β
2, max

y∈Y :‖y‖Y =α
Φ(y) ≤ max[2, 1 + λ2, a]α2.

Отсюда следует, что для выполнения соотношения (9) достаточно, чтобы выпол-
нялись неравенства

−Cmin[1, a]αT ′ ≤ min

[
1− ǫ, 1− λ2

ǫ
, a

]
β2 −max[2, 1 + λ2, a]α2, (20)

0 ≤ min

[
1− ǫ, 1− λ2

ǫ
, a

]
β2 −max[2, 1 + λ2, a]α2. (21)

Из условий (10) следует, что неравенства (20), (21) верны.
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Полученные в статье результаты могут быть легко распространены на случай
общих граничных условий типа Дирихле для w. Соответствующие теоремы суще-
ствования решения имеются, например, в работе [6], и получение аналогичных выво-
дов об устойчивости на конечном промежутке не представляет труда. Случай других
граничных условий для температуры, например граничных условий типа Неймана,
требует дополнительного анализа. Соответствующие теоремы существования реше-
ния в разных функциональных пространствах имеются в работе [7].
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