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Получены новые результаты об асимптотическом поведении вероятностей умеренных
уклонений комбинаторных сумм. При доказательстве использованы полученные ранее автором
аналоги неравенства Эссеена для комбинаторных сумм, дающие оценку скорости сходимости
в комбинаторной ЦПТ. Полученные результаты близки к оптимальным. Рассмотрены случаи
конечных и бесконечных дисперсий слагаемых. Библиогр. 34 назв.
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1. Введение. Пусть {‖Xnij‖ , 1 6 i, j 6 n, n = 2, 3, . . .}— последовательность
матриц независимых случайных величин. Пусть {~πn = (πn(1), πn(2), . . . , πn(n)), n =
2, 3, . . .}— последовательность случайных перестановок чисел 1, 2, . . . , n. Предполо-
жим, что ~πn имеет равномерное распределение на множестве перестановок и не за-
висит от ‖Xnij‖ для любого n. Сумма

Sn =

n∑

i=1

Xniπn(i)

называется комбинаторной суммой. Результат о слабой сходимости распределений
комбинаторных сумм к нормальному закону называется комбинаторной центральной
предельной теоремой (ЦПТ).

Комбинаторной ЦПТ посвящены работы Вальда и Вольфовица [1], Нётера [2],
Хёффдинга [3], Мото [4], Колчина и Чистякова [5]. Позднее были получены неасимп-
тотические результаты типа неравенств Берри—Эссеена и Эссеена об оценке близости
распределений комбинаторных сумм и стандартного нормального распределения. Ре-
зультаты в этом направлении получены Больтхаузеном [6], фон Баром [7], Хо и Ченом
[8], Голдстейном [9], Неммани и Санторнчостом [10], Неммани и Ратанавонгом [11],
Ченом, Годстейном и Шао [12], Ченом и Фангом [13], Фроловым [14, 15].

Отметим, что в отличие от сумм независимых случайных величин комбинатор-
ные суммы не имеют независимых приращений. Поэтому неприменим классический
метод доказательства неравенств Берри—Эссеена и Эссеена, основанный на оценке
близости характеристической функции нормированной суммы и характеристической
функции стандартного нормального закона. Для доказательства используется метод
Стейна. Это приводит к неравенствам типа неравенств Берри—Эссеена и Эссеена
для случайных величин с третьим моментом. Использование техники усечения поз-
волило автору [14, 15] получить обобщение этих результатов на случай слагаемых с
моментами порядка 2 + δ, а также в случае бесконечных дисперсий.

Вероятности больших уклонений сумм независимых случайных величин игра-
ют важную роль в теории вероятностей. Одна из задач здесь состоит в том, чтобы
найти зону нормальной сходимости, т. е. область в которой хвосты распределений
центрированных и нормированных сумм независимых случайных величин имеют та-
кую же асимптотику, как хвост нормального закона. Ширина этой зоны существенно
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зависит от моментных ограничений. Если у слагаемых существуют экспоненциаль-
ные моменты, то зоны нормальной сходимости будут степенными. Если предполагать
существование моментов порядка p, то зоны нормальной сходимости — логарифмиче-
ские. Поэтому в последнем случае уклонения называют умеренными.

Различные результаты об асимптотическом поведении вероятностей умеренных
уклонений получены Линником [16], Ибрагимовым и Линником [17], Нагаевым [18],
Рубиным и Сетураманом [19], Нагаевым [20], Амосовой [21, 24, 25], Михелем [22],
Сластниковым [23, 28], Розовским [26, 32], Рыхликом [27], Фроловым [29, 31, 33],
Петровым [30].

В настоящей работе мы получим новые результаты об асимптотическом пове-
дении умеренных уклонений комбинаторных сумм. По указанным выше причинам
мы не можем применить технику анализа вероятностей умеренных уклонений сумм
независимых случайных к вероятностям умеренных уклонений комбинаторных сумм.
Поэтому мы будем выводить асимптотику последних, используя полученные автором
[14, 15] аналоги неравенства Эссеена для комбинаторных сумм. Отметим, что идея
использовать оценки в ЦПТ для получения оценок вероятностей умеренных уклоне-
ний была ранее использована В. В. Петровым (см. стр. 262 монографии [34] и [30]).
Мы рассмотрим случай конечных и бесконечных дисперсий. Мы также покажем, что
наши результаты близки к оптимальным.

2. Результаты. Пусть {‖Xnij‖ , 1 6 i, j 6 n, n = 2, 3, . . .}— последовательность
матриц независимых случайных величин, EXnij = cnij и DXnij = σ2

nij для всех i, j
и n. Предположим, что

n∑

i=1

cnij =
n∑

j=1

cnij = 0 (1)

для любого n.
Пусть {~πn = (πn(1), πn(2), . . . , πn(n)), n = 2, 3, . . .}— последовательность случай-

ных перестановок чисел 1, 2, . . . , n. Предположим, что ~πn имеет равномерное распре-
деление на множестве перестановок и не зависит от ‖Xnij‖ для любого n.

Положим

Sn =

n∑

i=1

Xniπn(i).

Несложно показать, что

ESn = 0, Bn = DSn =
1

n− 1

n∑

i,j=1

c2nij +
1

n

n∑

i,j=1

σ2
nij .

Таким образом, условие (1) обеспечивает центрированность комбинаторных сумм.
Пусть g+nij(x) и g−nij(x), 1 6 i, j 6 n, n > 2, — неотрицательные неубывающие

функции, определенные при всех x > 0, такие, что x/g+nij(x) и x/g−nij(x) не убывают
при x > 0. Предположим, что

g−nij = E(X−
nij)

2g−nij(X
−
nij) <∞, g+nij = E(X+

nij)
2g+nij(X

+
nij) <∞

для всех 1 6 i, j 6 n и всех n > 2. Здесь X−
nij = −XnijI{Xnij < 0}, X+

nij =
XnijI{Xnij > 0}, I{·} обозначает индикатор события в скобках.
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Положим

Ln =
1

Bnn

n∑

i,j=1

(
g−nij

g−nij(
√
Bn)

+
g+nij

g+nij(
√
Bn)

)

для всех n > 2. Наш первый результат — следующая теорема.
Теорема 1. Предположим, что Ln → 0 при n→ ∞. Положим

xn =
√
2 ln(1/Ln)− ln ln(1/Ln)− ̺n,

где ̺n — последовательность чисел такая, что ̺n → +∞ и ̺n = o (ln ln(1/Ln)) при
n→ ∞. Тогда равномерно по x из области |x| 6 xn выполняется соотношение

P (Sn > x
√
Bn) = (1− Φ(x))(1 + o(1)) при n→ ∞,

где Φ(x)— функция стандартного нормального распределения.
Доказательство. Обозначим

∆n = sup
x∈R

∣∣∣P (Sn < x
√
Bn)− Φ(x)

∣∣∣ .

По теореме 4 из работы автора [14] для всех n > 2 выполняется неравенство

∆n 6 A


 1

Bnn

n∑

i,j=1

αnij +
1

B
3/2
n n

n∑

i,j=1

βnij


 ,

где A— абсолютная положительная постоянная, αnij = EX2
nijI{|Xnij | >

√
Bn} и

βnij = E |Xnij |3 I{|Xnij| <
√
Bn} при 1 6 i, j 6 n и всех n.

Принимая во внимание равенство

αnij = EX2
nijI{Xnij 6 −

√
Bn}+ EX2

nijI{Xnij >
√
Bn},

мы имеем

αnij 6
g−nij

g−nij(
√
Bn)

+
g+nij

g+nij(
√
Bn)

для всех i и j и всех n. Здесь мы воспользовались тем, что функции g+nij(x) и g−nij(x)
не убывают для всех i и j и всех n. Аналогично, из

βnij = E|Xnij |3I{0 > Xnij > −
√
Bn}+ EX3

nijI{0 6 Xnij <
√
Bn}

следует, что

βnij 6

√
Bng

−
nij

g−nij(
√
Bn)

+

√
Bng

+
nij

g+nij(
√
Bn)

для всех i и j и всех n. При этом мы воспользовались тем, что x/g+nij(x) и x/g−nij(x)
не убывают для всех i и j и всех n.

Следовательно, для всех n выполняется неравенство

∆n 6 ALn.
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Поэтому

θn = sup
|x|6xn

∣∣∣∣
P (Sn > x

√
Bn)

1− Φ(x)
− 1

∣∣∣∣ 6
∆n

1− Φ(xn)
6

ALn

1− Φ(xn)

для всех n. Принимая во внимание известное соотношение

1− Φ(xn) ∼
1√
2πxn

e−x2
n/2

при n→ ∞, мы заключаем, что

θn 6
2A√
2π

Lnxne
x2
n/2

для всех достаточно больших n. Учитывая определение xn, мы имеем

lnxn =
1

2
ln 2 +

1

2
ln {ln(1/Ln)(1 + o(1))} =

1

2
ln ln(1/Ln) +O(1)

при n→ ∞. Поэтому

Lnxne
x2/2 = exp

{
− ln(1/Ln) + lnxn +

x2n
2

}
= exp

{
−̺n

2
+O(1)

}
→ 0

при n→ ∞. Отсюда следует, что θn → 0 при n→ ∞. Теорема полностью доказана. �
Отметим, что последовательность ̺n в теореме 1 можно взять возрастающей

сколь угодно медленно. Из теоремы 1 вытекает следующий результат.
Теорема 2. Пусть g(x)— неотрицательная неубывающая функция, определен-

ная для всех x > 0, такая, что x/g(x) не убывает при x > 0.
Пусть gnij = EX2

nijg(|Xnij |) <∞ для всех 1 6 i, j 6 n и всех n > 2. Положим

Ln =
1

Bng(
√
Bn)n

n∑

i,j=1

gnij .

Предположим, что Ln → 0 при n→ ∞. Обозначим

xn =
√
2 ln(1/Ln)− ln ln(1/Ln)− ̺n,

где ̺n — последовательность чисел такая, что ̺n → +∞ и ̺n = o (ln ln(1/Ln)) при
n→ ∞. Тогда равномерно по x из области |x| 6 xn выполняется соотношение

P (Sn > x
√
Bn) = (1− Φ(x))(1 + o(1)) при n→ ∞.

В важном частном случае g(x) = xδ, δ ∈ (0, 1], теорема 2 влечет следующий
результат, в котором зона нормальной сходимости выражена в терминах аналогов
дробей Ляпунова.

Теорема 3. Пусть E|Xnij |2+δ < ∞ для всех 1 6 i, j 6 n и всех n > 2, где
δ ∈ (0, 1]. Положим

Lδ
n =

1

B
1+δ/2
n n

n∑

i,j=1

E|Xnij |2+δ.
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Предположим, что Lδ
n → 0 при n→ ∞. Обозначим

xn =
√
2 ln(1/Lδ

n)− ln ln(1/Lδ
n)− ̺n,

где ̺n — последовательность чисел такая, что ̺n → +∞ и ̺n = o
(
ln ln(1/Lδ

n)
)

при
n→ ∞. Тогда равномерно по x из области |x| 6 xn выполняется соотношение

P (Sn > x
√
Bn) = (1− Φ(x))(1 + o(1)) при n→ ∞.

Покажем, что ширина зоны нормальной сходимости в теореме 3 близка к опти-
мальной.

Предположим, что cnij = 0 и Xnij одинаково распределены для всех i, j и n.
Тогда Lδ

n = const · n−δ/2 и xn =
√
δ lnn− ln lnn− ̺n. Заметим, что в этом случае

вероятности умеренных уклонений комбинаторных сумм совпадают с вероятностя-
ми умеренных уклонений сумм независимых одинаково распределенных случайных
величин. Для последних вероятностей по теореме 2.3 из работы автора [31] граница
зоны нормальной сходимости равна

√
δ lnn+ (1 + δ) ln lnn− const. Таким образом,

наша граница достаточно близка к оптимальной.
Пусть {Fn(x)} — последовательность функций распределения. Если предполо-

жить, что для каждых фиксированных i и n случайные величиныXni1, Xni2, . . . , Xnin

имеют одинаковую функцию распределения Fi(x), то вероятности умеренных укло-
нений комбинаторных сумм совпадут с вероятностями умеренных уклонений сумм
независимых неодинаково распределенных случайных величин. По теореме 1.3 из [31]
граница зоны нормальной сходимости для последних также отличается множителем
−(1+δ) при ln ln(1/Lδ

n). Поэтому и здесь граница xn теоремы 3 близка к оптимальной.
Перейдем к случаю бесконечной дисперсии. Все остальные предположения мы

сохраняем.
Пусть {bn}— последовательность положительных постоянных. Положим X̄nij =

XnijI{|Xnij | < bn},

S̄n =

n∑

i=1

X̄niπ(i), ēn = ES̄n, B̄n = DS̄n.

По теореме 3 из работы автора [15] существует абсолютная положительная постоян-
ная A такая, что для всех n > 2 выполняется неравенство

sup
x∈R

|P (Sn < xbn)− Φ(x)| 6 AL̄n,

где

L̄n =
1

nB̄
3/2
n

n∑

i,j=1

E|X̄nij |3 +
1

n

n∑

i,j=1

P (|Xnij | > bn) + Θn +Υn,

Θn =
|ēn|√

2π
√
B̄n

, Υn =
1√
2πe

max

(√
B̄n

bn
− 1,

bn√
B̄n

− 1

)
.

Рассуждая так же, как в доказательстве теоремы 1, мы получим следующий резуль-
тат.
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Теорема 4. Если L̄n → 0 при n→ ∞, то соотношение

P (Sn > xbn) = (1 − Φ(x))(1 + o(1)) при n→ ∞

выполнено равномерно по x из области |x| 6 xn, xn =
√
2 ln(1/L̄n)− ln ln(1/L̄n)− ̺n,

̺n — последовательность чисел такая, что ̺n → +∞ и ̺n = o
(
ln ln(1/L̄n)

)
при

n→ ∞.
Отметим, что нормирующую последовательность bn в теореме 4 следует искать,

используя соотношение
√
B̄n/bn → 1 при n → ∞. Это аналогично тому, как находят

нормирующую последовательность в ЦПТ для независимых одинаково распределен-
ных случайных величин из областей ненормального притяжения нормального закона.
Можно также показать, что теоремы 1–3 вытекают из теоремы 4.
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We investigate the asymptotic behaviour of probabilities of moderate deviations for combinatorial sums.
We find a zone in which tails of distributions of combinatorial sums have the same asymptotic behavior as
that of the standard normal law. The combinatorial sums have dependent increments. It yields that
the classical method of characteristic functions can not be applied. We use Esseen type bounds for
combinatorial sums that have been obtained in author papers recently. We show that the zone of the
normal convergence is close to the best one which is for the case of centered independent random variables.
We consider the case of finite variations of summands. The case of infinite variations is discussed as well.
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