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Рассматривается гиростат, движущийся в центральном ньютоновском гравитационном и
дипольном магнитном полях по слабоэллиптической кеплеровой орбите в плоскости магнитного
экватора. Предполагается, что гиростат обладает электростатическим зарядом и собственным
магнитным моментом. Изучается вращательное движение гиростата относительно его центра
масс под действием лоренцева момента и момента магнитного взаимодействия. Установлена об-
ратимость системы дифференциальных уравнений вращательного движения гиростата с тре-
мя неподвижными множествами. Проанализированы свойства симметричных периодических
движений колебательного типа. Обнаружена бифуркация семейства симметричных колебаний
гиростата и рождение двух изолированных симметричных колебаний при переходе от круговой
орбиты к слабоэллиптической. Библиогр. 9 назв.
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1. Объект исследования. Объектом исследования является гиростат, движу-
щийся в гравитационном и магнитном полях по кеплеровой орбите. Предполагается,
что гиростат обладает электростатическим зарядом и собственным магнитным мо-
ментом. Изучается вращательное движение гиростата относительно его центра масс
под действием лоренцева и магнитного моментов — ~ML и ~MM соответственно, обу-
словленных взаимодействием магнитного поля с зарядом гиростата и с его собствен-
ным магнитным моментом.

Гравитационное поле аппроксимируется ньютоновским центральным полем, а
магнитное поле — полем прямого центрального магнитного диполя [6] с магнитной

индукцией ~B и магнитным моментом ~m = m~m0, где ~m0 — орт дипольного магнит-
ного момента. Предполагается, что магнитное поле однородно в части пространства,
занимаемой гиростатом. Учитывается собственное вращение магнитного поля с уг-
ловой скоростью ~ωE = −ωE ~m0. Орбита гиростата лежит в плоскости магнитного
экватора.

Предполагается, что эллипсоид инерции гиростата является сферой, главные
центральные моменты инерции гиростата равны A, а распределение заряда Q =∫

V

σ dV по объему V гиростата, характеризуемое плотностью σ, обладает осевой сим-

метрией. При этом центр масс C гиростата совпадает с центром заряда O, опреде-
ляемым в общем случае [7] следующим радиус-вектором относительно центра масс:
−−→
CO = Q−1

∫

V

σ~ρ dV, где ~ρ— радиус-вектор элемента dV относительно точки C. Глав-
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ные центральные оси заряда [8] гиростата Cxyz (с ортами~i,~j,~k) вводятся так, что ось
электростатической симметрии гиростата совпадает с осью Cz. При этом для соответ-
ствующих элементов тензора заряда Σ = diag (a1, a2, a3) (в осях Cxyz) выполняется
равенство a1 = a2, где

a1 =

∫

V

σx2 dV , a2 =

∫

V

σy2 dV , a3 =

∫

V

σz2 dV .

Собственный магнитный момент гиростата представим в виде суммы двух состав-
ляющих: постоянной (в системе Cxyz) составляющей ~I0, направленной вдоль оси Cz,

и составляющей наведенного магнитного момента ~IH , обусловленного намагничива-
нием гиростата в магнитное поле. В предположении, что гиростат намагничивается
в основном вдоль своей оси симметрии Cz, выражение для ~IH запишем в виде [6]
~IH = E( ~B~k)~k, где E=const.

Предполагается также, что гиростат содержит маховик, вращающийся вокруг
оси Cz и обладающий осевым моментом инерции J. Центр масс маховика совпадает
с точкой C.

2. Построение математической модели. Вращательное движение гиростата
исследуется в орбитальной системе координат Cξηζ, ось Cξ(~ξ0) которой направле-
на по положительной трансверсали к орбите, ось Cη(~η0)— по нормали к плоскости

орбиты, ось Cζ(~ζ0)— вдоль радиус-вектора ~R центра масс гиростата относительно
притягивающего центра. Исследование проводится с учетом вращения орбитальной
системы координат с угловой скоростью ~ω∗ = ω∗~η0, где

ω∗ = ν̇ =

√
µE

p3
(1 + e cos ν)2,

ν — истинная аномалия, µE — гравитационная постоянная притягивающего центра,
p— фокальный параметр орбиты, e— эксцентриситет орбиты. Точка означает диффе-
ренцирование по независимой переменной t, имеющей смысл физического времени.

Абсолютная угловая скорость гиростата ~ω может быть представлена в виде ~ω =
~ω∗+ ~ω′, где ~ω′ = p~i+ q~j+ r~k— угловая скорость гиростата относительно орбитальной
системы координат.

Взаимная ориентация осей xyz и ξηζ определяется с помощью матрицы направ-
ляющих косинусов αi, βi, γi (i = 1, 2, 3), удовлетворяющих равенствам

~ξ0 = α1
~i+ α2

~j + α3
~k, ~η0 = β1~i+ β2~j + β3~k, ~ζ0 = γ1~i+ γ2~j + γ3~k.

Кинематические уравнения Пуассона имеют вид

α̇1 + ωyα3 − ωzα2 = −ω∗γ1,

β̇1 + ωyβ3 − ωzβ2 = 0,
(
x→y→z
1→2→3

)
(1)

γ̇1 + ωyγ3 − ωzγ2 = ω∗α1.

Математическая модель вращательного движения гиростата относительно его
центра масс строится по схеме Эйлера—Пуассона. Наряду с моментами ~ML и ~MM

учитывается также гироскопический момент ~MG, обусловленный наличием маховика
и имеющий вид

~MG = −JΩωy
~i+ JΩωx

~j, (2)

где Ω— проекция на ось симметрии Cz абсолютной угловой скорости маховика.
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Главный момент лоренцевых сил относительно центра масс гиростата определя-
ется выражением

~ML =

∫

V

σ~ρ× (~v × ~B) dV,

где ~v— скорость элементарного объема dV относительно вращающегося магнитного
поля, а вектор ~B для принятой модели магнитного поля имеет вид ~B = mR−3~η0.

Отсюда, пренебрегая градиентностью магнитного поля в объеме гиростата, со-
гласно [8] получаем следующие проекции момента ~ML на оси x, y, z:

MLx = mp−3(1 + e cos ν)3[a3ωyβ3 − a1ωzβ2 − ωE(a3 − a1)β2β3],

MLy = mp−3(1 + e cos ν)3[a1ωzβ1 − a3ωxβ3 + ωE(a3 − a1)β1β3], (3)

MLz = mp−3(1 + e cos ν)3a1(ωxβ2 − ωyβ1).

Для момента ~MM , также вычисляемого без учета градиентности магнитного поля
в объеме гиростата, имеем выражение [6]

~MM = (~I0 + ~IH)× ~B.

Поскольку ~I0 = I0~k, ~IH = E( ~B~k)~k, получаем

~MM = (I0 + EBz)(−By
~i+Bx

~j),

где проекции Bx, By и Bz вычисляются по формулам

Bx = α1Bξ + β1Bη + γ1Bζ , By = α2Bξ + β2Bη + γ2Bζ , Bz = α3Bξ + β3Bη + γ3Bζ .

Отсюда получаем следующие проекции момента ~MM на оси x, y, z:

MMx = −mp−3(1 + e cos ν)3[I0 + Emp−3(1 + e cos ν)3β3]β2,

MMy = mp−3(1 + e cos ν)3[I0 + Emp−3(1 + e cos ν)3β3]β1, (4)

MMz = 0.

Динамические уравнения Эйлера, описывающие вращательное движение гиро-
стата в рассматриваемомчастном случае, на основании (2), (3), (4) будут следующими:

Aω̇x = mp−3(1 + e cos ν)3[a3ωyβ3 − a1ωzβ2 − ωE(a3 − a1)β2β3−
− I0β2 − Emp−3(1 + e cos ν)3β2β3]− JΩωy,

Aω̇y= mp−3(1 + e cos ν)3[a1ωzβ1 − a3ωxβ3 + ωE(a3 − a1)β1β3+ (5)

+ I0β1 + Emp−3(1 + e cos ν)3β1β3] + JΩωx,

Aω̇z = mp−3(1 + e cos ν)3a1(ωxβ2 − ωyβ1).

Совместно с уравнениями для направляющих косинусов (вторая группа уравнений
из (1)),

β̇1 + ωyβ3 − ωzβ2 = 0,

β̇2 + ωzβ1 − ωxβ3 = 0, (6)
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β̇3 + ωxβ2 − ωyβ1 = 0,

они образуют замкнутую систему (5), (6) из шести дифференциальных уравнений.

3. Неподвижныемножества гиростата — обратимой механической систе-
мы. Заметим, что система (5), (6) инвариантна относительно двух преобразований:

{ωx, ωy, ωz, β1, β2, β3, t} → {−ωx, ωy, ωz,−β1, β2, β3,−t},

{ωx, ωy, ωz, β1, β2, β3, t} → {ωx,−ωy, ωz, β1,−β2, β3,−t}.
Поэтому она принадлежит к классу обратимых механических систем [2] с двумя непо-
движными множествами:

M1 = {ωx, ωy, ωz, β1, β2, β3 : ωx = 0, β1 = 0},

M2 = {ωx, ωy, ωz, β1, β2, β3 : ωy = 0, β2 = 0}.
Непосредственной проверкой можно убедиться в наличии в системе (5), (6) также
третьего, не очевидного неподвижного множества:

M3 = {ωx, ωy, ωz, β1, β2, β3 : ωy = ωx, β2 = β1}.

В самом деле, поменяем в системе (5), (6) группу переменных (ωx, ωy, β1, β2, t) на
(ωy, ωx, β2, β1,−t). Получим

−Aω̇y= mp−3(1 + e cos ν)3[a3ωxβ3 − a1ωzβ1 − ωE(a3 − a1)β1β3−
− I0β1 − Emp−3(1 + e cos ν)3β1β3]− JΩωx,

−Aω̇x = mp−3(1 + e cos ν)3[a1ωzβ2 − a3ωyβ3 + ωE(a3 − a1)β2β3+

+ I0β2 + Emp−3(1 + e cos ν)3β2β3] + JΩωy,

−Aω̇z = mp−3(1 + e cos ν)3a1(ωyβ1 − ωxβ2),

−β̇2 + ωxβ3 − ωzβ1 = 0,

−β̇1 + ωzβ2 − ωyβ3 = 0,

−β̇3 + ωyβ1 − ωxβ2 = 0.

Отсюда следует, что система (5), (6) сохраняет вид; меняется только порядок урав-
нений.

На круговой орбите (i = 0) система (5), (6) допускает [1] три первых интеграла

ω2
x + ω2

y + ω2
z − [dωE(a3 − a1) + E0]β

2
3 − 2dI0β3 = h1,

ωxβ1 + ωyβ2 + ωzβ3 +
d

2
(a1 − a3)β

2
3 + gβ3 = h2,

ωz + da1β3 = h3,

система (5) записывается в виде [1]

ω̇x = d[a3ωyβ3 − a1ωzβ2 − ωE(a3 − a1)β2β3]− dIzβ2 − eβ2β3 − gωy,

ω̇y = d[a1ωzβ1 − a3ωxβ3 + ωE(a3 − a1)β1β3] + dIzβ1 + eβ1β3 + gωx, (7)

ω̇z = da1(ωxβ2 − ωyβ1),

а система (6) не меняется.
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На основе теоремы о последнем множителе Якоби наличие этих интегралов и
геометрического условия

β2
1 + β2

2 + β2
3 = 1

позволяет свести решение задачи (6), (7) к квадратурам [1].
Интегрирование системы (6), (7) проводится с использованием углов углов Эй-

лера ϕ, ψ, θ. Имеем

ωx = p+ ω0β1, ωy = q + ω0β2, ωz = r + ω0β3,
β1 = sinϕ sin θ, β2 = cosϕ sin θ, β3 = cos θ,

p = θ̇ cosϕ+ ψ̇ sin θ sinϕ, q = −θ̇ sinϕ+ ψ̇ sin θ cosϕ, r = ϕ̇+ ψ̇ cos θ.

Из приведенных формул видно, что при замене (ϕ, ψ, θ) на (−ϕ,−ψ,±θ) (множества
M1,2) получим

(−β1, β2, β3) → (∓β1,±β2, β3).
На множестве M3 имеем (ϕ, ψ, θ) → (π/2− ϕ,−ψ, θ). Поэтому система остается обра-
тимой с сохранением всех неподвижных множеств.

Полный качественный анализ характера движения оси Cz — оси симметрии гиро-
стата, выполнен в [1]. Среди движений имеются колебания и вращения (переменная
ψ содержит колебательную и линейную по t составляющие). При этом переменные
ωx, ωy, ωz, β1, β2, β2 будут периодическими функциями времени, поэтому в системе
(6), (7) наблюдаются симметричные периодические движения в виде колебаний.

4. Двоякосимметричные движения гиростата. Рассмотрим обратимую ме-
ханическую систему

ẋα = Xα(xα, xβ , xγ , t),

ẋβ = Xβ(xα, xβ , xγ , t), (8)

ẋγ = Xγ(xα, xβ , xγ , t),
Xα(xα, xβ ,−xγ ,−t) = −Xα(xα, xβ , xγ , t),

Xβ(xα, xβ ,−xγ ,−t) = −Xβ(xα, xβ , xγ , t), (9)

Xγ(xα, xβ ,−xγ ,−t) = Xγ(xα, xβ , xγ , t)

с неподвижным множеством Mγ = {x : xγ = 0}; x = (xα, xβ , xγ). Правые части в
системе (8) наряду с условиями (9) могут подчинятся также условиям

Xα(xα,−xβ , xγ ,−t) = −Xα(xα, xβ , xγ , t),

Xβ(xα,−xβ , xγ ,−t) = Xβ(xα, xβ , xγ , t), (10)

Xγ(xα,−xβ , xγ ,−t) = −Xγ(xα, xβ , xγ , t),

что означает существование в системе (8) второго неподвижного множества Mβ =
{x : xβ = 0}. В этом случае получаем обратимую систему с двумя неподвижными
множествами.

В системе (5), (6) имеем

xα = {ωz, β3}, xβ = {ωx, β1}, xγ = {ωy, β2}.

Из наложенных на систему условий (9), (10) следует, что функции

Xβ(xα, 0, 0, t), Xγ(xα, 0, 0, t)
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являются четными и нечетными по t одновременно. Следовательно, система (8), (9)
допускает решения, на которых xβ = 0, xγ = 0, а переменная xα описывается урав-
нением

ẋα = Xα(xα, 0, 0, t)

с нечетной по t функцией в правой части уравнения.

Выполнение условий (9) означает существование решений, симметричных отно-
сительно множества Mγ . В то же самое время условия (10) гарантируют существова-
ние решений, симметричных относительного множества Mβ . Понятно, что решение
может быть симметрично относительно множеств Mβ, Mγ одновременно. В этом слу-
чае приходим к понятию двоякосимметричного решения. Примером таких решений
являются колебания математического маятника.

Пусть решение началось в момент t = 0 на Mγ и оно симметрично относитель-
но множеств Mβ и Mγ одновременно. Это решение задается четными функциями
xα(t), xβ(t) и нечетной функцией xγ(t). Положим t = τ +∆, где ∆— время достиже-
ния Mβ. Тогда в силу симметрии решения относительно множестваMβ функция xγ(t)
при замене t на τ + ∆ должна стать четной функцией по переменной τ , а функция
xβ(t)— нечетной по τ . Отсюда следует, что на двоякосимметричном решении число
не равных тождественно нулю компонент вектора xβ совпадает с числом таких же
компонент вектора xγ .

Что касается векторов xα(t) и xα(τ +∆), то они оба должны состоять из четных
функций t и τ соответственно. Поэтому на решении имеем xα(t) ≡const.

Вследствие симметрии относительно множества Mγ решение пересекает множе-
ство Mβ в моменты t = ∆ и t = −∆. С другой стороны, на симметричном относи-
тельно множества Mβ решении в момент τ = 0 получим xβ(∆) = 0, и оно пересекает
множество Mγ при τ = ∆ и τ = −∆.

Из изложенного следует, что двоякосимметричное решение пересекает неподвиж-
ные множества через промежутки, кратные ∆, представляет собой 4∆-периодическое
решение, и при представлении рядами из синусов и косинусов содержит только нечет-
ные гармоники. Таким образом, приходим к выводу, что справедлива следующая тео-
рема.

Теорема 1. В случае автономной системы или 4∆-периодической системы лю-
бое двоякосимметричное решение представляет собой периодическое движение с пе-
риодом 4∆. При представлении движения рядами из синусов и косинусов эти ряды
содержат только нечетные гармоники.

Замечание. 1. Утверждение о периодичности решения, которое L-нормально
неподвижным множествам, содержится в [9]. В теореме 1 дополнительно устанав-
ливается, что время ∆ движения между двумя последовательными пересечениями
точкой неподвижных множеств всегда равно четверти периода, и указано, каким об-
разом решение представляется рядами.

2. На двоякосимметричном решении необходимо имеем: а) xα(t) ≡ const, б) число
не равных тождественно нулю компонент вектора xβ совпадает с числом таких же
компонент вектора xγ . Это число ниже обозначается через n.

Обратимся к системе (5), (6). На каждом из перечисленных трех неподвижных
множеств переменная xα = (ωz, β3). Поэтому на двояко симметричных колебаниях
имеем ωz(t) ≡ 0, β3 ≡ 0 (cos θ ≡ 0). Таких движений нет в круговой задаче. Порож-
дающими движениями в эллиптической задаче являются движения круговой задачи,
поэтому в системе (5), (6) двояко симметричные движения также не наблюдаются.
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Результат 1. В задаче о вращении гиростата отсутствуют двояко симметричные
движения.

5. Колебания гиростата на слабоэллиптической орбите. Обратимую ме-
ханическую систему (5), (6) можно записать тремя способами в виде

u̇ = U(e, u, v), v̇ = V (e, u, v),

U(e, u,−v) = −U(e, u, v), V (e, u,−v) = V (e, u, v), (11)

u ∈ Rl, v ∈ Rn(l ≥ n)

с векторами

1) u = {ωy, ωz, β2, β3}, v = {ωx, β1},
2) u = {ωx, ωz, β1, β3}, v = {ωy, β2},
3) u = {ωx + ωy, β1 + β2, ωz, β3}, v = {ωx − ωy, β1 − β2}.

В любом из этих способов описания dimu = 4, dim v = 2. Для системы (11) вводится
неподвижное множество M = {u, v : v = 0}.

Обозначим через (u(e, u0, v0, t), v(e, u0, v0, t)) решение системы (11) с начальной
точкой (u0, v0) (при t = 0). Тогда достаточные условия существования симметричных
периодических движений на слабоэллиптической орбите записываются [3] в виде

v(0, u0, 0, T ) = 0,
∂v(0, u0, 0, T )

∂u0
6= 0 (12)

(T — полупериод). Первое из условий отражает двукратное пересечение множества
M траекторией. Поэтому условия (12), будучи выполненными в одной из точек пе-
ресечения, выполняются и во второй точке. Точка u0 зависит от T , т. е. в круговой
задаче колебания образуют семейство. Следовательно, при переходе с круговой на
слабоэллиптическую орбиту происходит бифуркация этого семейства и рождаются
два изолированных колебания слабоэллиптической задачи.

Анализ симметричных периодических движений в круговой задаче выполнен в
[1].

Известно, что симметричные периодические движения системы (11) всегда имеют
l − n простых нулевых характеристических показателей (ХП), остальные ХП разби-
ваются на пары [3], причем среди них имеется пара нулевых ХП, образующих жор-
данову клетку [5].

Таким образом, симметричные периодические движения гиростата на круговой
орбите обязательно содержит два простых нулевых ХП и одну пару нулевых ХП с
жордановой клеткой, а полное число ХП равно шести. При этом, вследствие нали-
чия в системе (6), (7) трех первых интегралов и геометрического соотношения, все
ХП равны нулю. Простому ХП и ХП в жордановой клетке отвечает линейный пери-
одический по t интеграл системы уравнений в вариациях. Число таких интегралов
может быть 4 или 5. В случае четырех интегралов два нулевых ХП образуют вторую
жорданову клетку, и неравенство в (12) выполняется [4].

Непосредственное вычисление ХП колебаний гиростата представляет собой
непростую задачу. Ниже мы воспользуемся специфичным видом системы уравнений
(6), (7).

Система (6), (7) допускает три первых интеграла и геометрическое соотношение.
Эти интегралы представляют полный набор для интегрирования системы; других
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независимых от указанных интегралов нет. Линеаризуем первые интегралы и гео-
метрическое соотношение в окрестности симметричного колебания. Получим четыре
линейные периодические по t интеграла. Два из них отвечают простым нулевым ХП.

Рассмотрим симметричное периодическое движение: u = u∗(t), v = v∗(t). Подста-
вим соответствующие функции ω∗

z(t), β
∗
3 (t) в систему (6), (7). Далее поставим задачу

вычисления ХП полученной системы четвертого порядка (назовем ее система (7*)).
Эта система имеет два первых периодических по t интеграла.

Оказывается, полученная система (7*) — линейная по переменным ωx, ωy, β1, β2.
Значит, уравнения в вариациях по сути дела такие же, как сама система (6), (7*).
Поэтому они имеют только указанные выше два линейных периодических по t инте-
грала. Отсюда следует, что ХП в системе (6), (7*) образуют две жордановы клетки,
так как в противном случае уравнения в вариациях имели бы дополнительный линей-
ный периодический по t интеграл. Тем самым устанавливается, что для симметрич-
ных периодических движений гиростата в круговой задаче выполняется неравенство
в (12).

Результат 2. При переходе на слабоэллиптическую орбиту происходит бифур-
кация семейства симметричных колебаний круговой задачи и рождаются два изоли-
рованных симметричных колебания.

6. Заключение. В заключении сделаем несколько замечаний. В работе [1] вы-
полнено качественное исследование гиростата на круговой орбите нулевого наклоне-
ния (порождающая система), в частности, найдены все колебания. Проведенный в
настоящей работе анализ колебаний порождающей системы позволил вкупе с разви-
той здесь теорией колебаний обратимых механических систем получить два важных
результата в рассмотренной модельной системе. Эти результаты имеют самостоятель-
ное значение. С другой стороны, они необходимы при рассмотрении более сложных
постановок задач о динамике вращательного движения спутника-гиростата в грави-
тационном и магнитном полях Земли.

Наконец, заметим, что вывод о характеристических показателях колебаний по-
рождающей системы позволяет исследовать другие задачи, например, задачу о коле-
баниях гиростата на круговой орбите ненулевого наклонения.
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A gyrostat in central Newtonian gravitational field and dipolar magnetic field is considered. The gyrostat is
moving along weak elliptical Keplerian orbit lying in magnetic equatorial plane. The gyrostat is supplied
with flywheel and possesses electrostatic charge and intrinsic magnetic moment. The gyrostat attitude
motion under the action of Lorentz and magnetic torques is under consideration. It was revealed that in
the case of the circular orbit the system of differential equations of gyrostat attitude motion is reversible
with three stationary sets. Moreover, this system may be reduced to quadratures by constructing four
first integrals which exist under certain assumptions about the presence of a dynamic and electromagnetic
symmetry of gyrostat. In more general case of weak elliptical orbit the mentioned reduction is impossible,
but the differential system preserves its reversibility. The symmetrical periodic motions of oscillatory type
are analyzed. The absence of doubly symmetric solutions is proved. A bifurcation in the set of gyrostat
symmetrical oscillations and generation of two isolated symmetrical oscillations is discovered in transition
from circular orbit to elliptical one. Refs 9.

Keywords: gyrostat, weak elliptical orbit, attitude motion, magnetic field, reversible system,
stationary set, oscillations, bifurcation.
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