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Получены характеризации некоторых вероятностных распределений регрессионными ра-
венствами, в которых участвуют выборочные средние и разные элементы вариационного ряда.
В качестве частного случая представлены соотношения, характеризующие t2-распределение
Стьюдента. Библиогр. 2 назв.
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Введение. Рассмотрим последовательность независимых случайных величин
(с. в.) X,X1, X2, . . . с общей функцией распределения (ф. р.) F (x) и порядковые ста-
тистики X1,n ≤ X2,n ≤ . . . ≤ Xn,n, соответствующие с. в. X1, X2, . . . , Xn, n = 1, 2, . . .
Пусть X(n) = X1+X2+...+Xn

n , n = 1, 2, . . ., обозначает выборочные средние.
В связи с исследованием свойств распределений Стьюдента в работе [2] был по-

лучен следующий результат.
Теорема 1. Пусть X1, X2, . . .— независимые одинаково распределенные случай-

ные величины с конечным математическим ожиданием, функцией распределения
F (x) и плотностью распределения f(x). Пусть также f(x) > 0, если γ < x < δ,
где γ = inf{x : F (x) > 0} и δ = sup{x : F (x) < 1}. Тогда эквивалентными являются
следующие утверждения:

a) E(X(3)|X2,3 = x) = x, γ < x < δ; (1)

b) E

(
X1,3 +X3,3

2
|X2,3 = x

)
= x, γ < x < δ; (2)

c) (F (x)(1 − F (x))
3
2 = Cf(x), γ < x < δ, (3)

где C > 0— некоторая константа;
d) γ = −∞, δ = ∞ и F (x) = F2(

x−µ
σ ), −∞ < µ <∞, σ > 0, где

F2(x) =
1 + x

(2+x2)
1
2

2
, −∞ < x <∞. (4)

По сути дела этот результат можно рассматривать как две разные характериза-
ции семейства распределений Стьюдента с двумя степенями свободы, представите-
ли которого имеют ф. р. F2(

x−µ
σ ). Одна характеризация основана на регрессионном

соотношении (1), связывающем выборочное среднее X(3) и порядковую статистику
(выборочную медиану) X2,3. В другом регрессионном соотношении (2) фигурируют
середина размаха X1,3+X3,3

2 и та же порядковая статистика X2,3.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке СПбГУ (грант №6.38.672.2013) и РГНФ (грант
№13-02-00338).
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В этой же работе [2] исследовано более общее, чем (2), соотношение. Для нечет-
ных n = 2k + 1, k = 1, 2, . . ., были введены середины квазиразмахов

M(k) =
Xk,2k+1 +Xk+2,2k+1

2
, k = 1, 2, . . . .

В частности, при k = 1 с. в. M(1) совпадает с серединой размаха X1,3+X3,3

2 , рассмот-
ренной в теореме 1.

Пусть G(x) — функция, обратная F (x). Было показано, что справедливы следу-
ющие результаты.

Теорема 2. В условиях теоремы 1 для любого k = 1, 2, . . . эквивалентны следу-
ющие утверждения:

a) E(M(k)|Xk+1,2k+1 = x) = x, γ < x < δ; (5)

b) (F (x)(1 − F (x)))
k
2+1 = Cf(x), γ < x < δ; (6)

где C = C(k)— некоторая положительная константа;
c) γ = −∞, δ = ∞ и

G(x) = C

∫ x

1
2

(u(1− u))−( k
2+1)du+ d, 0 < x < 1, (7)

где C > 0, −∞ < d <∞.
Очевидно, что при k = 1 утверждения теоремы 2 совпадают с соответствующими

утверждениями теоремы 1.

Основные результаты. Интересно выяснить, какие обобщения можно полу-
чить, рассматривая уже при любом n регрессионные равенства вида (1), связываю-
щие выборочные средние X(n) и произвольные порядковые статистики Xk,n.

Справедлив следующий результат.
Теорема 3. В условиях теоремы 1 для любых n = 3, 4, . . . и 1 < k < n эквива-

лентны следующие утверждения:

a) E(X(n)|Xk,n = x) = x; (8)

b) (F (x))2−β(1− F (x))1+β = Cf(x), γ < x < δ, (9)

где β = k−1
n−1 , а C = C(k, n)— некоторая положительная константа;

c) γ = −∞, δ = ∞ и

G(x) = C

∫ x

1
2

u−(1+β)(1− u)−(2−β)du + d, 0 < x < 1, (10)

где C = C(β) > 0, −∞ < d <∞— некоторые константы.
Замечание 1. Условие 1 < k < n в теореме 3 существенно, так как очевидно,

что P{X1,n < X(n) < Xn,n} = 1.
Замечание 2. Видим, сравнивая соотношения (6) и (9), что распределения, ха-

рактеризуемые равенствами (5) и (8), могут совпадать лишь в случае, когда β = 1
2

в теореме 3, а k
2 + 1 = 3

2 в теореме 2. Это соответствует значению k = 1 в равенстве
(6) и значениям n = 2k − 1, k = 2, 3, . . ., в теореме 3. Получаем, что единственный
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вариант, когда совпадают распределения, характеризуемые соотношениями (5) и (8),
представлен в теореме 1.

Замечание 3. Если β = 1
2 в (9), что, как было отмечено выше, выполняется,

если n = 2k − 1, k = 2, 3, . . ., то регрессионное соотношение (8) характеризует уже
знакомое нам по теореме 1 семейство t2-распределений Стьюдента.

Доказательство теоремы 3. Справедливо очевидное равенство

E(X(n)|Xk,n = x) = E(X1|Xk,n = x). (11)

Естественно, что вместо X1 в правую часть (11) можно подставить любую из с. в.
X2, X3, . . . , Xn. Известно (см., например, [1] или [2]), что

E(X1|Xk,n = x) =
x

n
+
k − 1

n
E(X |X < x) +

n− k

n
E(X |X > x). (12)

В условиях теоремы 3 приходим к равенству

x = E(X(n)|Xk,n = x) = E(X1|Xk,n = x) =

=
x

n
+

k − 1

nF (x)

∫ x

−∞

udF (u) +
n− k

n(1− F (x)

∫ ∞

x

udF (u). (13)

Учитывая, что ∫ x

−∞

udF (u) = xF (x)−
∫ x

−∞

F (u)du

и ∫ ∞

x

udF (u) = x(1 − F (x)) +

∫ ∞

x

(1− F (u))du,

получаем, что из (13) следует соотношение

n− k

1− F (x)

∫ ∞

x

(1− F (u))du =
k − 1

F (x)

∫ x

−∞

F (u)du, γ < x < δ. (14)

Равенство (14) можно переписать в виде

1− F (x)∫∞

x
(1− F (u))du

=
αF (x)∫ x

−∞
F (u)du

,

где α = n−k
k−1 , что равносильно соотношению

(
− ln

∫ ∞

x

1− F (u)du

)′

=

(
α ln

∫ x

−∞

F (u)du

)′

. (15)

Из (15) получаем, что

∫ ∞

x

(1− F (u))du =
C1

(
∫ x
−∞

F (u)du)α
, (16)

где C1 — некоторая константа.

366



После дифференцирования в равенстве (16) приходим к соотношению

(1− F (x)) = αC1F (x)

(∫ x

−∞

F (u)du

)−(α+1)

,

которое можно переписать в виде

∫ x

−∞

F (u)du = C2

(
F (x)

1− F (x)

)1/(α+1)

,

где C2 = (αC1)
1/(α+1) > 0.

Еще одно дифференцирование приводит к равенству

F (x) =
C2

α+ 1
f(x)(F (x))1/(α+1)−1(1 − F (x))−(1/(α+1)+1),

из которого получаем, введя обозначение

β =
1

α+ 1
=
k − 1

n− 1
,

что
(F (x))2−β(1− F (x)1+β)1 + β = Cf(x), γ < x < δ,

где C (при фиксированных значениях k и n) — некоторая положительная константа.
Отметим также, что 0 < β < 1, поскольку 1 < k < n. Соотношение (9) доказано.

Если учесть, что G′(x) = 1
f(G(x)) , где G(x) — функция, обратная F (x), то, под-

ставляя G(x) вместо x в соотношение (9), приходим к равенству

C

G′(x)
= x2−β(1− x)1+β , 0 < x < 1,

из которого получаем , что G(x) можно представить в виде

G(x) = C

∫ x

1
2

u−(1+β)(1− u)−(2−β)du+ d, 0 < x < 1,

где d— произвольная константа, т. е. справедливо утверждение (10).
Остается добавить, что поскольку 0 < x < 1, из соотношения (10) следует, что

γ = G(0) = −∞ и δ = G(1) = ∞. Теорема доказана.
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New characterizations of some probability distributions based on regressional properties of sample
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