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Получены новые оценки сверху и снизу вероятностей объединений событий. Доказанные
неравенства точны и могут обращаться в равенства. Они позволяют получить новые варианты
обеих частей леммы Бореля—Кантелли. Результаты остаются справедливыми для пространств
с мерой не обязательно являющихся вероятностными. Библиогр. 18 назв.
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1. Введение. Пусть (Ω,F ,P)— вероятностное пространство и A1, A2, . . . , AN —
события, N > 2. Положим U = A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ AN .

Оценки сверху и снизу для P(U) играют важную роль в теории вероятностей и
различных ее приложениях. Отысканию таких оценок посвящено значительное число
работ, в которых использованы разнообразные методы их получения. Один из таких
методов был предложен автором в статьях [1–3]. В настоящей работе мы получим
новые неравенства для вероятности P(U), комбинируя наш метод из [3] с представле-
нием рассматриваемой вероятности в виде суммы вероятностей некоторых событий
с весами.

Пусть m— фиксированное натуральное число такое, что m 6 N . Пусть Bi —
событие, состоящее в том, что происходит ровно i событий из A1, A2, . . . , AN , где
0 6 i 6 N . Мы покажем, что выполняется соотношение

P(U) =

N∑

i=1

N∑

j1=1

. . .

N∑

jm=1

1

im
P(BiAj1 . . . Ajm).

Тогда

P(U) =

N∑

j1=1

. . .

N∑

jm=1

R(j1, . . . , jm), где R(j1, . . . , jm) =

N∑

i=1

1

im
P(BiAj1 . . . Ajm).

Оценив каждое R(j1, . . . , jm) сверху или снизу с помощью результатов из [3], мы при-
дем к оценке для вероятности объединения событий. При этом и верхние и нижние
оценки будут точными. То есть можно подобрать события A1, A2, . . . , AN так, что
неравенства обратятся в равенства. Мы выпишем неравенства, основанные на сте-
пенных моментах сумм индикаторов некоторых событий. Порядки использованных
моментов, вообще говоря, не будут целыми. Кроме того, этим же методом возмож-
но получение неравенств, опирающихся на нестепенные моменты (например, лога-
рифмические). Подчеркнем, что нормированность меры и даже ее конечность не су-
щественны. Соответствующие оценки справедливы для произвольных пространств с
мерой. Доказанные неравенства позволяют получать новые варианты обеих частей
леммы Бореля—Кантелли. Здесь также возможны обобщения на произвольные про-
странства с мерой.
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2. Оценивание вероятностей объединений. Пусть (Ω,F ,P)— вероятностное
пространство, A1, A2, . . . , AN — события, N > 2. Положим

U =

N⋃

i=1

Ai, ξ =

N∑

i=1

IAi
,

где IB обозначает индикатор события B.
Неравенства для вероятностей P(U) играют важную роль в теории вероятностей

и ее приложениях. Такие неравенства и методы их получения можно найти в работах
Чжуна и Эрдёша [4], Галло [5], Доусона и Санкова [6], Куниаса [7], Кверела [8, 9],
Галамбоша [10], Мори и Секея [11], Бороша и Прекопы [12], Зубкова [13], Галамбоша
и Симонелли [14], де Кайена [15], Куаи, Алаяджи и Такахары [16], Петрова [17], Пре-
копы [18] (см. также библиографию в этих работах). Эти методы дают оценки P(U)
в терминах моментов случайной величины ξ. В работах [1–3] автор предложил свой
метод получения таких неравенств. При этом были использованы моменты ξ произ-
вольного нецелого порядка. Их применение дает более точные, но и более сложные
неравенства. Например, известное неравенство Чжуна—Эрдёша, построенное на пер-
вом и втором моментах ξ, просто и удобно в использовании. Однако, опираясь на
моменты порядков 1 и 1.5, можно получить более точные неравенства. Наш метод
позволяет также оценивать P(U), используя нестепенные моменты ξ.

В этом параграфе мы построим оценки вероятности U снизу и сверху в терминах
сумм моментов случайных величин ξIAj1Aj2 ...Ajm

, где 1 6 jk 6 N для всех 1 6 k 6 m,
а m > 2— фиксированное натуральное число.

Для этого нам потребуется следующий результат.
Лемма 1. Пусть Bi — событие, состоящее в том, что происходит ровно i со-

бытий из A1, A2, . . . , AN , где 0 6 i 6 N . Пусть m— фиксированное натуральное чис-
ло такое, что m 6 N . Положим pi,j1,...,jm = P(BiAj1 . . . Ajm) для любых j1, . . . , jm
таких, что 1 6 jk 6 N для всех 1 6 k 6 m.

Тогда

P(U) =

N∑

i=1

N∑

j1=1

. . .

N∑

jm=1

1

im
pi,j1,...,jm . (1)

Доказательство. Мы имеем

IU =

N∑

i=1

IBi
и ξIBi

= i IBi
при 0 6 i 6 N.

Поэтому

P(U)=E

(
N∑

i=1

IBi

)
=E

(
N∑

i=1

i−m IBi
ξm

)
=E




N∑

i=1

N∑

j1=1

. . .

N∑

jm=1

i−m IBi
IAj1

. . . IAjm


=

=
N∑

i=1

N∑

j1=1

. . .
N∑

jm=1

i−mE
(
IBiAj1 ...Ajm

)
=

N∑

i=1

N∑

j1=1

. . .
N∑

jm=1

1

im
pi,j1,...,jm .

Соотношение (1) доказано. �
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При m = 1 соотношение (1) получено в работе Куаи, Алаяджи и Такахары [16]
другим способом.

Пусть a и ̺— положительные вещественные числа, а ℓ— натуральное число та-
кое, что 2 6 ℓ 6 N . Для всех возможных наборов j1, . . . , jm положим j = (j1, . . . , jm),

s̄k(j) = s̄k(j1, . . . , jm) =

N∑

i=1

ia+(k−1)̺−mpi,j1,...,jm , (2)

sk(j) = sk(j1, . . . , jm) =

N∑

i=1

ik−1pi,j1,...,jm (3)

для всех 1 6 k 6 ℓ. Из величин s̄k(j) при a = m и ̺ = 1 получаются величины sk(j),
имеющие достаточно простой смысл. Действительно, учитывая равенство pi,j1,...,jm =
EIBiAj1 ...Ajm

, мы имеем

s1(j) = E

(
N∑

i=1

IBi
IAj1 ...Ajm

)
= EIU IAj1 ...Ajm

= P(Aj1 . . . Ajm),

s2(j) = E

(
N∑

i=1

i IBi
IAj1 ...Ajm

)
= EξIU IAj1 ...Ajm

=
N∑

i=1

P(AiAj1 . . . Ajm),

s3(j) = E

(
N∑

i=1

i2 IAj1 ...Ajm

)
= Eξ2IU IAj1 ...Ajm

=

N∑

i=1

N∑

k=1

P(AkAjAj1 . . . Ajm), . . .

Таким образом, sk(j1, . . . , jm)— момент порядка k−1 случайной величины ξIAj1 ...Ajm
.

(Мы считаем, что 00 = 0 и, поэтому, I0B = IB для любого события B.) Аналогично,
при a > m величина s̄k(j1, . . . , jm) будет моментом порядка (a+ (k− 1)̺−m) той же
случайной величины. В этом случае порядок может быть нецелым.

Для всех возможных j1, . . . , jm положим

R(j) = R(j1, . . . , jm) =

N∑

i=1

1

im
pi,j1,...,jm .

Суммы R(j) мы оценим сверху и снизу, используя результаты нашей работы [3]. В
этой работе представлен метод оценивания таких сумм для любого числа моментов
ℓ, но мы рассмотрим наиболее простые и интересные случаи ℓ = 2 и ℓ = 3.

Пусть ℓ = 2. В этом случае для оценивания сумм R(j) будут использованы только
моменты s̄1(j) и s̄2(j). Для всех j1, . . . , jm определим величины

δ̄(j) = δ̄(j1, . . . , jm) =

(
s̄2(j)

s̄1(j)

)1/̺

, θ(j) = θ(j1, . . . , jm) = δ̄(j)− [δ̄(j)],

θ̄(j) = θ̄(j1, . . . , jm) =
δ̺̄(j)− (δ̄(j)− θ(j))ρ

(δ̄(j) + 1− θ(j))̺ − (δ̄(j)− θ(j))ρ
∈ [0, 1),

где [·] обозначает целую часть числа в скобках. Мы также считаем, что 0/0 = 0.
По теореме 2 из работы [3]

R(j) > R(j) =
θ̄(j)s̄

(a+̺)/̺
1 (j)(

s̄
1/̺
2 (j) + (1 − θ(j))s̄

1/̺
1 (j)

)a +
(1− θ̄(j))s̄

(a+̺)/̺
1 (j)(

s̄
1/̺
2 (j)− θ(j)s̄

1/̺
1 (j)

)a . (4)
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При a = m и ̺ = 1 мы имеем

R(j) =
θ(j)sa+1

1 (j)(
s2(j) + (1− θ(j))s1(j)

)a +
(1− θ(j))sa+1

1 (j)(
s2(j)− θ(j)s1(j)

)a .

Это приводит нас к следующему результату.
Теорема 1. Выполняется неравенство

P(U) >
N∑

j1=1

. . .
N∑

jm=1

R(j1, . . . , jm),

где R(j1, . . . , jm) = R(j) определены в соотношении (4).
При m = 1 теорема 1 превращается в теорему 6 из работы автора [3], обобщаю-

щую результаты из [15] и [16].
Используя следствия 2 и 3 из [3], можно получить неравенства с более простыми

правыми частями. Эти неравенства будут, естественно, менее точными, хотя и они
могут обращаться в равенства. Например, по следствию 3 мы получим

R(j) >
s21(j)

s2(j)
.

Отметим, что последнее неравенство представляет собой аналог неравенства Чжу-
на—Эрдёша.

Перейдем к оценке сверху. По теореме 3 из [3] мы получим

R(j) 6 R(j) =
Na+̺ − 1

Na+̺ −Na
s̄1(j)−

Na − 1

Na+̺ −Na
s̄2(j). (5)

При a = m и ̺ = 1 мы имеем

R(j) =
Na+1 − 1

Na+1 −Na
s1(j)−

Na − 1

Na+1 −Na
s2(j).

Это дает нам следующий результат.
Теорема 2. Выполняется неравенство

P(U) 6
N∑

j1=1

. . .
N∑

jm=1

R(j1, . . . , jm),

где R(j1, . . . , jm) = R(j) определены в соотношении (5).
Перейдем к случаю ℓ = 3, в котором для оценки сумм R(j) используются s̄1(j),

s̄2(j) и s̄3(j). Для всех j1, . . . , jm положим

δ̄1(j) = δ̄1(j1, . . . , jm) = N̺s̄1(j)− s̄2(j), δ̄2(j) = δ̄2(j1, . . . , jm) = N̺s̄2(j)− s̄3(j),

δ̄(j) = δ̄(j1, . . . , jm) =

(
δ̄2(j)

δ̄1(j)

)1/̺

, θ(j) = θ(j1, . . . , jm) = δ̄(j)− [δ̄(j)],

θ̄(j) = θ̄(j1, . . . , jm) =
δ̺̄(j)− (δ̄(j)− θ(j))ρ

(δ̄(j) + 1− θ(j))̺ − (δ̄(j)− θ(j))ρ
∈ [0, 1).
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Отметим, что θ̄(j) и θ(j) определяются через δ̄(j) и в случае ℓ = 2, и в случае ℓ = 3
одинаково, но δ̄(j) различны.

По теореме 4 из статьи [3] имеет место неравенство R(j) > R′(j), где

R′(j) =
δ̄1(j)(1 − θ̄(j))(Na − (δ̄(j)− θ(j))a)

Na(δ̄(j)− θ(j))a(N̺ − (δ̄(j)− θ(j))̺)
+

+
δ̄1(j)θ̄(j)(N

a − (δ̄(j)− θ(j) + 1)a)

Na(δ̄(j)− θ(j) + 1)a(N̺ − (δ̄(j)− θ(j) + 1)̺)
+
s̄1(j)

Na
. (6)

Таким образом, мы получаем следующую теорему.
Теорема 3. Выполняется неравенство

P(U) >
N∑

j1=1

. . .
N∑

jm=1

R′(j1, . . . , jm),

где R′(j1, . . . , jm) = R′(j) определены соотношением (6).
При m = 1 теорема 3 совпадает с теоремой 7 из работы автора [3]. Используя

следствия 5 и 6 из последней статьи, можно получить более простые неравенства.
Найдем теперь оценку сверху для P(U). Для всех j1, . . . , jm положим

δ̄1(j) = δ̄1(j1, . . . , jm) = s̄2(j)− s̄1(j), δ̄2(j) = δ̄2(j1, . . . , jm) = s̄3(j)− s̄2(j),

δ̄(j) = δ̄(j1, . . . , jm) =

(
δ̄2(j)

δ̄1(j)

)1/̺

, θ(j) = θ(j1, . . . , jm) = δ̄(j)− [δ̄(j)],

θ̄(j) = θ̄(j1, . . . , jm) =
δ̺̄(j)− (δ̄(j)− θ(j))ρ

(δ̄(j) + 1− θ(j))̺ − (δ̄(j)− θ(j))ρ
∈ [0, 1).

Отметим, что θ̄(j) и θ(j) определяются через δ̄(j) для оценок снизу и сверху одина-
ково, но δ̄(j) различны. Кроме того, для верхних и нижних оценок различны также
δ̄1(j) и δ̄2(j).

По теореме 5 из [3] мы получим R(j) 6 R
′
(j), где

R
′
(j)= s̄1(j)−

δ̄1(j)(1−θ̄(j))(δ̄(j)−θ(j))a−1)

(δ̄(j)−θ(j))a(δ̄(j)−θ(j))̺−1)
− δ̄1(j)θ̄(j)(δ̄(j)−θ(j)+1)a−1)

(δ̄(j)−θ(j)+1)a(δ̄(j)−θ(j)+1)̺−1)
. (7)

Отсюда вытекает следующий результат.
Теорема 4. Выполняется неравенство

P(U) 6
N∑

j1=1

. . .
N∑

jm=1

R
′
(j1, . . . , jm),

где R′(j1, . . . , jm) = R′(j) определены соотношением (7).
Теорема 4 обобщает теорему 8 из [3] на случай m > 2. Здесь также возможно

получение более простых неравенств. Для этого нужно воспользоваться следствиями
7 и 8 из [3].

3. Приложения к лемме Бореля—Кантелли. Пусть {An}— последователь-
ность событий. Положим

lim supAn =

∞⋂

n=1

∞⋃

k=n

Ak.
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Всякий вариант леммы Бореля—Кантелли доставляет оценку сверху (первая часть
леммы) и снизу (вторая часть леммы) вероятности P(lim supAn). Так как

P(lim supAn) = lim
n→∞

lim
t→∞

P

(
t⋃

k=n

Ak

)
,

любые новые неравенства для вероятностей объединения дают обобщения леммы Бо-
реля—Кантелли. Оценка снизу позволяет получить новые формулировки второй ча-
сти леммы Бореля—Кантелли, а оценки сверху — первой части. Теоремы 1–4 опти-
мальны в том смысле, что для некоторых наборов событий неравенства обращаются
в равенства. Поэтому и новые варианты леммы Бореля—Кантелли будут давать точ-
ные оценки вероятности P(lim supAn) для некоторых последовательностей событий
{An}. Мы не приводим здесь результаты, очевидным образом вытекающие из тео-
рем 1–4. Более сложные варианты леммы Бореля—Кантелли с заменой двух пределов
одним можно получить так же, как это сделано в [3]. В работах [1–3] можно найти
различные обобщения леммы Бореля—Кантелли и список статей по этой тематике.
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We discuss a method which allow to estimate probabilities of unions of events from above and below. We
derive new upper and lower bounds for such probabilities. These bounds are sharp. They are generalizations
of the previous ones. They are based on moments of the sums of indicators of the events. The order of these
moments may be non-integer. Non-power moments may be applied as well. We discuss applications of our
inequalities to generalizations of the first and second parts of the Borel—Cantelli lemma. The method may
be applied in arbitrary measurable spaces as well. Refs 18.
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