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В статье рассматривается задача о деформации упругого трансверсально-изотропного ци-
линдрического слоя под действием нормального давления в трехмерной постановке. Получены
асимптотические формулы, описывающие поведение слоя, у которого жесткость в трансвер-
сальном направлении много меньше, чем в тангенциальном. Проведено сравнение точных и
асимптотических решений, исследовано влияние параметров на величину относительного из-
менения толщины слоя. Библиогр. 5 назв. Ил. 3.
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1. Введение и постановка задачи. Задача о деформации тонкого цилиндриче-
ского слоя под действием внешнего и внутреннего давлений, как правило, рассматри-
вается в двумерной постановке с использованием уравнений теории оболочек. Однако
для решения практических задач следует учитывать эффекты, которые обычно не
принимаются во внимание в теориях тонких оболочек, например изменение толщи-
ны слоя при деформации. Неизотропность материала слоя создает дополнительные
сложности для анализа.

При рассмотрении деформации ортотропного слоя можно использовать трехмер-
ные уравнения теории упругости. Если материал слабо ортотропен, то есть его упру-
гие постоянные в тангенциальной плоскости близки друг к другу, но заметно отлича-
ются от таковых в трансверсальном направлении, уместно использовать асимптоти-
ческий подход. При этом в нулевом приближеннии возникает задача о деформации
трансверсально-изотропного слоя. Такой подход был использован в статье [1], где в
качестве нулевого приближения к решению задачи для ортотропного сферического
слоя была рассмотрена задача для трансверсально-изотропного сферического слоя.

В данной работе проводится исследование деформации трансверсально-изотроп-
ного цилиндрического слоя с внутренним радиусом R1 и внешним радиусом R2

(R1 < ρ < R2), находящегося под действием внутреннего и внешнего давлений P1

и P2 соответственно.
Из соображений симметрии, как и в [1], полагаем, что напряжения в слое зависят

только от радиальной координаты и перемещения точек происходят только в направ-
лении радиуса w = w(ρ). В этом случае уравнения равновесия приводятся к одному
уравнению, которое после перехода к перемещениям принимает вид [2, 3]

w′′
0 (ρ) +

w′
0(ρ)

ρ
− E(1− ν1)

E1(1− ν)ρ2
w0(ρ) = 0, (1)

при этом граничные условия таковы:

EE1ν1w(Ri)

(E1 − E1ν − 2Eν21) ρ
+

E2
1(1− ν)w′(Ri)

E1 − E1ν − 2Eν21
= −Pi, i = 1, 2.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (гранты №13-01-00523 А и №15-01-
06311 А). Часть результатов исследования была включена в доклад [5].
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Здесь ν, ν1 — коэффициенты Пуассона и E,E1 — модули Юнга соответственно в тан-
генциальном и трансверсальном направлениях. Для трансверсально-изотропного ма-
териала ограничения для упругих постоянныех приведены в [4]:

ν < 1, ν1 <

√
E1

E
·min

(
1,

√
1− ν

2

)
, (2)

причем для материалов с ν > −1, то есть для всех известных,
√

1−ν
2 < 1.

2. Изменение толщины цилиндрического слоя. Аналитическое решение
уравнения получено в [3]. Используем это решение для исследования поведения отно-
сительного изменения толщины цилиндрического слоя вследствие давления на внеш-
ней и внутренней поверхностях. После преобразований, выполненных с помощью си-
стемы компьютерной алгебры Mathematica, получим выражение для относительного
изменения толщины:

∆h =
w(R2)− w(R1)

R2 −R1
=

= p1
ξ + κ

(ξ − 1)µ

(
(1 + ν)ν1

ξ − κ

ξ + κ
+
√
1− ν2

√
µ− ν21 th

(√
µ− ν21 ln ξ

2µ
√
1− ν2

))
. (3)

Здесь ξ = R1/R2, κ = P2/P1, p1 = P1/E, µ = E1/E. Для биологических мягких тка-
ней, как правило, E1 ≪ E, и параметр µ является малым. Для параметра ξ выполня-
ется неравенство 0 < ξ < 1, а 0 6 κ <∞. Заметим, что из условия неотрицательности
толщины слоя h = R2 + w(R2)− R1 − w(R1) > 0 следует ∆h > −1, что накладывает
ограничения на возможные значения параметров. Дальнейшее упрощение формулы
(3) связано с анализом порядков параметров ξ, µ, κ.

Для тонкого слоя ξ ∼ 1, то есть ξ = 1 + O(µα) (α > 0). Если внутреннее и
внешнее давления близки по величине, то κ ∼ 1, то есть κ = 1 + O(µβ) (β > 0). В
силу ограничения (2) ν1 = O(µ1/2). Таким образом, первое слагаемое в скобках имеет
порядок O(µγ+1/2), где γ = min(α, β). Аргумент функции th имеет порядок µα−1/2.
При α > 1/2 порядок второго слагаемого — µα. Следовательно, при β ≥ α − 1/2
главным оказывается второе слагаемое и формула для относительного изменения
толщины принимает простой вид

∆h = p1
ξ + κ

µ

(
µ− ν21
2µ

)
. (4)

На рис. 1, а приведена зависимость величины относительного изменения толщины
от параметра µ, вычисленной по формулам (4) — красная линия и (3) синяя линяя.
Значения параметров таковы p1 = 0.01, κ = 0.98, ξ = 0.99, ν = 0.4, ν1 = 0.3

√
µ. При

µ = 0.01 это соответствует значениям α = β = 1.
Если различие в величинах внутреннего и внешнего давлений велико, то первое

слагаемое имеет порядок ν1 = O(µ1/2), а второе по-прежнему µα. При α > 1/2 первое
слагаемое является главным и формула для относительного изменения толщины слоя
приобретает вид

∆h = p1
(ξ − κ)(1 + ν)ν1

(ξ − 1)µ
. (5)
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Рис. 1. Зависимость относительного изменения толщины от от параметра µ при малой (a) и
большой (б) разнице величин внешнего и внутреннего давлений.

На рис. 1, б приведена зависимость величины относительного изменения толщи-
ны от параметра µ, вычисленной по формулам (5) — красная линия и (3) — синяя
линяя. Значения параметров таковы: p1 = 0.01, κ = 0.5, ξ = 0.99, ν = 0.4, ν1 = 0.3

√
µ.

При µ = 0.01 это соответствует значению α = 1.
С уменьшением ν1 точность формулы (5) снижается. Заметим, что увеличение

внутреннего давления приводит к уменьшению толщины слоя, а внешнего — к его уве-
личению. При одновременном действии внутреннего и внешнего давлений толщина
слоя может увеличиваться или уменьшаться в зависимости от значения параметров
(см. рис. 2). При κ = 0 ∆h < 0 и условие ∆h > −1 выполняется при p1 ≪ 1.
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Рис. 2. Зависимость относительного изменения толщины от относи-
тельной жесткости слоя при ν = 0.4, ν1 = 0.3

√
µ, P1 = 5P2, R1 = 0.8R2.

3. Цилиндрический слой под действием внутреннего давления. В завер-
шение рассмотрим практически важный случай действия только внутреннего давле-
ния. При этом κ = 0 и формула (5) дает хорошее приближения для величины от-
носительного изменения толщины слоя. На рис. 3 представлено сравнение значений
изменения относительной толщины, вычисленных по формулам (3) — синяя линяя
и (5) — красная линяя, от относительной жесткости слоя для различных значений
коэффициента Пуассона в трансверсальном направлении: сплошные кривые — для
ν1 = 0.1

√
µ, штриховые — для ν1 = 0.5

√
µ. В обоих случаях совпадение результа-

тов, полученных по приближенной и точной формулам, вполне удовлетворительное.
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Рис. 3. Зависимость изменения относительной толщи-
ны от относительной жесткости слоя для различных зна-
чений коэффициента Пуассона.

Заметим, что при увеличении значения коэффициента Пуассона в трансверсальном
направлении уменьшается значение относительного изменения толщины слоя.

4. Заключение. Полученные простые асимптотические формулы могут быть ис-
пользованы для качественного описания поведения стенок кровеносных сосудов при
изменении давления в сосудах, а также в некоторых случаях для оценки соотношения
модулей упругости в тангенциальном и трансверсальном направлениях.
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The deformation of the elastic transverse isotropic layer under normal pressure applied on the outer and
inner surfaces is analyzed. For the shell, which is much softer in the transverse direction than in the
tangential plane, one gets singularly perturbed boundary value problem. Solution of the problem in zero
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approximation allows to obtain the asymptotic formula for the change of the relative layer thickness under
normal pressure. The asymptotic results well agree with the exact solution. Refs 5. Figs 3.

Keywords: cylindrical layer, Lame problem, transverse isotropy.
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