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Исследованы асимптотические представления интегралов Pnk(cos θ) от многочленов Ле-
жандра и их сумм по первому индексу от n+ 1 до бесконечности. Здесь

Pn0(x) = Pn(x), Pnk(x) =

x
∫

−1

Pn,k−1(y)dy.

Показано, что асимптотика Pnk при n → ∞ аналогична асимптотике Pn. Однако слагаемое
порядка n−k−m−1/2 представляется линейной комбинацией не одного, а m косинусов вида

cos

[(

n+ s1 +
1

2

)

θ +

(

s2 +
1

2

)

π

2

]

,

где s1, s2 — целые числа, зависящие от k,m. Для сумм Pnk по первому индексу от 0 до ∞ полу-
чены замкнутые выражения. Для сумм от n+ 1 до ∞ получена асимптотика. Она отличается
от асимптотики Pnk лишь дополнительным множителем ctg θ/2. Попутно установлен интеграл
типа Мелера—Дирихле для Pnk(cos θ). Библиогр. 4 назв.

Ключевые слова: асимптотика, интегралы от полиномов Лежандра.

Введение. В работах [1, 2] подробно рассмотрены различные свойства интегра-
лов от многочлена Лежандра

Pn0(x) = Pn(x), Pnk(x) =

x∫

−1

Pn,k−1(y) dy,

Pnk(cos θ) =

π∫

θ

Pn,k−1(cos t) sin t dt, k > 1.

(1)

Однако в посвященном асимптотике кратком параграфе [2] приведен лишь главный
член разложения и слишком грубая оценка остаточного члена. Здесь мы восполняем
пробел, приводя асимптотику интегралов Pnk и их сумм. Попутно получен интеграл
типа Мелера—Дирихле. Результаты будут использованы при описании свойств ряда
по сферическим функциям, представляющего ньютоновский потенциал небесных тел.

Асимптотическое разложение Pnk(cos). Асимптотическое разложение
Pn(cos θ) при фиксированном θ, 0 < θ < π, n→ ∞ хорошо известно [3, п. 191]:

Pn(cos θ) ≍ ξn

∞∑

m=0

cm(n) sin−m−1/2 θ cos

[(
n+m+

1

2

)
θ −

(
m+

1

2

)
π

2

]
. (2)

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант 14-02-00804) и СПбГУ (грант
6.37.341.2015).
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Здесь

ξn =
2
√
2(2n)!!

π(2n+ 1)!!
=

Γ(n+ 1)

Γ(n+ 3/2)

√
2

π
≍
√

2

πn

(
1− 3

8n
+

25

128n2
+ . . .

)
≍

≍
√

2

π(n+ 3/4)

(
1− 1

64n2
+ . . .

)
,

cm =
ηm

(n+ 3/2)m
, ηm =

[(2m− 1)!!]
2

4m(2m)!!
, η0 = 1, η1 =

1

8
, η2 =

9

128
.

(3)

Мы пользуемся символом возрастающей степени [4]:

am =

{
1, если m = 0,
a(a+ 1) · · · (a+m− 1), если m ∈ N.

Теорема 1. Асимптотическое разложение Pnk(cos θ) при фиксированном k > 0,
0 < θ < π, n→ ∞, имеет вид

Pnk(cos θ) ≍ ξn

∞∑

m=0

sink−m−1/2 θ Tkm(n, θ). (4)

Здесь Tkm — линейная комбинация косинусов вида

cos

[(
n+ s1 +

1

2

)
θ +

(
s2 +

1

2

)
π

2

]
, (5)

где s1, s2 — целые числа, зависящие лишь от k,m. В частности, тригонометриче-
ский многочлен Tkm не содержит постоянного слагаемого. При фиксированных k,m,
0 6 θ 6 π справедлива оценка

|ξnTkm(n, θ)| 6 Ckm
nk+m+1/2

, (6)

где Ckm не зависит от n, θ.

Доказательство. При k = 0 представление (4) совпадает с (2) при

T0m(n, θ) = cm(n) cos

[(
n+m+

1

2

)
θ −

(
m+

1

2

)
π

2

]
(7)

и удовлетворяет утверждению теоремы. Далее воспользуемся индукцией по k с по-
мощью рекуррентности [2]:

(2n+ 1)Pn,k+1 = Pn+1,k − Pn−1,k. (8)

Комбинируя (4) и (8), получим

∞∑

m=0

Qkm(n, θ) sink−m−1/2 θ ≍ 0,

где

Qkm(n, θ) = (2n+ 1)ξn sin θTk+1,m(n, θ)− ξn+1Tkm(n+ 1, θ) + ξn−1Tkm(n− 1, θ).
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Положим

(2n+ 1) sin θT̃k+1,m(n, θ) =
ξn+1

ξn
Tkm(n+ 1, θ)− ξn−1

ξn
Tkm(n− 1, θ). (9)

Величины ξ с близкими индексами имеют одинаковый порядок малости. В частности,

ξn−1

ξn
≍ 1 +

1

2n
+

0

n2
+ . . . ,

ξn+1

ξn
≍ 1− 1

2n
+

3

4n2
+ . . . ,

что позволяет переписать (9) в виде

(2n+ 1)T̃k+1,m(n, θ) =
1

sin θ
[Tkm(n+ 1, θ)− Tkm(n− 1, θ)]−

− 1

2n sin θ
[Tkm(n+ 1, θ) + Tkm(n− 1, θ)] + . . . .

Разность Tkm с указанными аргументами представляет собой линейную комбинацию
разностей

cos

[(
n+ s1 −

1

2

)
θ +

(
s2 +

1

2

)
π

2

]
− cos

[(
n+ s1 +

3

2

)
θ +

(
s2 +

1

2

)
π

2

]
=

= 2 sin θ cos

[(
n+ s1 +

1

2

)
θ +

(
s2 −

1

2

)
π

2

]

и содержит sin θ множителем. Соответствующую комбинацию косинусов включаем в
Tk+1,m, а поправочные члены относим к Tk+1,m+1. Теорема доказана.

Явный вид Tk0, Tk1. Для получения простых рекуррентных по k соотношений
используем равенство

dPn,k+1(cos θ)

dθ
= − sin θPnk(cos θ),

которое вместе с (4) дает

T ′
k+1,m = −

(
k −m+

3

2

)
cos θ Tk+1,m−1 − Tkm . (10)

Здесь штрих обозначает производную по θ и мы позволяем себе опускать аргументы
n, θ у исследуемых функций.

Величины T0m известны и задаются формулой (7). Запишем (10) при m = 0:

T ′
k+1,0 = −Tk0 (11)

с базой индукции T00 = cos
[(
n+ 1

2

)
θ − π

4

]
. Решение дается формулой

Tk0(n, θ) = Ak00(n) cos

[(
n+

1

2

)
θ +

(
k − 1

2

)
π

2

]
, (12)

где

Ak00(n) =
1

(n+ 1/2)k
. (13)
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Действительно, при k = 0 это верно. Интегрирование (11) дает для Tk+1,0 нужный
тригонометрический одночлен плюс постоянное слагаемое. По теореме 1 это слагае-
мое равно нулю, что и доказывает (12).

Итак, Tk0 найдены. Переходим к Tk1:

T ′
k+1,1 = −Tk1 −

(
k +

1

2

)
cos θ Tk+1,0 .

Второе слагаемое в правой части известно. Переходя от произведения к сумме коси-
нусов, придем к рекуррентности

T ′
k+1,1 = −Tk1 −

k + 1/2

2
Ak+1,00

{
cos

[(
n− 1

2

)
θ +

(
k +

1

2

)
π

2

]
+

+cos

[(
n+

3

2

)
θ +

(
k +

1

2

)
π

2

]}
(14)

с базой

T01 = c1 cos

[(
n+

3

2

)
θ − 3π

4

]
.

Ищем Tk1 в виде

Tk1(n, θ) = Ak10(n) cos

[(
n+

3

2

)
θ +

(
k − 3

2

)
π

2

]
+

+Ak11(n) cos

[(
n− 1

2

)
θ +

(
k − 3

2

)
π

2

]
. (15)

Подставим (15) в (14):

(
n+

3

2

)
Ak+1,10 cos

[(
n+

3

2

)
θ +

(
k +

1

2

)
π

2

]
+

+

(
n− 1

2

)
Ak+1,11 cos

[(
n− 1

2

)
θ +

(
k +

1

2

)
π

2

]
=

= −Ak10 cos
[(
n+

3

2

)
θ +

(
k − 3

2

)
π

2

]
−Ak11 cos

[(
n− 1

2

)
θ +

(
k − 3

2

)
π

2

]
−

− k + 1/2

2
Ak+1,00

{
cos

[(
n− 1

2

)
θ +

(
k +

1

2

)
π

2

]
+ cos

[(
n+

3

2

)
θ +

(
k +

1

2

)
π

2

]}
.

Приравнивая коэффициенты, получаем
(
n+

3

2

)
Ak+1,10 = Ak10 −

k + 1/2

2
Ak+1,00 = Ak10 −

k + 1/2

2(n+ 1/2)k+1
, A010 = c1 ,

(
n− 1

2

)
Ak+1,11 = Ak11 −

k + 1/2

2
Ak+1,00 = Ak11 −

k + 1/2

2(n+ 1/2)k+1
, A011 = 0.

(16)

Подстановка xk = (n+ 3/2)k Ak10 переводит первое соотношение (16) в

xk+1 = xk −
(k + 1/2)

2 (n+ 1/2)

(
n+ 3/2

n+ 1/2

)k
, x0 = c1 =

1

8(n+ 3/2)
. (17)
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Решение рекуррентности (17) очевидно:

xk =
1

8(n+ 3/2)
− 1

2n+ 1

k−1∑

i=0

(
i+

1

2

)(
n+ 3/2

n+ 1/2

)i
. (18)

Компактное выражение для xk легко получить, поскольку

k−1∑

i=0

(
1

2
+ i

)
bi =

1 + b− (2k + 1)bk + (2k − 1)bk+1

2(1− b)2
,

но мы не рекомендуем им пользоваться. К асимптотике прибегают при больших n и
малых k, а в этом случае b ∼ 1, 1− b ∼ −1/n.

Рекуррентность для Ak11 решается аналогично и мы получаем

Ak10(n) =
1

8(n+ 3/2)k+1
− 1

(2n+ 1)(n+ 3/2)k

k−1∑

i=0

(
i+

1

2

)(
n+ 3/2

n+ 1/2

)i
,

Ak11(n) = − 1

(2n+ 1)(n− 1/2)k

k−1∑

i=0

(
i+

1

2

)(
n− 1/2

n+ 1/2

)i
.

(19)

Асимптотически

Ak10(n) ≍
1− 2k2

8nk+1
+

(k + 1)(10k2 + 2k − 9)

48nk+2
+ . . . ,

Ak11(n) ≍ − k2

4nk+1
+
k(k2 − 1)

24nk+2
+ . . . .

(20)

Представление Tkm. Представления (12), (15) легко обобщить:

Tkm(n, θ) =

m∑

s=0

Akms(n) cos

[(
n+m− 2s+

1

2

)
θ +

(
k −m− 1

2

)
π

2

]
. (21)

При m = 0 и m = 1 это совпадает с (12) и (15) соответственно. Подставим (21) в (10):

m∑

s=0

(
n+m− 2s+

1

2

)
Ak+1,ms cos

[(
n+m− 2s+

1

2

)
θ +

(
k −m+

3

2

)
π

2

]
=

= −
m−1∑

s=0

(
k −m+

3

2

)
Ak+1,m−1,s cos θ cos

[(
n+m− 2s− 1

2

)
θ +

(
k −m+

3

2

)
π

2

]
−

−
m∑

s=0

Akms cos

[(
n+m− 2s+

1

2

)
θ +

(
k −m− 1

2

)
π

2

]
=

= −
m−1∑

s=0

k −m+ 3/2

2
Ak+1,m−1,s

{
cos

[(
n+m− 2s+

1

2

)
θ +

(
k −m+

3

2

)
π

2

]
+

+ cos

[(
n+m− 2s− 3

2

)
θ +

(
k −m+

3

2

)
π

2

]}
−

−
m∑

s=0

Akms cos

[(
n+m− 2s+

1

2

)
θ +

(
k −m− 1

2

)
π

2

]
.
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Отсюда

(
n+m− 2s+

1

2

)
Ak+1,ms −Akms = −k −m+ 3/2

2
(Ak+1,m−1,s +Ak+1,m−1,s−1) .

(22)
При m = 0, 1, 2 правая часть известна, что позволяет найти все Ak2s, поскольку

A020 = c2 , A021 = A022 = 0.

Далее можно перейти к значению m = 3 и так далее, что полностью определяет все
Akms.

Из сказанного вытекает представление

ξnAkms(n) ≍
1

nk+m+1/2

(
C1 +

C2

n
+
C3

n2
+ . . .

)
, (23)

где постоянные C1, C2, . . . зависят от индексов k,m, s, но не n.
В заключение приведем первые два члена асимптотики для Pn0, Pn1, Pn2:

T00(n) = cos

[(
n+

1

2

)
θ − π

4

]
, T01(n) =

9

8(n+ 3/2)
cos

[(
n+

3

2

)
θ − 3π

4

]
;

T10(n) =
1

n+ 1/2
cos

[(
n+

1

2

)
θ +

π

4

]
,

T11(n) = A110(n) cos

[(
n+

3

2

)
θ − π

4

]
+A111(n) cos

[(
n− 1

2

)
θ − π

4

]
;

T20(n) =
1

(n+ 1/2)
2 cos

[(
n+

1

2

)
θ +

3π

4

]
,

T21(n) = A210(n) cos

[(
n+

3

2

)
θ +

π

4

]
+A211(n) cos

[(
n− 1

2

)
θ +

π

4

]
.

Здесь

A110(n) = − n+ 5/2

8 (n+ 1/2) (n+ 3/2)
2 , A111(n) = − 1

4 (n− 1/2) (n+ 1/2)
;

A210(n) = − 7n2 + 21n+ 59/4

8(n+ 1/2)2(n+ 3/2)3
, A211(n) = − 4n− 1

4(n− 1/2)2(n+ 1/2)2
.

Интеграл типа Мелера—Дирихле.

Теорема 2. Справедливо интегральное представление

Pnk(cos θ) =
2k+1/2

π(2k − 1)!!

π∫

θ

(cos θ − cosϕ)k−1/2 sin

(
n+

1

2

)
ϕdϕ. (24)

Доказательство. При k = 0 соотношение (24) представляет собой формулу Мелера
[3, п. 18]. Считая ее справедливой для индекса k > 0, докажем и для индекса k + 1.
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Из формул (1), (24) следует

Pn,k+1(cos θ) =
2k+1/2

π(2k − 1)!!

π∫

θ

sin t dt

π∫

t

(cos t− cosϕ)k−1/2 sin

(
n+

1

2

)
ϕdϕ =

=
2k+1/2

π(2k − 1)!!

π∫

θ

sin

(
n+

1

2

)
ϕdϕ

ϕ∫

θ

(cos t− cosϕ)k−1/2 sin t dt.

Внутренний интеграл равен (cos θ−cosϕ)k+1/2/(k+1/2), что доказывает индуктивное
предположение.

Сумма интегралов от многочленов Лежандра. Обозначим

Rk(θ) =

∞∑

n=0

Pnk(cos θ). (25)

Как известно [3, § 2.8], ряд (25) при k = 0, 0 < θ < π сходится к сумме

R0(θ) =
1

2 sin θ/2
. (26)

Теорема 3. При k > 1, 0 6 θ 6 π ряд (25) сходится абсолютно и равномерно к
сумме вида

Rk(θ) =

2k−1∑

m=0

Bkm sinm
θ

2
, Bkm = const. (27)

Доказательство. Сходимость следует из оценки [2]

limnk+1/2 |Pnk(cos θ)| 6
√
2/π .

Из определения Pnk, Rk вытекает

Rk+1(θ) =

π∫

θ

Rk(t) sin t dt. (28)

Вычисляя интеграл (28) при k = 0, придем к представлению (27) для R1 при B10 = 2,
B11 = −2.

Действуем по индукции, вычисляя интеграл (28) от тригонометрического много-
члена (27):

Rk+1(θ) = 2

π∫

θ

Rk(t) sin
t

2
cos

t

2
dt = 4

1∫

sin θ/2

2k−1∑

m=0

Bkmτ
m+1 dτ =

= 4

2k−1∑

m=0

Bkm
m+ 2

(
1− sinm+2 θ

2

)
.
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Окончательно, при k > 1

Bk+1,0 = 4

2k−1∑

m=0

Bkm
m+ 2

, Bk+1,1 = 0, Bk+1,m = − 4

m
Bk,m−2 для 2 6 m 6 2k + 1,

что и доказывает теорему.

Приведем значения Bkm при k = 1, 2, 3:

B10 = 2, B11 = −2;

B20 =
4

3
, B21 = 0, B22 = −4, B23 =

8

3
;

B30 =
4

5
, B31 = 0, B32 = −8

3
, B33 = 0, B34 = 4, B35 = −32

15
.

Легко показать, что при k > 1

Bk,2k−1 =
22k−1(−1)k

(2k − 1)!!
, Bk,2k−2 =

22k−1(−1)k−1

(2k − 2)!!
, (29)

а для k > 2
Bkm = 0 при m = 1, 3, . . . , 2k − 3. (30)

Перейдем от полных сумм к остаткам

Rnk(θ) =

∞∑

r=n+1

Prk(cos θ). (31)

Представления (4), (21) позволяют записать

Rnk(θ) ≍

≍
∞∑

m=0

sink−m−1/2 θ

m∑

s=0

∞∑

r=n+1

ξrAkms(r) cos

[(
r +m− 2s+

1

2

)
θ +

(
k −m− 1

2

)
π

2

]
.

Внутренняя сумма с точностью до обозначений имеет вид (34) (см. приложение),
причем коэффициенты ξrAkms(r) удовлетворяют условиям (35) в силу (23). Поэтому
согласно (36)

Rnk(θ) ≍
∞∑

m=0

sink−m−1/2 θ

m∑

s=0

Ψnkms(θ). (32)

Здесь

Ψ =
ξn+1Akms(n+ 1)

2 sin(θ/2)
cos

[
(n+m− 2s+ 1)θ +

(
k −m+

1

2

)
π

2

]
+

+
ξn+1Akms(n+ 1)− ξn+2Akms(n+ 2)

[2 sin(θ/2)]2
cos

[(
n+m− 2s+

3

2

)
θ +

(
k −m− 1

2

)
π

2

]
+. . . .

Выпишем явно первые два члена асимптотики, пользуясь (3), (13), (20):
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Rnk(θ) ≍
sink−1/2 θ√

2π(n+ 7/4)(n+ 3/2)k sin(θ/2)
×

×
{
cos

[
(n+ 1)θ +

(
k +

1

2

)
π

2

]
+

1

n+ 3/2
R̃nk(θ) + . . .

}
, (33)

где

R̃nk(θ) =
2k + 1

4 sin(θ/2)
cos

[(
n+

3

2

)
θ +

(
k − 1

2

)
π

2

]
+

+
1− 2k2

8 sin θ
cos

[
(n+ 2) θ +

(
k − 1

2

)
π

2

]
− k2

4 sin θ
cos

[
nθ +

(
k − 1

2

)
π

2

]
.

Приложение. Сумма одного ряда. Пусть

Φn(x, y) =

∞∑

m=n+1

am cos (mx+ y), n > 0, x 6= 2πk, (34)

и для некоторого σ > 0 выполнено

lim |am|mσ <∞, lim |bm|mσ+1 <∞, lim |cm|mσ+2 <∞, (35)

где
bm = am − am+1 , cm = bm − bm+1 = am − 2am+1 + am+2 .

Тогда при n→ ∞ справедлива асимптотика

Φn(x, y) ≍ −an+1
sin [(n+ 1/2)x+ y]

2 sinx/2
+ bn+1

cos [(n+ 1)x+ y]

4 sin2 x/2
+ . . . . (36)

Доказательство. Обозначим

vm =

m∑

k=0

cos(kx+ y) =
sin (x/2− y) + sin [(m+ 1/2)x+ y]

2 sinx/2
.

Суммируя (34) по частям [4, § 2.6], получим

Φn(x, y) =

∞∑

m=n+1

am(vm − vm−1) = −an+1vn +

∞∑

m=n+1

vm(am − am+1) =

= −an+1vn +
sin (x/2− y)

2 sinx/2

∞∑

m=n+1

(am − am+1) +
1

2 sinx/2
Φ̃n(x, y) . (37)

Здесь Φ̃ аналогична Φ:

Φ̃n(x, y) =

∞∑

m=n+1

bm cos (mx + z), z =
1

2
x+ y − π

2
.

Последняя сумма в правой части (37) равна an+1, так что

Φn(x, y) = −an+1
sin [(n+ 1/2)x+ y]

2 sinx/2
+

1

2 sinx/2
Φ̃n(x, y) .

Повторяя процесс, получим (36), что и требовалось.
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Замечание. Нетрудно достроить формулу (36) до бесконечного ряда, если потре-
бовать выполнения (35) для разностей последовательности am произвольного поряд-
ка. Достаточно наложить условие

am ≍
∞∑

s=0

βs
mσ+s

, βs = const. (38)
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Asymptotic representations of the integrals Pnk(cos θ) of the Legendre polynomials and their first-index
sums from n+ 1 to infinity are investigated. Here

Pn0(x) = Pn(x), Pnk(x) =

x
∫

−1

Pn,k−1(y)dy.

It is shown that the asymptotic behaviour Pnk as n → ∞ is similar to that of Pn. Hovewer, the summand
of order n−k−m−1/2 is represented as a linear combination of m cosines of the form

cos

[(

n+ s1 +
1

2

)

θ +

(

s2 +
1

2

)

π

2

]

,

instead of a single cosine, where s1 and s2 are integers which depend only on k,m. For the first-index sum
Pnk from 0 to ∞ closed expressions are obtained. Asymptotic behaviour of sums from n+1 to ∞ is derived.
Its form differs from the asymptotic behaviour of Pnk by a single multiplier ctg θ/2. Simultaneously, the
integral of Mehler—Dirichlet type for Pnk(cos θ) is established. Refs 4.

Keywords: asymptotics, integrals of Legendre polynom.
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