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Проводится асимптотический анализ задач о деформации тонких упругих анизотропных
неоднородных пластин и стержней. В линейной постановке обосновывается неустойчивость
плоских форм равновесия предельной поверхности и предельной линии таких тонких тел. Биб-
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Исследованию напряженно-деформированного состояния упругих анизотропных
пластин, стержней и оболочек посвящено большое число публикаций ([1–3], см. так-
же имеющуюся там литературу). Сведение трехмерных задач к двумерным или од-
номерным проводится с использованием классических гипотез Кирхгофа—Лява, Ти-
мошенко—Рейсснера, методов асимптотического интегрирования [4] или вариацион-
но-асимптотического подхода [5].

Цель работы — при помощи метода асимптотического интегрирования показать
универсальный алгоритм, позволяющий для достаточно общего случая анизотропии
тонких упругих тел получать асимптотически точные разрешимые краевые задачи
на предельных двумерных и одномерных поверхностях. Применяется подход, реали-
зованный в работах [6, 7].

Приведен явный вид оператора предельной (двумерной) краевой задачи для
пластины. Указаны формулы для вычисления ее эффективных модулей упругости.
Обсуждается вопрос о связанности форм равновесия тонких упругих анизотропных
неоднородных тел.

Рассматриваются задачи об упругой деформации трехмерных областей
Ωp (x, y, z, h) = [ω (x, y) ⊗ (hl+, hl−)] и Ωr (x, y, z, h) = [ω (hx, hy) ⊗ (l+, l−)], запол-
ненных анизотропным неоднородным упругим материалом. Здесь ω (x, y)— область с
гладкой границей, h≪ 1— малый положительный безразмерный параметр, характе-
ризующий относительные продольный и поперечный размеры областей Ωr и Ωp.

В условиях отсутствия объемных сил уравнения равновесия для этих областей
представляются в виде

∂

∂xi
σij (x, y, z) = 0. (1)

Соотношения закона упругости Гука можно записать так:

σij (x, y, z) = aijkl (x, y, z) ekl (x, y, z) . (2)

Здесь i, j = 1, 3, x1 = x, x2 = y, x3 = z; σij и eij = (∂uj/∂xi + ∂ui/∂xj)/2— сим-
метричные двухвалентные тензоры упругих напряжений и деформаций, aijkl — че-
тырехвалентный симметричный тензор модулей упругости, u = (u1, u2, u3)— вектор
смещений; по повторяющимся индексам проводится суммирование.

600



Условия на лицевых поверхностях пластины и боковой поверхности стержня
можно задать соотношениями

(σ13, σ23, σ33 (ω (x, y) , z = hl±) = (0, 0, p±), u(∂ω(x, y), z ∈ (l−, l+)) = 0, (3)

(σ11, σ22, σ12) (h∂ω (x, y) , z ∈ (l−, l+)) = (q1, q2, 0), u(hω(x, y), z = l±) = 0. (4)

Задачи (1)–(4) однозначно разрешимы для гладких границ ∂L(p), ∂L(r) этих обла-
стей [8]. При этом для пластин предполагается гладкость коэффициентов aijkl(x, y, z)
по переменным x и y, возможны разрывы первого рода по z; для стержней — глад-
кость коэффициентов aijkl(x, y, z) по переменной z, возможны разрывы первого рода
по x и y соответственно в Ωr и Ωr вплоть до их границ.

Однако области Ωp и Ωr вырождаются при h → 0 в область ω (x, y) на плоско-
сти Oxy и отрезок (l+, l−) прямой на оси Oz трехмерной системы координат Oxyz
соответственно. Это затрудняет применение здесь численных методов исследования
и пакетов прикладных задач.

Построение решений задач в сингулярно возмущенных областях проводится ме-
тодами асимптотического интегрирования [4, 9]. При этом представления решений up

и ur в областях Ωp и Ωr отыскиваются в виде рядов по степеням параметра h:

up (x, y, z, h) = up0 (x, y, ζ) + hup1 (x, y, ζ) + h2up0 (x, y, ζ) + h3up0 (x, y, ζ) + . . . , (5)

ur (x, y, z, h) = ur0 (ξ, η, z) + hur1 (ξ, η, z) + h2ur0 (ξ, η, z) + h3ur0 (ξ, η, z) + . . . . (6)

Здесь ζ = z/h, ξ = x/h, η = y/h— «быстрые» переменные. Представления (5)–(6)
оставляют невязки в граничных условиях (3) и (4) по смещениям у краев пласти-
ны и на торцах стержня. Эти невязки можно компенсировать построением функций
пограничного слоя, экспоненциально убывающих при удалении от границы ∂ω(x, y)
предельной поверхности пластины и границ z = l± предельной линии стержня, и
получить краевые условия для системы предельных уравнений.

Равномерные по параметру h асимптотические представления решений задач (1)–
(4) могут быть получены сращиванием (5) и (6) с функциями пограничного слоя
в зонах O(h) границ ∂ω(x, y) и z = l± для пластины и стержня соответственно и
применением срезающих функций, локализованных в этих зонах [9, 10]. Обоснование
асимптотических разложений в областях разных размерностей можно найти в [11].

Введение «быстрых» переменных приводит к расщеплению оператора задачи (1)–
(4) и соответствующих граничных условий по напряжениям в (3) и (4) по степеням
параметра h:

L(p,r) = h−2L
(p,r)
2 + h−1L

(p,r)
1 + h0L

(p,r)
0 ,

∂L(p) = h−1B2(x, y, ζ)
∂

∂ζ
+

(
Bt12 (x, y, ζ)D1

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
+B2(x, y, ζ)D2

(
∂

∂x
,
∂

∂y

))
,

∂L(r) = h−1

(
B1 (ξ, η, z)D1

(
∂

∂ξ
,
∂

∂η

)
+B12(ξ, η, z)D2

(
∂

∂ξ
,
∂

∂η

))
+B12(ξ, η, z)

∂

∂z
.

(7)

Непосредственными вычислениями можно проверить, что операторы из правой части
(7) для пластины имеют вид
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L
(p)
2

(
x, y, ζ,

∂

∂ζ

)
=

∂

∂ζ
B2(x, y, ζ)

∂

∂ζ
,

L
(p)
1

(
x, y, ζ,

∂

∂ζ

)
= Dt

1

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
B12(x, y, ζ)

∂

∂ζ
+

∂

∂ζ
Bt12(x, y, ζ)D1

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
+

+Dt
2

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
B2(x, y, ζ)

∂

∂ζ
+

∂

∂ζ
B2(x, y, ζ)D2

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
,

L
(p)
0

(
x, y, ζ,

∂

∂ζ

)
= Dt

1

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
B1(x, y, ζ)D1

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
+

+Dt
1

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
B12(x, y, ζ)D2

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
+

+Dt
2

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
Bt12(x, y, ζ)D1

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
+Dt

2

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
B2(x, y, ζ)D2

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
.

(8)

Аналогично для стержня получаем

L
(r)
2

(
ξ, η, z,

∂

∂ξ
,
∂

∂η

)
= Dt

1

(
∂

∂ξ
,
∂

∂η

)
B1(ξ, η, z)D1

(
∂

∂ξ
,
∂

∂η

)
+

+Dt
1

(
∂

∂ξ
,
∂

∂η

)
B12(ξ, η, z)D2

(
∂

∂ξ
,
∂

∂η

)
+Dt

2

(
∂

∂ξ
,
∂

∂η

)
Bt12(ξ, η, z)D1

(
∂

∂ξ
,
∂

∂η

)
+

+Dt
2

(
∂

∂ξ
,
∂

∂η

)
B2(ξ, η, z)D2

(
∂

∂ξ
,
∂

∂η

)
,

L
(r)
1

(
ξ, η, z,

∂

∂ξ
,
∂

∂η
,
∂

∂z

)
= Dt

1

(
∂

∂ξ
,
∂

∂η

)
B12(ξ, η, z)

∂

∂z
+
∂

∂z
Bt12(ξ, η, z)D1

(
∂

∂ξ
,
∂

∂η

)
+

+Dt
2

(
∂

∂ξ
,
∂

∂η

)
B2(ξ, η, z)

∂

∂z
+

∂

∂z
B2(ξ, η, z)D2

(
∂

∂ξ
,
∂

∂η

)
,

L
(r)
0

(
ξ, η, z,

∂

∂z

)
=

∂

∂z
B2(ξ, η, z)

∂

∂z
. (9)

Здесь используется представление тензора упругих постоянных aijkl (x, y, z, h) [1] в
виде симметричной матрицы 6× 6 с блоками 3× 3: A11 = B1, A22 = B2, A12 = B12 =
Bt21. Индекс t обозначает транспонирование матрицы или оператора. Блоки B1, B2,
B12 размерности 3× 3 выделены из симметричной 6× 6 матрицы B в представлении
(σ11, σ22, σ12, σ13, σ23, σ33)

t = B (ε11, ε22, ε12, ε13, ε23, ε33)
t закона Гука [1, 6].

Для матричных 3× 3 дифференциальных операторов первого порядка имеем

D1 (α, β) =




α 0 0
0 β 0
β α 0


 , D2 (α, β) =




0 0 α
0 0 β
0 0 0


 .

При этом в представлениях (8) и (9) следует положить α = ∂/∂x, β = ∂/∂x для
пластины и α = ∂/∂ξ, β = ∂/∂η для стержня.

Подстановка представлений (5)–(6) в исходную систему (1)–(4) и приравнивание
коэффициентов при одинаковых степенях h нулю приводят к рекуррентным систе-
мам дифференциальных уравнений и соответствующих краевых условий, требования
разрешимости которых позволяют получить систему 3 × 3 предельных уравнений в
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области ω (x, y) для пластин и систему 4× 4 предельных уравнений для стержней на
отрезке (l+, l−) [12, 13].

Явный вид оператора предельной задачи на ω (x, y) для пластин принимает вид

Lp
(
x, y,

∂

∂x
,
∂

∂y

)
=

= Dt
2

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
Dt

1

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
E3(x, y, ζ)D1
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∂

∂x
,
∂

∂y

)
D2

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
−

−Dt
2

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
Dt

1

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
E2(x, y)D1

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
+

+Dt
1

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
E1(x, y)D1

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
−

−Dt
1

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
E2(x, y)D1

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
D2

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
.

Здесь

Ej(x, y) =

∫ l+

l−

tj−1
(
B1(x, y, t)−B12(x, y, t)B

−1
2 (x, y, t)Bt12(x, y, t)

)
dt (10)

— эффективные (осредненные) модули упругости пластины.
Краевая задача Lp (x, y, ∂/∂x, ∂/∂y) (u, v, w) = (0, 0, p) для области ω, u = v =

w = 0, ∂w/∂n = 0, однозначно разрешима на границе ∂ω.
Аналогичную (10) структуру имеет предельный оператор Lr (z, ∂/∂z) для стерж-

ней на отрезке (l+, l−). При этом в представлении (10) операторыD1 и D2 заменяются
на diag(∂/∂z), а эффективные модули упругости являются осредненными по области
ω (x, y) моментами второго, первого и нулевого порядков относительно предельной
линии.

Соответствующие граничные условия гарантируют однозначную разрешимость
краевой задачи Lr (z, ∂/∂z) (u, v, θ, w) = (q1, q2, 0, 0) на z ∈ (l−, l+), u = v = θ = w = 0,
∂w
∂n = 0, z = l±.

В работе проведен асимптотический анализ решений задач о равновесии трехмер-
ных упругих неоднородных анизотропных тел, один или два относительных размеров
тел малы.

Показано, как процесс расщепления уравнений и краевых условий исходной за-
дачи приводит к разрешающим системам уравнений на предельной поверхности и
предельной линии для пластин и стержней. Предельные краевые задачи наследуют
основные свойства исходных задач.

Структура операторов предельных краевых задач в рассматриваемых тонких об-
ластях показывает, что для общего случая неоднородного анизотропного материала
расщепление напряженно-деформированного состояния на независимые формы из-
гиба, растяжения-сжатия и кручения не имеет места. Известны [14] частные случаи
геометрии и упругих характеристик неоднородных слоистых пластин, для которых
существует нейтральная поверхность. Проведенные рассмотрения позволяют прове-
сти простую аналогию с задачей о нейтральной линии для стержней.
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ХРОНИКА

18 ноября 2015 г. на заседании секции теоретической механики им. проф.
Н. Н. Поляхова в Санкт-Петербургском Доме Ученых РАН выступил доктор
физ.-мат. наук, профессор Г. Т. Алдошин (Балтийский Государственный Техни-
ческий Университет им. Д. Ф. Устинова) с докладом на тему «К вопросу о силах
инерции».

Краткое содержание доклада:

Уравнения относительного движения материальной точки в движущейся систе-
ме координат имеют структуру уравнений абсолютного движения при добавлении к
активным силам переносной силы инерции и силы инерции Кориолиса. В физической
трактовке сил инерции имеются разночтения, вызванные нечеткостью определения
переносного движения в кинематике и динамике. Влияние сил инерции проявляет-
ся в разнообразных явлениях, поэтому их естественно считать реальными силами. С
другой стороны, для этих сил нельзя указать конкретные тела, являющиеся их источ-
ником, они не удовлетворяют третьему закону динамики и потому являются силами
фиктивными, но, чтобы движение точки было переносным в динамике, на нее должна
быть наложена связь. Реакция связи, со стороны точки вызывает равную и проти-
воположно направленную силу, приложенную к телу. Так, что телом — источником
сил инерции, является тело-носитель подвижной системы координат. Потому силы
инерции следует рассматривать как реальные силы.
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