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В работе рассматривается задача о потере устойчивости тонкостенной упругой ци-
линдрической оболочки, подкрепленной шпангоутами с разной жесткостью. Методом
Релея —Ритца получено аналитическое решение задачи для случая жесткой заделки
краев оболочки. Найдены параметры оптимального распределения массы конструкции
между оболочкой и ребрами жесткости с целью максимального увеличения критиче-
ского давления. Рассматриваются шпангоуты с нулевым эксцентриситетом. Проведено
сравнение полученных аналитических решений с численным решением методом конеч-
ных элементов.
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1. Введение. Подкрепленные цилиндрические оболочки имеют широкое при-
менение в современном машиностроении. Задача о потере устойчивости является
одной из базовых задач, решения которых учитываются в авиа- и судоконструиро-
вании, в ракетомоделировании. При построении конструкции зачастую основным
требованием является минимизация массы при сохранении прочностных характе-
ристик. Этим обусловлена востребованность расчетов ребристых оболочек.

В статьe [1] рассматривается одна из постановок задач об оптимизации парамет-
ров цилиндричекой оболочки, подкрепленной одинаковыми шпангоутами. В работе
[2] исследовано поведение шпангоута с тавровым сечением. В книге [3] описаны спо-
собы изучения подкрепленных и сопряженных цилиндрических оболочек.

2. Постановка задачи. Рассмотрим задачу о потере устойчивости под дей-
ствием равномерного внешнего давления p тонкостенной упругой цилиндрической
оболочки, на которую для увеличения критического давления установлены ns попе-
речных ребер жесткости с нулевым эксцентриситетом. Будем рассматривать шпан-
гоуты, жесткость которых изменяется вдоль образующей оболочки с целью макси-
мального увеличения критического давления.

Для описания потери устойчивости воспользуемся безразмерными уравнениями
технической теории оболочек [4]:

ε8∆2w(i) −∆kΦ
(i) − λm2w(i) = 0, ∆2Φ(i) +∆kw

(i) = 0, (1)
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где

∆k =
d2

ds2
, ∆ = ∆k −m2, σ = 1− ν2, λ =

p

Eh
, ε8 =

h2

12σ
.

Здесь ε — малый параметр, w(i) — проекция перемещения на направление нормали
к срединной поверхности для s ∈ [si−1, si], i = 1, 2, . . . , n, n = ns + 1, s0 = 0, sn = l,
s — координата, направленная вдоль образующей цилиндра, Φ(i) — функция усилий,
m — число волн по параллели, ν — коэффициент Пуассона, h — безразмерная тол-
щина оболочки, l — безразмерная длина оболочки, а E — модуль Юнга. За единицу
длины выбран радиус R основания цилиндра.

Представим решение системы уравнений (1) в виде суммы решений для основно-
го полубезмоментного состояния, простого краевого эффекта вблизи краев оболочки
и параллелей. В первом приближении получим

(

w
(i)
0

)IV

− α4w
(i)
0 = 0, α4 = m6λ0 − ε8m8, (2)

где w(i)
0 — приближенное решение системы (1), λ0 — приближенное значение λ (см.

[5]). В дальнейшем рассматривается только приближенное решение, и вместо w(i)
0 и

λ0 используются обозначения w(i) и λ.
Граничные условия для уравнения (2) в случае жесткой заделки краев оболочки

имеют вид

w(1)(0) = w(1)′ (0) = w(n)(l) = w(n)′(l) = 0. (3)

Предположим, что характерный размер поперечного сечения шпангоута a≪ ε.
Тогда на параллелях, подкрепленных шпангоутами, выполняются условия сопряже-
ния [6]

w(i) = w(i+1), w(i)′ = w(i+1)′ , w(i)′′ = w(i+1)′′ ,

w(i)′′′ − w(i+1)′′′ = −ciw(i+1), s = si, (i = 1, 2, . . . , ns),
(4)

где

ci =
m8ε8lηi

n
, ηi =

12σnEcJi
h3El

, Ji =
a · b3i
12

.

Здесь Ec — модуль Юнга материала шпангоута, ηi — эффективная жесткость шпан-
гоута, установленного в координате si [7], Ji — момент инерции поперечного се-
чения шпангоута относительно образующей цилиндра. Индекс i указывает на то,
что шпангоуты могут отличаться друг от друга по высоте, а следовательно, и по
жесткости. Для удобства записи в дальнейшем введены следующие обозначения:
c = c(η,m) = c1, η = η1.

Приближенное значение параметра критического давления λ = p/(Eh) для под-
крепленной оболочки с заделанными краями определяется по формуле

λ(η) = min
m

[

α4(c)

m6
+ ε8m2

]

,

где α(c) — собственное значение краевой задачи (2), (4) с граничными условиями (3).
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3. Оптимальное расположение шпангоутов. Краевая задача (2)–(4) экви-
валентна задаче об определении частот колебаний жестко заделанной балки, под-
крепленной пружинами жесткости ci в точках si. Случай шарнирного опирания кон-
цов балки при условии равномерного расположения (si = il/n) одинаковых (ci = c)
пружин исследован в монографии [6].

В работе [8] проанализированы случаи неравномерного расположения пружин.
Путем перебора вариантов определены оптимальные расположения пружин, кото-
рым соответствует максимум величины первого собственного значения α1(c) кра-
евых задач (2)–(4). Установлено, что при c → ∞ координаты точек оптимального
расположения пружин si(c) стремятся к некоторым предельным значениям s∗i . Оп-
тимальное расположение пружин в точках s∗i , соответствующее c = ∞, названы
предельным оптимальным расположением.

В работе [9] показано, что в случае жесткой заделки нули формы колебаний
неподкрепленной балки совпадают с точками предельного оптимального располо-
жения пружин. Решение уравнения (2) с граничными условиями (3) имеет вид

wn(s) = [U (βns)− κnV (βns)] , (5)

где
S(x) = chx+ cosx, T (x) = shx+ sinx,

U(x) = chx− cosx, V (x) = shx− sinx,

S(x) = T I(x) = U II(x) = V III(x) = SIV (x)

— система функций Крылова,

βn =
zn
l
, κn =

ch zn − cos zn
sh zn − sin zn

,

а величины
zn ≃ π(2n+ 1)/2, n = 1, 2, . . . ,

являются корнями уравнения ch z · cos z = 1. При этом точки оптимального распо-
ложения шпангоутов совпадают с корнями уравнения wn(s) = 0. В дальнейшем для
упрощения записи вместо β0 = π

2l используется β, вместо κ1 = U(3π2 )/V (3π2 ) исполь-
зуется κ, а первая форма колебаний неподкрепленной балки w1(s) заменяется на
w(s).

4. Вычисление собственных значений для колебаний балки, подкреп-

ленной пружинами. Рассмотрим краевую задачу о потере устойчивости балки,
подкрепленной пружинами. Для ее решения применим метод Релея. Формулу Релея
для подкрепленной пружинами балки можно записать в следующем безразмерном
виде:

α4
1 =

I1 + I2
I0

,

I1 =

l
∫

0

(w′′)2ds, I2 =

n−1
∑

i=1

ciw
2(si), I0 =

l
∫

0

w2ds.

(6)

На рисунке изображена оболочка со шпангоутами в разрезе вдоль образующей обо-
лочки. Приравняем модуль Юнга шпангоутов модулю Юнга оболочки и в дальней-
шем будем считать, что жесткость шпангоута зависит только от его физических
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Половина осевого сечения оболочки, подкрепленной шпангоутами.

размеров. Предположим, что все шпангоуты имеют одинаковую ширину, равную a,
а высота первого шпангоута b = ka. Также введем f(i) — функцию распределения
высот шпангоутов вдоль образующей цилиндра: bi = bf(i) = kaf(i). Подставим в
формулу Релея выражения для безразмерной жесткости шпангоута и первой формы
колебаний неподкрепленной оболочки

I0 =

l
∫

0

(U(βs)− κ · V (βs))2ds, I1 =

l
∫

0

(S(βs)− κ · T (βs))2ds.

Для случая шпангоута с нулевым эксцентриситетом момент инерции i-го шпангоута
рассчитывается по формуле

Ji =
a4k3

12
f3(i) = Jf3(i), J =

ab3

12
.

Следовательно,

I2 =

n
∑

i=1

ciw
2(si) =

n
∑

i=1

m8ε8l

n
· ηiw2(si) =

m8ε8lη

n
·

n
∑

i=1

f3(i)w2(si).

После подстановки в формулу Релея выражений для безразмерной жесткости
шпангоута и первой формы колебаний неподкрепленной оболочки получим следую-
щее соотношение для α4

1:

α4
1(η,m) =

I1 + cT (n)

I0
, где T (n) =

n−1
∑

i=1

f3 (i)w2(si). (7)

Подставим полученное α1 в формулу для параметра критического давления λ и
получим

λ(η,m) = Xm−6 + Ym2,

где

X =
I1
I0
, Y = ε8

(

1 +
ηl

I0

T (n)

n

)

.

Найдем наименьшее значения параметра частоты λ1, минимизировав полученную
функцию λ(η,m) по m:

λ′m(η,m) = −6Xm−7 + 2Ym = 0, λ1(η) =
4

√

256

27
XY 3,
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λ1(η) = ε6 · 4

√

256

27

I1
I0

(

1 +
ηl

I0

T (n)

n

)3

.

Поскольку для малого параметра ε выполнено соотношение ε8 = h2/(12σ), напишем
λ1 в следующем виде:

λ1(η) =

√
6

9

h3/2

σ3/4

4

√

I1
I0

(

1 +
ηl

I0

T (n)

n

)3

. (8)

5. Оптимизация параметров оболочки. Пусть масса подкрепленной обо-
лочки фиксирована. Рассмотрим задачу об определении оптимального распределе-
ния массы между шпангоутами и оболочкой (обшивкой), которому соответствует
наибольшее значение критического давления.

Критическое давление p0 для гладкой оболочки длиной l и толщиной h0 можно
найти по приближенной формуле Саутуэлла — Папковича, взятой из работы [6]:

λ =
4π

lσ3/4

(

h0
6

)3/2

, p0 = λEh0 =
4πEh

5/2
0

63/2lσ3/4
. (9)

Предположим, что за счет уменьшения толщины оболочки до величины h на ней
установлен n − 1 шпангоут прямоугольного поперечного сечения шириной a и вы-
сотой b(i), причем масса подкрепленной оболочки

Ms =M(h) +Mr,

где M(h) = 2πRρ ·Rh · Rl — масса обшивки, a масса шпангоутов

Mr =

n−1
∑

i=1

2πRρ · Ra ·Rakf(i)

совпадает с массой гладкой оболочки M0 =M(h0).
Для определения критического давления гладкой и подкрепленной оболочек

воспользуемся формулами (9) и (8). Введем функцию отношения критического дав-
ления подкрепленной оболочки к критическому давлению гладкой оболочки и най-
дем ее максимальное значение f∗

b :

fb ≃
p1
p0

=







d5/2
4

√

l4I1
π4I0

(

1 + ηl
I0

T (n)
n

)3

, 0 6 η 6 η∗,

d5/2
(

2n+1
3

)

, η∗ < η,

где d = h
h0
, а параметр η∗ называется эффективной жесткостью шпангоута [6, 7] и

является корнем уравнения

λ1(0)

(

1 +
lT (n)

I0n
η

)3/4

= λn, η∗ =
nI0
lT (n)

(

(

2n+ 1

2

)4/3

− 1

)

.

После упрощения получаем

fb =

{

d5/2
4

√

C
(

1 + Ba4

d3

)3
, 0 6 η 6 η∗,

d5/2
(

2n+1
3

)

, η∗ < η,
(10)
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где

B =
σk3

I0h30
· T (n), C =

l4I1
π4I0

.

Условие равенства массы подкрепленной оболочки массе гладкой оболочки
(M(h0) =M(h) +Mr) примет следующий вид:

a4 =
(1 − d)2

A2
, где A =

k

h0l
· P (n), P (n) =

n−1
∑

i=1

f(i).

После подстановки выражения для a4 в функцию fb(d) получим

fb =







d5/2
(

2n+1
3

)

, 0 6 d 6 d∗,

d5/2 4

√

C
(

1 + B
A2 · (1−d)2

d3

)3

, d∗ < d 6 1,

где d∗ — корень кубического уравнения

d3∗ −
B

A2
(

(

2n+1
3

)4/3
C−1/3 − 1

)(d∗ − 1)2 = 0.

Данное уравнение имеет один корень на интервале (0, 1).
Функция g = C− 1

3 f
4/3
b возрастает при d ∈ [0; d∗], следовательно, максимум

функции находится на промежутке [d∗; 1]. На этом промежутке функцию g мож-
но записать в виде

g(d) = d10/3 +BA−2d1/3(d− 1)2.

Корни уравнения g′(d) = 0 лежат вне отрезка [d∗; 1] (см. [10]), значит, максимум
функции fb(d) достигается на одном из краев [d∗; 1]:

f∗
b = max

[

2n+ 1

3
d

5
2∗ ; 1

]

.

Для малых h0 выполняется неравенство d
5
2∗ · 2n+1

3 > 1, поскольку d→ 1 при h0 → 0.
Таким образом, получено кубическое уравнение, корень которого соответствует

максимальному критическому давлению жестко заделанной оболочки, подкреплен-
ной шпангоутами разной жесткости:

d3∗ −
σkl2

h0I0
· T (n)

P 2(n)
(

(

2n+1
3

)4/3
C−1/3 − 1

) · (d∗ − 1)2 = 0.

При этом a∗ и f∗
b , соответствующие d∗, можно найти по следующим формулам:

a∗ =

√

1− d∗
A

, f∗
b =

(

2n+ 1

3

)

√

d5∗.

6. Результаты. В таблице приведены значения критического давления, полу-
ченные описанным в статье аналитическим методом (p) и методом конечных эле-
ментов (pfem) в пакете Comsol. Рассматриваются некоторые параметры функции
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Некоторые значения критического давления

k = 1 k = 2

u = 1

ns p,Па pfem,Па d∗ ns p,Па pfem,Па d∗
3 628199 609440 0.918 3 666391 645430 0.9399
4 700574 688990 0.8850 4 760599 747720 0.9145
5 757109 755760 0.8539 5 839855 839140 0.89

u = 1.5
3 658402 614370 0.9354 3 689856 642590 0.9530
4 754081 717130 0.9114 4 803660 762560 0.9349
5 863682 804290 0.9 5 927847 861660 0,9262

u = 2
3 681002 616760 0.9481 3 707084 637890 0.9625
4 787950 733720 0.9276 4 830211 770330 0.9471
5 918921 811080 0.9226 5 971589 851530 0.9434

распределения жесткостей шпангоутов u и k для медной оболочки l = 4, подкреп-
ленной ns шпангоутами (E = 11 · 1010 Па, ρ = 8920 кг/м3, ν = 0.35). Края оболочки
жестко закреплены, а высоты шпангоутов распределены по треугольному закону:

f(i) =

{

(i − 1)(u− 1) + 1, i < n
2 ,

(n− i− 1)(u− 1) + 1, i > n
2 .

Здесь u — отношение высоты второго шпангоута к первому. Для гладкой оболочки
толщины h = 0.01 критическое давление для тех же условий pmax = 384840 Па.

Сравнение результатов аналитического и численного решений показывает, что
данный подход можно использовать для приближенного подбора параметров перед
началом проектирования.
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The paper considers problem of buckling of a thin elastic cylindrical shell, supported by
rings of various stiffness. The approximate solution for clamping edge was obtained with
analytical Rayleigh — Ritz method. The parameters of the optimal distribution of the mass
of the structure between the shell and the stiffeners are found in order to maximize the
critical pressure. Frames with zero eccentricity are considered. The obtained analytical
solutions are compared with the solution by the finite element method.
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