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Рассматривается диффеоморфизм плоскости в себя с неподвижной гиперболической
точкой, предполагается наличие нетрансверсальной гомоклинической точки. Устой-
чивое и неустойчивое многообразия касаются друг друга в гомоклинической точке,
существуют различные способы касания устойчивого и неустойчивого многообразий.
В работах Ш. Ньюхауса, Л.П.Шильникова и других авторов изучались диффеомор-
физмы плоскости с нетрансверсальной гомоклинической точкой, в предположении,
что эта точка является точкой касания конечного порядка. Из работ этих авторов
следует, что в окрестности гомоклинической точки может лежать бесконечное множе-
ство устойчивых периодических точек, наличие такого множества зависит от свойств
гиперболической точки. В данной работе предполагается, что гомоклиническая точ-
ка не является точкой, в которой касание устойчивого и неустойчивого многообразия
является касанием конечного порядка. Выделяют счетное число видов периодических
точек, лежащих в окрестности гомоклинической точки; точки, принадлежащие од-
ному виду, называются n-обходными, где n — натуральное число. В предлагаемой
работе показано, что в случае если касание не является касанием конечного порядка,
окрестность нетрансверсальной гомоклинической точки может содержать бесконечное
множество устойчивых однобходных, двухобходных или трехобходных периодических
точек с отделенными от нуля характеристическими показателями.
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1. Введение. В предлагаемой работе изучается двумерный диффеоморфизм с
неподвижной гиперболической точкой и нетрансверсальной гомоклинической к ней
точкой. В статье показано, что произвольная окрестность нетрансверсальной гомо-
клинической точки может содержать бесконечные множества однобходных, двухоб-
ходных или трехобходных устойчивых периодических точек с отделенными от нуля
характеристическими показателями.

Периодическая точка диффеоморфизма, которая лежит в достаточно малой
окрестности траектории гомоклинической точки, является r-обходной, если ее тра-
ектория образует r витков (r ∈ N), находящихся вне достаточно малой фиксирован-
ной окрестности гиперболической точки.

Как известно, нетрансверсальной гомоклинической точкой называется точка,
которая лежит в пересечении устойчивого и неустойчивого многообразий гипербо-
лической точки, причем эти многообразия касаются друг друга в гомоклинической
точке. Нетрансверсальные гомоклинические точки различаются по способу касания
устойчивого и неустойчивого многообразий. Прежде всего, выделяют гомоклиниче-
ские точки с конечным порядком касания. Окрестность нетрансверсальной гомокли-
нической точки с конечным порядком касания изучалась в работах Ш. Ньюхауса,
Л. П. Шильникова, Б. Ф. Иванова и других авторов [1–4].

Пусть f — диффеоморфизм плоскости в себя с гиперболической неподвижной
точкой в начале координат, предполагается существование нетрансверсальной гомо-
клинической к ней точки. Предположим, что

Df(0) =

(

λ 0
0 µ

)

,

где
0 < λ < 1 < µ.

Пусть

θ = − lnλ

lnµ
. (1)

Из работ [1–4] следует, что существует такое неограниченное множество положи-
тельных действительных чисел Σ, что если θ ∈ Σ, то в окрестности нетрансвер-
сальной гомоклинической точки могут лежать бесконечные множества устойчивых
двухобходных или трехобходных периодических точек. Из статьи [2] следует, что
хотя бы один из характеристических показателей у двухобходных устойчивых пе-
риодических точек стремится к нулю с ростом периода. Также из [1–4] следует, что
если θ /∈ Σ, то окрестность нетрансверсальной гомоклинической точки не содержит
устойчивых двухобходных или трехобходных периодических точек.

В данной работе предполагается, что нетрансверсальная гомоклиническая точ-
ка не является точкой с конечным порядком касания. Основная цель работы — по-
казать, что в этом случае в произвольной окрестности нетрансверсальной гомокли-
нической точки могут лежать бесконечные множества устойчивых однообходных,
двухобходных или трехобходных периодических точек, характеристические показа-
тели которых отделены от нуля. Пример диффеоморфизма плоскости с бесконечным
множеством устойчивых периодических точек с отделенными от нуля характеристи-
ческими показателями, траектории которых лежат в ограниченной части плоскости,
приведен в [5]. Предлагаемая работа является продолжением работ [6, 7]. В этих ста-
тьях изучается окрестность нетрансверсальной гомоклинической точки в предполо-
жении, что гомоклиническая точка не является точкой касания конечного порядка.
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Даны достаточные условия существования в окрестности гомоклинической точки
бесконечных множеств однообходных или двуобходных устойчивых периодических
точек с отделенными от нуля характеристическими показателями. В данной работе
показано, что при любых θ > r, r ∈ {1, 2, 3}, в окрестности гомоклинической точки
может существовать бесконечное множество r-обходных устойчивых периодических
точек с отделенными от нуля характеристическими показателями.

2. Основные определения и обозначения. Пусть f — C1-диффеоморфизм
плоскости в себя с гиперболической неподвижной точкой в начале координат. Пусть
W s(0), Wu(0) — устойчивое и неустойчивое многообразия гиперболической точки
диффеоморфизма f , где

W s(0) =

{

z ∈ R
2 : lim

k→+∞
‖ fk(z) ‖= 0

}

,

Wu(0) =

{

z ∈ R
2 : lim

k→+∞
‖ f−k(z) ‖= 0

}

,

а fk, f−k — степени диффеоморфизмов f и f−1 .
Предполагается наличие нетрансверсальной гомоклинической точки, а именно

предполагается, что в пересечении устойчивого и неустойчивого многообразия ле-
жит отличная от нуля точка w, причем эта точка является точкой касания данных
многообразий. Ясно, что

lim
k→+∞

‖ fk(w) ‖= lim
k→+∞

‖ f−k(w) ‖= 0.

Предположим, что f линеен в некоторой ограниченной окрестности V0 начала
координат, точнее, если (x, y) ∈ V0, то

f

(

x
y

)

=

(

λx
µy

)

. (2)

Пусть w1 и w2 — две такие точки из орбиты гомоклинической точки w, что w1 ∈ V0,
w2 ∈ V0, и их координаты имеют вид w1 = (0, y0), w2 = (x0, 0).

Предположим, существуют такие действительные числа λ̄, µ̄, что λ < λ̄ < 1,
1 < µ̄ < µ и справедливо включение

V =
{

(x, y) : |x| ≤ λ̄−1|x0|, |y| ≤ µ̄|y0|
}

⊂ V0. (3)

Из определения гомоклинической точки следует, что существует натуральное
число ω > 1 такое, что fω(w1) = w2. Пусть точки w1 и w2 и множество V таковы,
что fk(w1) /∈ V , k = 1, 2, . . . , ω − 1.

Пусть U — такая окрестность точки w1, что U ⊂ V , fω(U) ⊂ V , fk(U)
⋂

V = ∅,
k = 1, 2, . . . , ω − 1, и множества U , f(U), . . . , fω(U) попарно не пересекаются.

Назовем
U0 = V

⋃

f(U)
⋃

. . .
⋃

fω−1(U)

расширенной окрестностью гомоклинической точки.
Периодическая точка u ∈ U называется r-обходной периодической точкой, если

ее траектория лежит в U0 и пересечение ее орбиты с U состоит из r различных
точек. Таким образом, в U0 определено счетное число видов периодических точек.
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Обозначим через L сужение fω |U . Ясно, что L — отображение класса C1. За-
пишем отображение L в координатах:

L(x, y) =

(

x0 + F1(x, y − y0)
F2(x, y − y0)

)

,

где F1(x, y−y0), F2(x, y−y0) — C1-функции, определенные в U , такие что F1(0, 0) =
F2(0, 0) = 0. Матрица DL(0) невырожденная.

Касание устойчивого и неустойчивого многообразия в точке w2 называется ка-
санием конечного порядка, если существует такая величина l > 1, что

∂F2(0, 0)

∂y
= . . . =

∂l−1F2(0, 0)

∂yl−1
= 0,

∂lF2(0, 0)

∂yl
6= 0. (4)

В работах [1–4] исследовалась окрестность нетрансверсальной гомоклинической точ-
ки, предполагалось, что касание устойчивого и неустойчивого многообразия в точке
w2 является касанием конечного порядка. В данной работе исследуется окрестность
нетрансверсальной гомоклинической точки, в случае когда w2 не является точкой
касания конечного порядка.

3. Формулировка теорем. Пусть f — C1-диффеоморфизм плоскости в себя с
гиперболической неподвижной точкой в начале координат и нетрансверсальной го-
моклинической к ней точкой. Предположим, что в некоторой ограниченной окрест-
ности начала координат выполнены условия (2). Пусть w1 = (0, y0), w2 = (x0, 0) —
две такие точки из орбиты гомоклинической точки w, что справедливо включение
(3) и определена расширенная окрестность U0. В окрестности U точки w1 определено
отображение L = fω |U . Предположим, что

x0 > 0, y0 > 0. (5)

Предположим также, что координатные функции отображения L имеют вид

F1(x, y − y0) = b(y − y0) + xϕ1(x, y − y0),

F2(x, y − y0) = cx+ g(y − y0) + xϕ2(x, y − y0), (6)

где b, c — действительные числа такие, что

b < 0, c > 0, (7)

а g, ϕ1, ϕ2 — такие непрерывно дифференцируемые функции одной или двух пе-

ременных, что ϕ1(0, 0) = ϕ2(0, 0) = 0, g(0) = 0,
dg(0)

dy
= 0. Предположим, что

производные первого порядка функций ϕ1, ϕ2 ограничены в окрестности U .
Характер касания устойчивого многообразия с неустойчивым в точке w2 опре-

деляется свойствами функции g. Опишем свойства этой функции с помощью после-
довательностей. Пусть σk, εk — такие положительные, стремящиеся к нулю после-
довательности, что

σk−1 − εk−1 > σk + εk (8)

для любого k.
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Пусть ik — такая возрастающая последовательность натуральных чисел, что
существуют такие целые неотрицательные величины s, η, где η ≥ 1, что при любом k

ik − ik−1 > s, (9)

(λµη)
ik < εk. (10)

Пусть ∆k — стремящаяся к нулю последовательность.
Предположим, что функция g такова, что при любом k

g (σk) =
(

y0 +∆k

)

µ−ik , (11)

и существует такая действительная положительная α > 1, что при любом k
∣

∣

∣

∣

dg(t)

dt

∣

∣

∣

∣

< µ−αik (12)

при t ∈ (σk − εk, σk + εk).
Из соотношений (11), (12) следует, что исходный диффеоморфизм не удовлетво-

ряет условиям (4), следовательно, точкаw2 не является точкой с конечным порядком
касания.

Теорема 1. Пусть f — диффеоморфизм плоскости в себя с неподвижной ги-
перболической точкой в начале координат и нетрансверсальной гомоклинической
к ней точкой. Пусть θ > 1, выполнены условия (2), (3), (5)–(12) при s ≥ 0, η = 1,
α > 1. Предположим, что при любом k и при фиксированном положительном
значении d < 1 ∣

∣

∣∆k + (λµ)ik c
(

x0 + bσk
)

− σk

∣

∣

∣ < dεk,

тогда в любой окрестности гомоклинической точки w1 лежит счетное множе-
ство однообходных устойчивых периодических точек, характеристические пока-
затели которых отделены от нуля.

Доказательство теоремы приведено в [6].
Предположим, что элементы последовательности ∆k при s ≥ 1 удовлетворяют

одному из условий
∆k < −c (λµ)ik λ−sx0, (13)

σk + εk − c (λµ)
ik x0 < ∆k < σk−1 − εk−1 − c (λµ)

ik λ−sx0. (14)

Пусть jk — такая возрастающая последовательность натуральных чисел, что при
любом k выполняется 0 < ik − jk ≤ s.

Определим последовательность δk как

δk =
(

cx0 (λ)
jk (µ)

ik +∆k

)(

1− (λ)
jk (µ)

ik bc
)−1

.

Теорема 2. Пусть f — диффеоморфизм плоскости в себя с неподвижной ги-
перболической точкой в начале координат и нетрансверсальной гомоклинической
к ней точкой. Пусть θ > 2, выполнены условия (2), (3), (5)–(12) при s ≥ 1, η = 2,
α > 2. Пусть последовательность ∆k удовлетворяет при любом k либо неравен-
ству (13), либо (14). Предположим, что существуют такие последовательности
jk и δk, что при любом k

∣

∣

∣g (δk)−
(

y0 + σk
)

µ−jk + (λ)
jk c
(

x0 + bσk
)

∣

∣

∣ < εkµ
−ik .
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Тогда в любой окрестности гомоклинической точки w1 лежит счетное множе-
ство устойчивых двухобходных периодических точек, характеристические пока-
затели которых отделены от нуля.

Доказательство теоремы приведено в [7].
Пусть mk и nk — такие возрастающие последовательности натуральных чисел,

что при s ≥ 2 и любом k

0 < ik −mk ≤ s, 0 < ik − nk ≤ s, |nk −mk| > 0. (15)

По любым последовательностям mk, nk, удовлетворяющим последним условиям,
существует такая последовательность τk ∈ (σk + εk, σk−1 − εk−1), что

g(τk) + c2b2 (λ)
mk+nk (µ)

ik τk =

=
(

y0 + σk
)

µ−nk − c (λ)
mk
(

x0 + b∆k

)

− c2b (λ)
mk+nk (µ)

ik x0. (16)

Пусть
ξk = ∆k + c (λ)

nk (µ)
ik
(

x0 + bτk
)

.

Теорема 3. Пусть f — диффеоморфизм плоскости в себя с неподвижной ги-
перболической точкой в начале координат и нетрансверсальной гомоклинической
к ней точкой. Пусть θ > 3, выполнены условия (2), (3), (5)–(12) при s ≥ 2, η = 3,
α > 3. Пусть последовательность ∆k удовлетворяет при любом k либо неравен-
ству (13), либо (14). Предположим, что существуют такие последовательности
mk, nk, удовлетворяющие неравенствам (15), что при любом k

∣

∣

∣
g (ξk)−

(

y0 + τk
)

µ−mk + (λ)ik c
(

x0 + bσk
)

∣

∣

∣
< εkµ

−2ik , (17)

где τk определены условиями (16). Тогда в любой окрестности гомоклинической
точки w1 лежит счетное множество устойчивых трехобходных периодических
точек, характеристические показатели которых отделены от нуля.

4. Вспомогательная лемма. Пусть xk1 = λnk
(

x0 + bτk
)

, xk2 = λik
(

x0 + bσk
)

,
xk

3 = λmk
(

x0 + bξk
)

.
Определим последовательности множеств

U1
k =

{ ∣

∣x− xk
1)
∣

∣ ≤ λnkµ−ik

∣

∣y −
(

y0 + σk
)∣

∣ ≤ εk

}

,

U2
k =

{
∣

∣x− xk
2
∣

∣ ≤ λik (|b|+ 1) εk
∣

∣y −
(

y0 + ξk
)∣

∣ ≤ εkµ
−2ik

}

,

U3
k =

{ ∣

∣x− xk
3
∣

∣ ≤ λmkµ−nk

∣

∣y −
(

y0 + τk
)∣

∣ ≤ εkµ
−ik

}

.

Для достаточно больших k справедливы включения Ul
k ⊂ U при l ∈ {1, 2, 3}.

Для доказательства теоремы 3 докажем лемму.
Лемма. Пусть выполнены условия теоремы 3, тогда существует k0 такая,

что при k > k0 справедливы включения

f ikL(U1
k) ⊂ U2

k, fmkL(U2
k) ⊂ U3

k, fnkL(U3
k) ⊂ U1

k. (18)

300 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2021. Т. 8 (66). Вып. 2



Доказательство леммы. Докажем первое из включений (18). Пусть (x, y) ∈
U1

k. Ясно, что x = xk
1 + u, y = y0 + σk + v, где |u| ≤ λnkµ−ik , |v| ≤ εk.

Пусть
(

x
y

)

= f ikL

(

x
y

)

.

Из условий (2), (6) получим

x = xk
2 + λik

[

bv + (xk
1 + u)ϕ1(xk

1 + u, σk + v)
]

,

y=µik
(

c(xk
1+u)+g(σk)

)

+µik
[

g(σk+v)−g(σk)+(xk
1+u)ϕ2(xk

1+u, σk+v)
]

.

Из условий (12) следует, что

|g(σk + v)− g(σk)| ≤ εkµ
−αik ,

откуда с учетом условий (10) получим
∣

∣x− xk
2
∣

∣ ≤ λik (|b|+ 1) εk,

∣

∣y −
(

y0 + ξk
)∣

∣ ≤ εkµ
−2ik .

Последние неравенства доказывают первое из включений (18).
Докажем второе включение из (18). Пусть (x, y) ∈ U2

k. Ясно, что x = xk
2 + u,

y = y0 + ξk + v, где |u| ≤ λik (|b|+ 1) εk, |v| ≤ εkµ
−2ik . Пусть

(

x
y

)

= fmkL

(

x
y

)

,

тогда

x = xk
3 + λmk

[

bv + (xk
2 + u)ϕ1(xk

2 + u, ξk + v)
]

,

y=µmk
(

c(xk
2+u)+g(ξk)

)

+µmk
[

g(ξk+v)−g(ξk)+(xk
2+u)ϕ2(xk

2+u, ξk+v)
]

.

Из свойств функции g следует, что для достаточно больших номеров k справедливы
неравенства

|g(ξk + v)− g(ξk)| ≤ (µ− 1)(2µ)−1εkµ
−2ik .

Отсюда и из условий (17) получим
∣

∣x− xk
3
∣

∣ ≤ λmkµ−nk ,

∣

∣y −
(

y0 + τk
)∣

∣ ≤ εkµ
−ik .

Последние неравенства доказывают второе из включений (18).
Доказательство третьего включения из (18) проводится аналогично с примене-

нием условий (16).
Лемма доказана. �

5. Доказательство теоремы 3. Из включений (18) следует, что при достаточ-
но больших номерах k множество U1

k содержит неподвижную точку z1k = (x1k, y
1
k)

отображения fnkLfmkLf ikL, которая является трехобходной периодической точкой
диффеоморфизма f .
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Пусть z2k = (x2k, y
2
k) = f ikL(z1k), z

3
k = (x3k, y

3
k) = fmkL(z2k), тогда z1k = fnkL(z3k),

где zlk ∈ Ul
k, l = 1, 2, 3.

Обозначим

Ψk = D
(

fnkLfmkLf ikL(z1k)
)

= DfnkL(z3k)Df
mkL(z2k)Df

ikL(z1k).

В дальнейшем DetΨk — определитель матрицы Ψk, а TrΨk — ее след.
Ясно,что

Df ikL(z1k) =





λik
∂xϕ1(x,y−y0)

∂x λik

(

b+
∂xϕ1(x,y−y0)

∂y

)

µik

(

c+
∂xϕ2(x,y−y0)

∂x

)

µik

(

dg(y−y0)
dy +

∂xϕ2(x,y−y0)
∂y

)





x=x1
k

y=y1
k

,

DfmkL(z2k) =





λmk
∂xϕ1(x,y−y0)

∂x λmk

(

b+
∂xϕ1(x,y−y0)

∂y

)

µmk

(

c+
∂xϕ2(x,y−y0)

∂x

)

µmk

(

dg(y−y0)
dy +

∂xϕ2(x,y−y0)
∂y

)





x=x2
k

y=y2
k

,

DfnkL(z3k) =





λnk
∂xϕ1(x,y−y0)

∂x λnk

(

b+
∂xϕ1(x,y−y0)

∂y

)

µnk

(

c+
∂xϕ2(x,y−y0)

∂x

)

µnk

(

dg(y−y0)
dy +

∂xϕ2(x,y−y0)

∂y

)





x=x3
k

y=y3
k

.

Из последних равенств следует, что существует такая последовательность ψk,
что lim

k→+∞
ψk = 0 и

DetΨk = − (λµ)
(mk+nk+ik) (bc)3 (1 + ψk) . (19)

Непосредственными вычислениями легко проверяется следующее утверждение.
Пусть β = min {θ − 3, α− 3}, тогда существует такая независящая от k постоянная
P > 0, что при любом k

|TrΨk| ≤ Pµ−βik .

Пусть ρq(k), q = 1, 2, — собственные числа матрицы Ψk, тогда существуют T > 0
и k0 такие, что при любом k > k0 и q = 1, 2 справедливы неравенства

|ρq(k)| ≤ Tµ−βik . (20)

Докажем последние неравенства. Предположим, что неравенства (20) неверны.
Пусть последовательность Tν такова, что lim

ν→+∞
Tν = +∞. Тогда существуют такие

последовательности номеров k(ν) и q(ν), что lim
ν→+∞

k(ν) = +∞, q(ν) ∈ {1, 2} при

любом ν, и
∣

∣ρq(ν) (k(ν))
∣

∣ ≥ Tνµ
−βik(ν) .

Пусть q(ν) = 1 при любом ν, тогда

ρ2 (k(ν)) = TrΨk(ν) − ρ1 (k(ν)) ,

откуда
|ρ2 (k(ν))| ≥ |ρ1 (k(ν))| −

∣

∣TrΨk(ν)

∣

∣ ≥ (Tν − P )µ−βik(ν) .
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Известно, что
∣

∣DetΨk(ν)

∣

∣ = |ρ1 (k(ν))| |ρ2 (k(ν))| ,
откуда

∣

∣DetΨk(ν)

∣

∣ ≥ Tν (Tν − P )µ−2βik(ν) .

Величина θ определена в (1), поэтому в силу условий теоремы имеем
(3(θ − 1)− 2β) > 0. Следовательно, получено противоречие с условиями (19). Это
противоречие доказывает неравенства (20).

Характеристические показатели γq(k), q = 1, 2, точек z1k задаются формулами

γq(k) = (mk + nk + ik + 3ω)−1 ln |ρq(k)| .

Из неравенств (20) следует

γq(k) ≤ −β lnµ
6

,

где q = 1, 2.
Последние неравенства доказывают теорему.
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A diffeomorphism of the plane into itself with a fixed hyperbolic point is considered; the
presence of a nontransverse homoclinic point is assumed. Stable and unstable manifolds
touch each other at a homoclinic point; there are various ways of touching a stable and
unstable manifold. In the works of Sh. Newhouse, L. P. Shilnikov and other authors, studied
diffeomorphisms of the plane with a nontranverse homoclinic point, under the assumption
that this point is a tangency point of finite order. It follows from the works of these authors
that an infinite set of stable periodic points can lie in a neighborhood of a homoclinic point;
the presence of such a set depends on the properties of the hyperbolic point. In this paper,
it is assumed that a homoclinic point is not a point at which the tangency of a stable and
unstable manifold is a tangency of finite order. Allocate a countable number of types of
periodic points lying in the vicinity of a homoclinic point; points belonging to the same
type are called n-pass (multi-pass), where n is a natural number. In the present paper,
it is shown that if the tangency is not a tangency of finite order, the neighborhood of a
nontransverse homolinic point can contain an infinite set of stable single-pass, double-pass,
or three-pass periodic points with characteristic exponents separated from zero.

Keywords: diffeomorphism, nontransverse homoclinic point, stability, characteristic expo-
nents.
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