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1. Введение. Мы рассматриваем некоторые виды симметризации случайных
величин (с. в.)1 . Исследуется их влияние на остроконечность с. в. относительно нача-
ла, под которым мы понимаем начало координат. В основном (за исключением разде-
ла 5) симметризация осуществляется за счет надлежащего преобразования функции
плотности распределения.

В разделе 2 нас интересует симметризация по Штейнеру одномерной случайной
величины. Здесь дополнительно показано, что она уменьшает абсолютные централь-
ные моменты распределения.

В разделе 3 для двумерного случая вводится одна разновидность известной ра-
диальной симметризации Сегё [1]. Для того чтобы показать ее влияние на остроко-
нечность, предварительно пришлось осуществить переход (теорема 2) от центрально
симметричных выпуклых множеств в ℜn к симметричным отрезкам прямых, про-
ходящих через начало. По существу, это означает редукцию размерности до 1.

Раздел 4 посвящен процессам непрерывной симметризации плотности (по ана-
логии с Приложением B3 в [2]). В п. 4.1 показано, что непрерывная радиальная
симметризация монотонно увеличивает остроконечность. В п. 4.2 выявлено, что сим-
метризация fλ(x) = ((1 + λ)g(x) + (1− λ)g(−x))/2, λ ∈ [0, 1], где g — произвольная
плотность n-мерного с. в., не изменяет остроконечность. Для этого понадобилась
теорема 3, устанавливающая необходимое и достаточное условие для равенства ост-
роконечности двух с. в.

Раздел 5 касается повышения достоверности статистического вывода при срав-
нении параметра масштаба у двух распределений с увеличением объема выборки,
состоящей из независимых наблюдений над соответствующими с. в. Заключение ба-
зируется на работе [3], связанной с остроконечностью, с учетом того факта, что

1Это же сокращение используется в разделах 3 и 4 для случайных векторов.
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разность двух независимых одинаково распределенных случайных величин являет-
ся симметричной с. в.

2. Симметризация по Штейнеру. 2.1. Перестановка плотности в

симметрично убывающем порядке. Пусть одномерная случайная величина X
имеет плотность f(x), непрерывную на всей оси. Тогда кривая y = f(x) вместе с
осью x ограничивает некоторое открытое множество D. Будем его симметризовать
по Штейнеру (см. [2, § 1.8] и [4, § 4.5]) относительно оси y. Итак, пусть M = max f(x).
При всяком ζ, 0 < ζ < M , прямая y = ζ пересекает D по некоторому множеству
непересекающихся открытых промежутков с суммой длин ℓ(ζ), где 0 < ℓ(ζ) <∞.

Симметризованным множеством называется множество

D∗ =

{
(x, y) : |x| < 1

2
ℓ(y)

}
.

Известно, что D∗ — открытое множество. В нашем случае оно ограничено осью
x и некоторой кривой. Поскольку ℓ(y) строго возрастает с уменьшением y, то эта
кривая является однозначной функцией от x, причем непрерывной, четной и унимо-
дальной. Обозначим ее f∗(x). В силу того, что штейнерова симметризация сохраняет
площадь, f∗(x) есть плотность некоторой с. в. X∗.

Такого рода преобразование функций известно как перестановка функций в
симметрично убывающем порядке [5, § 10.12]. Ее связь с симметризацией по Штей-
неру отмечена, например, в [6] без привлечения вероятностных аспектов.

Определение 1. С. в. X∗ с плотностью f∗(x), полученной перестановкой
непрерывной плотности f(x) в симметрично убывающем порядке, будем называть
симметризованной (по Штейнеру) по отношению к с. в. X .

Замечание 1. Нетрудно проверить, что для с. в. Z = dX + e имеем Z∗ = dX∗,
принимая во внимание одинаковую распределенность X∗ и −X∗.

В дальнейшем нам понадобится следующее известное неравенство.

Неотрицательная измеримая функция h обнуляется в бесконечности, если все
ее множества положительного уровня имеют конечную меру Лебега:

L{x|h(x) > t} <∞ для всех t > 0.

Неравенство Харди — Литтлвуда. Пусть f и g — неотрицательные измери-
мые функции, которые обнуляются в бесконечности. Тогда

∫ ∞

−∞

f(x)g(x)dx ≤
∫ ∞

−∞

f∗(x)g∗(x)dx,

где f∗ и g∗ — соответственно перестановки функций f и g в симметрично убывающем
порядке.

2.2. Остроконечность. По определению З. В. Бирнбаума (см. [7]) одномер-
ная с. в. U1 более остроконечна относительно a, чем с. в. U2 относительно b, если

P{|U1 − a| ≤ t} ≥ P{|U2 − b| ≤ t} для всех t ≥ 0.
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Предложение. Случайная величина X∗, симметризованная по отношению
к случайной величине X, более остроконечна относительно нуля, чем X относи-
тельно любого b.

Это утверждение непосредственно следует из неравенства Харди — Литтлвуда,
если положить (с учетом замечания 1) функцию g(x) равной единице в интервале
[−t, t] и равной нулю в остальной части оси x. �

2.3. Моменты.

Теорема 1. Если с. в. X с непрерывной плотностью f(x) имеет первый мо-
мент, то его имеет и симметризованная с. в. X∗. Если, кроме того, X имеет
абсолютный центральный момент s-го порядка, s > 0, то его имеет и X∗, при-
чем этот момент у X∗ не больше, чем у X.

Доказательство. Сдвинем f(x) так, чтобы математическое ожидание с. в. X
оказалось равным нулю. Это не повлияет на центральные моменты X и не изменит
f∗(x). Тогда нужно установить, что для любого положительного s выполняется

I1 ≡
∫ ∞

−∞

|x|sf(x)dx ≥
∫ ∞

−∞

|x|sf∗(x)dx ≡ I2,

если интеграл I1 существует. Имеем для любого c > 0

∫ ∞

−∞

(cs − |x|s)+(f∗(x) − f(x))dx =

∫ c

−c

(cs − |x|s)(f∗(x)− f(x))dx.

Поскольку |x|s возрастает по |x|, то функция g(x) = (cs− |x|s)+ обнуляется в беско-
нечности и g∗(x) = g(x). Тогда согласно неравенству Харди — Литтлвуда получим,
что левая часть равенства неотрицательна. Такова же и правая часть, и остается
доказать, что

cs
∫ c

−c

(f∗(x) − f(x))dx → 0 при c→ ∞,

если I1 существует, то есть надо доказать, что к нулю стремится выражение

cs
∫ ∞

−∞

(f∗(x) − f(x))dx − cs
∫

|x|>c

f∗(x)dx + cs
∫

|x|>c

f(x)dx ≡ I − II + III.

Имеем I = 0; III <
∫
|x|>c

|x|sf(x)dx → 0, так как I1 существует, а |x|s возрастает

по |x|. Наконец, по предложению получаем II (≤ III) → 0. �

3. Радиальная симметризация. В [1] Г. Сегё ввел следующий вид радиальной
симметризации.

Пусть C — кривая на плоскости, которая ограничивает компактное множество,
звездообразное относительно внутренней точки 0. Представим C в полярных ко-
ординатах: r = r(ϕ), где r — расстояние от 0. Пусть m обозначает целое число,
m ≥ 2. Симметризация, примененная к C и 0, заменяет C кривой C∗ с полярным
уравнением

r = ρ(ϕ) = {r(ϕ)r(ϕ + 2π/m) · · · r(ϕ + (m− 1)2π/m)}1/m,

то eсть ρ(ϕ) — среднее геометрическое радиусов на m равноотстоящих лучах.
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В [1], в частности, показано, что при симметризации Сегё площадь фигуры,
заключенной внутри кривой C, уменьшается (не увеличивается). Это установле-
но путем сравнения с радиальной симметризацией следующего вида, сохраняющей
площадь фигуры:

r = ρ(ϕ) =

√√√√ 1

m

m−1∑

ν=0

[
r
(
ϕ+

2πν

m

)]2
.

В дальнейшем нам понадобится именно эта симметризация. Дело в том, что со-
хранение площади фигур в одноуровневых параллельных сечениях обеспечивает по
принципу Кавальери сохранение объема рассекаемого тела. Если это тело заклю-
чено между плоскостью декартовых координат и функцией плотности двумерного
случайного вектора, то отсюда вытекает, что такая симметризация порождает плот-
ность нового двумерного с. в.

Нас будет интересовать случай m = 2, то есть случай, когда звездообразная
кривая r = r(ϕ) заменяется звездообразной кривой r = ρ(ϕ), где

ρ(ϕ) = ρ(ϕ+ π) =
√
(r2(ϕ) + r2(ϕ+ π))/2, ϕ ∈ [0, π). (1)

Мы хотим показать, что симметризация, осуществленная на основании (1), увели-
чивает остроконечность относительно начала. Но прежде обсудим распространение
ряда положений с одномерного случая на многомерный.

Согласно определению С. Шермана (см. [8]), n-мерный случайный вектор Y бо-
лее остроконечен, чем с. в.X (относительно начала),X ≺peak Y , если они оба имеют
плотности и если выполняется неравенство

P{Y ∈ A} ≥ P{X ∈ A}

для всех A ∈ Sn, класс компактных, выпуклых, симметричных (относительно нача-
ла) множеств в n-мерном пространстве.

Введем в ℜn, n ≥ 2, декартовы координаты x1, x2, . . . , xn и полярные коорди-
наты r, ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn−1, где

x1 = r cos(ϕ1), x2 = r sin(ϕ1) cos(ϕ2), x3 = r sin(ϕ1) sin(ϕ2) cos(ϕ3), . . . ,

xn−1 = r sin(ϕ1) sin(ϕ2) · · · sin(ϕn−2) cos(ϕn−1),

xn = r sin(ϕ1) sin(ϕ2) · · · sin(ϕn−2) sin(ϕn−1).

Имеем r ≥ 0 и все ϕi, i ≤ n−2, пробегают интервал [0, π], а ϕn−1 пробегает интервал
[0, 2π).

Пусть L — произвольная прямая в ℜn, проходящая через 0. Обозначим через
LR ее отрезок с центром в точке 0 и длиной 2R. Примем прямую L за ось Z с 0 в
точке 0. Введем на оси Z естественную параметризацию: z =

√
x21 + · · ·+ x2n =|| x ||

«справа» от нуля и z = −
√
x21 + · · ·+ x2n = − || x || «слева» от нуля. Возьмем X и

Y — случайные векторы в ℜn с непрерывными плотностями h1 и h2 соответственно.
Положим hj(z) = hj(x1, . . . , xn), j = 1, 2, на оси Z.

Теорема 2. Для того чтобы случайный вектор Y был более остроконечен,
чем случайный вектор X,
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(i) достаточно, чтобы для любого LR
∫

LR

|z|n−1h2(z)dz ≥
∫

LR

|z|n−1h1(z)dz,

(ii) необходимо, чтобы для любого LR
∫

LR

h2(z)dz ≥
∫

LR

h1(z)dz.

Доказательство.

(i) Пусть A— произвольное компактное, выпуклое и симметричное (относитель-
но 0) множество в ℜn и (∆) — множество в пространстве rϕ1 . . . ϕn−1, связанное с A
вышеуказанными соотношениями между декартовыми и полярными координатами.
Имеем для j = 1, 2 соотношение

∫

A

hj(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn =

=

∫

(∆)

hj(x1(r, ϕ1, . . . , ϕn−1), . . . , xn(r, ϕ1, . . . , ϕn−1))×

× |J(r, ϕ1, . . . , ϕn−1)|drdϕ1 . . . dϕn−1 =

=

∫

(∆)

hj(r cos(ϕ1), . . . , r sin(ϕ1) sin(ϕ2) · · · sin(ϕn−1))×

× rn−1 sin(ϕ1)
n−2 sin(ϕ2)

n−1 · · · sin(ϕn−2)drdϕ1 . . . dϕn−1. (2)

Заметим, что перебор всех сочетаний ϕi, i = 1, . . . , n − 2, по одному в интервалах
[0, π] и ϕn−1 в интервале [0, 2π) дает всевозможные лучи в ℜn, исходящие из 0. А если
ϕn−1 в интервале [0, π) брать только вместе с ϕn−1+π, то образуются всевозможные
прямые L, проходящие через 0.

Теперь введем функции

fj(r, ϕ1, . . . , ϕn−1) = hj(r cos(ϕ1), . . . , r sin(ϕ1) sin(ϕ2) · · · sin(ϕn−1)), j = 1, 2,

и положим P1(A) = P{X ∈ A} и P2(A) = P{Y ∈ A}. Пусть R = R(ϕ1, . . . , ϕn−1) —
уравнение границы множества A. Тогда, учитывая, что в силу симметричности A
оказывается верным R(ϕ1, . . . , ϕn−2, ϕn−1) = R(ϕ1, . . . , ϕn−2, ϕn−1+π), можем запи-
сать

Pj(A) =

∫

A

hj(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn =

=

∫ π

0

· · ·
∫ π

0︸ ︷︷ ︸
n−2

[ n−2∏

i=1

sin(ϕi)
n−1−i

∫ π−0

0

∫ R(ϕ1,...,ϕn−1)

0

rn−1(fj(r, ϕ1, . . . , ϕn−2, ϕn−1)+

+ fj(r, ϕ1, . . . , ϕn−2, ϕn−1 + π))drdϕn−1

]
dϕn−2 . . . dϕ1.

Сопоставляя подынтегральные выражения здесь и в (2), легко приходим к справед-
ливости утверждения (i).
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(ii) Предположим, что для некоторого отрезка LR оказалось, напротив, спра-
ведливо неравенство ∫

LR

h2(z)dz <

∫

LR

h1(z)dz.

Тогда в силу непрерывности h1 и h2 найдется ǫ-окрестность отрезка LR (обозначим
ее LR(ǫ)) такая, что

∫

LR(ǫ)

h2(x1 . . . xn)dx1, . . . , dxn <

∫

LR(ǫ)

h1(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn.

Поскольку множество A ≡ LR(ǫ) ⊂ ℜn, очевидно, является выпуклым и симметрич-
ным, то Y не может быть более остроконечен, чем X . Это противоречие доказывает
(ii) и теорему. �

Теперь вернемся к радиальной симметризации на секущих плоскостях, бази-
рующейся на (1). Рассмотрим двумерный с. в. X с непрерывной плотностью h.
Допустим, что для любого ℓ, 0 < ℓ < max

(x1,x2)∈ℜ2
h(x1, x2) = M , линия уровня

Rℓ = {(x1, x2)| h(x1, x2) = ℓ} представляет собой звездообразную кривую, то есть
ограничивает звездообразную фигуру (в частности, это условие выполняется, когда
h является непрерывной логарифмически вогнутой функцией). Обозначим послед-
нюю через Sℓ и будем предполагать, что точка 0 является модой функции h, и тем
самым 0 оказывается внутри всех ее линий уровня.

Пусть для каждого ℓ (звездообразное) множество S∗
ℓ — результат симметриза-

ции фигуры Sℓ. Обозначим через h∗(x1, x2) функцию, для которой линиями уровня
являются границы соответствующих фигур S∗

ℓ (ср. Приложение А2 в [2]). Как от-
мечено в начале этого параграфа, h∗ оказывается плотностью распределения неко-
торого случайного вектора.

Наша цель — установить, что новый с. в. более остроконечен, чем исходный.
Для этого воспользуемся утверждением (i) теоремы 2 и покажем, что для любого
отрезка LR в плоскости выполняется

∫

LR

|z|h(z)dz ≤
∫

LR

|z|h∗(z)dz.

Имеем ∫ R

−R

|z|h(z)dz = −
∫ 0

−R

zh(z)dz +

∫ R

0

zh(z)dz.

Сделаем замены: z = −
√
−2t в первом интеграле правой части равенства, z =

√
2t

во втором интеграле той же части равенства. Тогда получим

∫ R

−R

|z|h(z)dz =
∫ 0

−R2/2

h(−
√
−2t)dt+

∫ R2/2

0

h(
√
2t)dt.

Для произвольного фиксированного ℓ, 0 < ℓ < M, обозначим через z1 и z2, z1 <
0 < z2, точки пересечения линии уровня Rℓ плотности h с осью Z, то есть h(z1) =
h(z2) = ℓ. Отсюда, согласно (1), будем иметь

h∗

(
−
√
z21 + z22

2

)
= h∗

(√
z21 + z22

2

)
= ℓ.
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Введем функцию

g(t) =

{
h(−

√
−2t) , t ≤ 0

h(
√
2t) , t ≥ 0

и обозначим t1 = −z21/2 и t2 = z22/2. Тогда получим

g(t1) = h(−
√
−2t1) = h(

√
2t2) = g(t2) = ℓ.

Поступая аналогично с h∗, приходим к функции

g∗(t) =

{
h∗(−

√
−2t) , t ≤ 0

h∗(
√
2t) , t ≥ 0,

для которой

g∗
(
t1 − t2

2

)
= h∗(−

√
−t1 + t2) = h∗(

√
−t1 + t2) = g∗

(−t1 + t2
2

)
= ℓ.

Это означает, что функция g∗(t) является перестановкой g(t) в симметрично
убывающем порядке. Рассуждая далее, как в п. 2.2, приходим к требуемому резуль-
тату: ∫ R

−R

|z|h(z)dz =
∫ R2/2

−R2/2

g(t)dt ≤
∫ R2/2

−R2/2

g∗(t)dt =

∫ R

−R

|z|h∗(z)dz.

4. Непрерывная симметризация. 4.1. Непрерывная радиальная сим-

метризация. Будем осуществлять преобразование, введенное в § 3, постепенно, за
счет включения параметра λ ∈ [0, 1]. Точнее, вместо (1) рассмотрим соотношения

ρλ(ϕ; ℓ) =
√
((1 + λ)r2(ϕ; ℓ) + (1 − λ)r2(ϕ+ π; ℓ))/2,

ρλ(ϕ+ π; ℓ) =
√
((1− λ)r2(ϕ; ℓ) + (1 + λ)r2(ϕ+ π; ℓ))/2, ϕ ∈ [0, π),

полагая значение λ одним и тем же для всех ϕ и ℓ. Обозначим такое преобразование
через Tλ (ср. Приложение B3 в [2]). Поскольку ρ2λ(ϕ; ℓ) + ρ2λ(ϕ + π; ℓ) = ρ2(ϕ; ℓ) +
ρ2(ϕ+ π; ℓ), то площадь в каждом сечении на уровне ℓ, 0 < ℓ < M, сохраняется.

По аналогии с § 3, пусть (звездообразное) множество Sλℓ — результат Tλ-
преобразования фигуры Sℓ. Остается показать, что при ℓ1 < ℓ2 линия уровня
Rλℓ2 лежит строго внутри линии уровня Rλℓ1 . Действительно, в силу того, что
r(ϕ; ℓ1) > r(ϕ; ℓ2) и r(ϕ + π; ℓ1) > r(ϕ + π; ℓ2), имеем ρλ(ϕ; ℓ1) > ρλ(ϕ; ℓ2) и
ρλ(ϕ+π; ℓ1) > ρλ(ϕ+π; ℓ2). Следовательно, линии уровня Rλℓ предопределяют (одно-
значную) функцию hλ(x1, x2), которая является плотностью некоторого с. в.Xλ. Тем
самым, формируется спектр плотностей: от исходной (при λ = 1) до симметричной
(при λ = 0).

Покажем, что при λ1 < λ2 выполняется
∫

LR

|z|hλ2(z)dz ≤
∫

LR

|z|hλ1(z)dz. (3)

Для этого нужно снова, как в конце § 3, изменить параметризацию с z на t. Тогда
окажется, что при фиксированных ϕ и ℓ убыванию λ от 1 до 0 соответствует пере-
мещение отрезка длиной −t1 + t2 в направлении к 0, вплоть до совмещения центра
отрезка с точкой 0.
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Нетрудно усмотреть, что в процессе этого перемещения мера пересечения дан-
ного отрезка с вертикальной полосой, заключенной между прямыми t = −R2/2 и
t = R2/2, не уменьшается. Тогда из аналога принципа Кавальери следует (3). Со-
гласно утверждению (i) теоремы 2 это означает, что Xλ1 ≺peak Xλ2 .

4.2. Непрерывная симметризация в ℜn. Вид приведенной ниже непре-
рывной симметризации подсказан работой [9, § 1.2], в которой фигурируют симмет-
ричные плотности f(x) = (g(x) + g(−x))/2, где g(x) — произвольная плотность
n-мерного с. в., n ≥ 1. Предварительно остановимся на некоторых обстоятельствах
общего характера. Введем

Определение 2. Будем говорить, что n-мерные случайные векторы X и Y

одинаково остроконечны, X
peak
= Y , если X ≺peak Y и Y ≺peak X , то есть если

P{X ∈ A} = P{Y ∈ A}
для всех A ∈ Sn.

Нам понадобится следующее утверждение, легко доказываемое за счет редук-
ции, закрепленной в теореме 2.

Теорема 3. Для того чтобы X и Y с непрерывными плотностями f(x) и
g(x) были одинаково остроконечны, необходимо и достаточно, чтобы функция

ω(x) = f(x)− g(x)

обладала свойством
ω(x) = −ω(−x), (4)

то есть была нечетной.

Доказательство. Необходимость. Согласно утверждению (ii) теоремы 2, до-
статочно проверить, что из условия

∫

LR

f(z)dz =

∫

LR

g(z)dz

следует (4). Фиксируем произвольное x и возьмем прямую L, проходящую через 0

и x, и R0 = ||x||. Имеем для любого R ≥ 0

∫ R

0

(f(z) + f(−z))dz =
∫ R

0

(g(z) + g(−z))dz.

Рассмотрим обе части равенства как функции переменной R и возьмем производные.
Поскольку f и g непрерывны, то получим f(R) + f(−R) = g(R) + g(−R). Отсюда
ω(R0) = −ω(−R0), то есть ω(x) = −ω(−x).

Достаточность. Следует непосредственно из предложения 1.12 в [9, § 1.4]. �

Из теоремы 3 и предложения 1.12 в [9, § 1.4] легко вытекает

Следствие 1. Если для случайных векторов X и Y с непрерывными плотно-
стями оказывается

P{X ∈ A} = P{Y ∈ A}
для всех компактных, выпуклых и симметричных множеств A ∈ ℜn, то равен-
ство справедливо для всех симметричных множеств A ∈ ℜn.
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Рассмотрим теперь любую непрерывную плотность g(x) в n-мерном простран-
стве и построим спектр плотностей

fλ(x) =
(1 + λ)g(x) + (1− λ)g(−x)

2
(5)

для λ ∈ [0, 1]. При этом f1(x) = g(x) — исходная плотность, а f0(x) = (g(x) +
g(−x))/2 — плотность симметричного с. в. Теперь возьмем разность

ωλ(x) = fλ(x) − f0(x) =
λ

2
(g(x)− g(−x)).

Следовательно ωλ(x) — нечетная функция. По теореме 3 это означает, что случай-
ные векторы с плотностями (5) обладают одинаковой остроконечностью (относи-
тельно начала). В таком случае будем «ранжировать» fλ(x) по их отклонению от
симметричной плотности f0(x). При этом отклонение будем характеризовать разно-
стью вероятностей попадания с. в. в полупространства, разделенные гиперплоско-
стями, содержащими точку 0. Точнее, будем считать, что fλ1(x) более симметрична,
чем fλ2(x), если для каждого вышеупомянутого разбиения n-мерного пространства
на полупространства G1 и G2 оказывается верным

Iλ1 ≡
∣∣∣
∫

G1

fλ1(x)dx −
∫

G2

fλ1(x)dx
∣∣∣ ≤

∣∣∣
∫

G1

fλ2(x)dx −
∫

G2

fλ2(x)dx
∣∣∣ ≡ Iλ2 .

Имеем

Iλ =
∣∣∣
∫

G1

(fλ(x) − fλ(−x))dx
∣∣∣ = λ

∣∣∣
∫

G1

(g(x)− g(−x))dx
∣∣∣

и, значит, Iλ возрастает по λ.

5. Статистическая симметризация. До сих пор мы занимались косвенной
симметризацией случайных величин (или векторов) посредством преобразований их
плотностей. В этом разделе мы будем оперировать самими наблюдениями над одно-
мерными случайными величинами и воспользуемся тем, что разность двух незави-
симых одинаково распределенных случайных величин является симметричной слу-
чайной величиной.

Мы будем интересоваться положительными с. в. с наблюдениями Xi из R+. Это
позволит, в частности, привлечь ситуации из сферы надежности, что проиллюстри-
ровано примером. Наши рассуждения во многом повторяют рассуждения в п. 2.1
работы [10], но здесь мы уделяем внимание семейству плотностей с параметром
масштаба вместо семейства плотностей с параметром сдвига. Такому переходу спо-
собствуют соображения в [11, § 8.2.2].

Замечание 2. Надо учесть, что в [11, § 8.2.2] рассуждения проводятся для се-
мейств симметричных плотностей, но в случае с параметром масштаба они сохраня-
ются и для случайных величин с наблюдениями Xi из R+. Следует лишь потребо-
вать, чтобы плотность f была убывающей функцией на [0,∞). Дело в том, что это
свойство, важное в данном контексте, присуще любой симметричной лог-вогнутой
плотности. Пусть fθ(x) = (1/θ)h(x/θ) — семейство плотностей распределения Xi

с параметром масштаба θ, где h убывает и лог-вогнута. Обозначим Zi = lnXi и
η = ln θ. Тогда h̃(z−η) = h(exp(z−η)) exp(z−η) — семейство лог-вогнутых плотностей
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для Zi и таково же семейство h̃N(z − η) для средневыборочного ZN =
∑N
i=1 Zi/N.

Тем самым оно обладает монотонным отношением правдоподобия [11, § 8.2.1]. Для
инвариантных статистических процедур это означает (см. [12]), что при сравнении
значений θ ошибка вывода оказывается меньше, если делается «естественный» вы-
вод, то есть когда повторяется знак неравенства между соответствующими средне-
выборочными значениями.

Наша цель — показать, что с увеличением объема выборки ошибка такого выво-
да монотонно убывает. Последующие рассуждения опираются на работу [3], в связи
с чем мы обсудим некоторые аспекты мажоризации [13].

Говорят, что вектор b = (b1, . . . , bN) мажорируется вектором a = (a1, . . . , aN ),

a ≻ b, если
∑N

i=1 ai =
∑N
i=1 bi и

∑k
i=1 a[i] ≥ ∑k

i=1 b[i], k = 1, 2, . . . , N − 1, где
a[1] ≥ · · · ≥ a[N ], b[1] ≥ · · · ≥ b[N ] — упорядоченные по убыванию (невозрастанию)
компоненты векторов a и b соответственно.

Введем формальные обозначения:

P1 = P

[
N∑

i=1

p′i lnX
(1)
i <

N∑

i=1

p′i lnX
(2)
i

]
, P2 = P

[
N∑

i=1

pi lnX
(1)
i <

N∑

i=1

pi lnX
(2)
i

]
.

Теорема 4. Пусть X
(j)
1 , . . . , X

(j)
N , j = 1, 2, — две независимые выборки, со-

ставленные из независимых наблюдений над положительными с. в. с плотностя-
ми (1/θj)h(x/θj), где h — убывающая лог-вогнутая плотность. Предположим, что

θ1 < θ2 и p ≻ p′, pi, p
′
i ≥ 0, i = 1, . . . , N,

∑N
i=1 pi =

∑N
i=1 p

′
i = 1. Тогда P1 ≥ P2.

Доказательство. Обозначим

F1(t) = P

[
N∑

i=1

p′i
o

Zi ≤ t

]
, F2(t) = P

[
N∑

i=1

pi
o

Zi ≤ t

]
,

f1(t) = F ′
1(t), f2(t) = F ′

2(t),

где
o

Z1, . . . ,
o

ZN — независимые с. в. с одинаковой лог-вогнутой плотностью h̃(z) =
h(exp z) exp z. Пусть η1 = ln θ1, η2 = ln θ2. Тогда для k = 1, 2 получаем

Pk =

∫ ∞

−∞

Fk(t− η1) fk(t− η2) dt =

∫ ∞

−∞

Fk(ϑ+ t) fk(t) dt = P [χ1k − χ2k ≤ ϑ],

где ϑ = η2 − η1 > 0, χj1 =
∑N
i=1 p

′
i

o

Z
(j)

i и χj2 =
∑N

i=1 pi
o

Z
(j)

i , j = 1, 2, при-

чем
o

Z
(1)

i ,
o

Z
(2)

i имеют ту же плотность, что и
o

Zi. Отсюда получаем χ11 − χ21 =
∑N

i=1 p
′
i

(
o

Z
(1)

i −
o

Z
(2)

i

)
и χ12 − χ22 =

∑N
i=1 pi

(
o

Z
(1)

i −
o

Z
(2)

i

)
.

Полагаем Yi =
o

Z
(1)

i −
o

Z
(2)

i , i = 1, . . . , N . Согласно [13, § 18.B.1] плотность
Yi лог-вогнута; она симметрична как плотность разности независимых одинаково
распределенных случайных величин. Поскольку, в свою очередь, Yi — независи-
мые одинаково распределенные с. в., а ϑ > 0, то теорема 2.3 в [3] означает, что

P [
∑N

i=1 p
′
iYi ≤ ϑ] ≥ P [

∑N
i=1 piYi ≤ ϑ], т. е. P1 ≥ P2. �
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Следствие 2. Пусть X
(j)
1 , X

(j)
2 , . . . , j = 1, 2, — независимые положительные

случайные величины с убывающими лог-вогнутыми плотностями (1/θj)h(x/θj),

причем θ1 < θ2. Тогда P
[∏N

1 X
(1)
i <

∏N
1 X

(2)
i

]
не убывает по N .

Доказательство. Имеем p = (1/N, . . . , 1/N, 0) ≻ (1/(N+1), . . . , 1/(N+1)) = p′,
где каждый вектор состоит из N + 1 компонент. Теперь требуемый результат легко
вытекает из теоремы 4 ввиду того, что Zi = lnXi . �

Пример. Имеется два изделия таких, что плотность случайного времени их
безотказной работы принадлежит семейству плотностей Гомперца:

fθ(x) =
1

θ
exp(x/θ + 1− ex/θ), x > 0.

При этом масштабные параметры θ1 и θ2 соответственно первого и второго изделий
неизвестны.

Требуется на основании статистических данных по надежности изделий сделать
вывод относительно того, у какого из них математическое ожидание времени до
отказа больше.

Решение. Убедившись, что fθ(x) — убывающая лог-вогнутая плотность, следу-
ет взять независимые выборки моментов отказа {Xi}N1 , {Yi}N1 одинакового объема

первого и второго изделий. По ним составляются статистики
∏N

1 Xi и
∏N

1 Yi. Ес-

ли
∏N

1 Xi >
∏N

1 Yi, делается вывод о том, что у первого изделия среднее время

безотказной работы больше, а если
∏N

1 Xi <
∏N

1 Yi, делается обратный вывод.
По замечанию 2 ошибка такого «естественного» вывода меньше ошибки при аль-

тернативном выводе. Здесь учтено, что математическое ожидание положительной
случайной величины, если оно существует, пропорционально масштабному парамет-
ру. В нашем случае существование всех моментов обеспечивается лог-вогнутостью
плотности fθ(x) [14].

По следствию 2 эта ошибка монотонно убывает с ростом N . Рассуждая, как
в п. 2.1 работы [10], легко заключить, что ошибка стремится к 0 при N → ∞.

Замечание 3. Следует признать, что распределения, используемые в теории
надежности, довольно редко удовлетворяют условиям теоремы 4 (прежде всего это
относится к монотонности h). Однако из доказательства теоремы нетрудно усмот-
реть, что на самом деле эти условия нужны лишь для того, чтобы плотность с. в.
Z = lnX оказалась лог-вогнутой. Это эквивалентно требованию лог-вогнутости для
функции h(exp(z)), что расширяет область применения теоремы 4 (и следствия 2).
Примером такой функции h могут служить плотности Γ-распределения, распреде-
ления Вейбулла, степенного (Парето II) распределения и, конечно, лог-нормального
распределения.

Автор выражает свою искреннюю признательность рецензентам за их полезные
замечания и советы.
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