
УДК 521.14 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2021. Т. 8 (66). Вып. 3
MSC 70F15; 70F07

Фигуры Плутона и Харона

и их относительное движение∗

К. В.Холшевников , Д. В.Микрюков1, М.С.Джазмати2

1 Санкт-Петербургский государственный университет,
Российская Федерация, 199034, Санкт-Петербург, Университетская наб., 7–9

2 Университет Кассим,
Саудовская Аравия, Бураида, P.O. Box 6644 — Buraidah 51452

Для цитирования: Холшевников К.В., Микрюков Д.В., Джазмати М.С. Фигуры Плу-
тона и Харона и их относительное движение // Вестник Санкт-Петербургского универси-
тета. Математика. Механика. Астрономия. 2021. Т. 8 (66). Вып. 3. С. 533–546.
https://doi.org/10.21638/spbu01.2021.314

Исследовано сравнительное влияние двух факторов на поступательное движение цен-
тров масс тел системы Плутон— Харон. Первый по важности фактор представляет
собой несферичность формы и гравитационного поля тел системы; второй — притя-
жение Солнца. В качестве меры влияния обоих факторов выбрано отношение соот-
ветствующего возмущающего ускорения к основному, обусловленному ньютоновским
притяжением Плутона и Харона друг к другу. Установлено, что для первого фактора
эта мера имеет порядок 10−6, тогда как для второго она на два порядка меньше. Это
объясняет, почему эффект Лидова— Кодзаи (несмотря на большой взаимный наклон
в 96◦ плоскостей орбит спутника вокруг планеты и центра масс системы вокруг Солн-
ца) не проявляется. Ситуация аналогична случаю со спутниками Урана. В результате
система Плутон —Харон сохраняет устойчивость по меньшей мере на шкале времени
в миллионы лет. Оценено также приливное воздействие Солнца на форму поверхности
исследуемых тел. За меру воздействия принято отношение приливного потенциала от
Солнца в точке на поверхности тела к гравитационному потенциалу тела в этой точ-
ке. Оно оказалось порядка 3 · 10−12, что несопоставимо меньше влияния вращения и
взаимного притяжения Плутона и Харона, мера которого имеет порядок ∼ 10−2. Фак-
тически Солнце не влияет на фигуры тел системы.

Ключевые слова: планеты, спутники, Плутон, Харон, фигуры равновесия, координаты
Якоби, эффект Лидова— Кодзаи.

1. Введение. Возобновление интереса к системе Плутон — Харон вызвано ре-
зультатами, полученными в 2015 г. космическим аппаратом New Horizons (NASA)
и опубликованными в многочисленных статьях: см., например, [1–3]. Тем не менее
не все характеристики системы удалось измерить. В отличие от масс и размеров,
несферичность тел и их гравитационных полей осталась неизвестной. В статье [4] мы
получили для Плутона и Харона теоретические двусторонние оценки четырех вели-
чин: полярного и экваториального сжатия, коэффициентов при второй зональной
и второй секториальной гармониках. Оба тела предполагались уровенными трех-
осными эллипсоидами, каждый из которых вращается синхронно с орбитальным
обращением. В настоящей статье мы исследуем влияние формы тел системы на их
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поступательное движение, т. е. движение их центров масс. Точнее, мы оцениваем
отношение ν соответствующего возмущающего ускорения к основному ускорению,
вызванному ньютоновским притяжением тел, принимаемых за тела сферической
структуры. Как известно, такое движение устойчиво. Далее мы исследуем влияние
Солнца на движение Харона относительно Плутона. Точнее, мы оцениваем отноше-
ние µ соответствующего возмущающего ускорения к основному ускорению. Накло-
нение плоскости орбиты Харона вокруг Плутона к плоскости орбиты центра масс
системы вокруг Солнца составляет 96◦ [5]. Это могло бы привести к падению Харо-
на на Плутон благодаря эффекту Лидова — Кодзаи [6–8], но величина µ оказалась
на два порядка меньше ν. Это объясняет, почему эффект Лидова — Кодзаи не про-
является. Ситуация аналогична случаю со спутниками Урана, рассмотренному в
хорошо известной статье М. Л. Лидова [6]. Таким образом, действие Солнца не на-
рушает устойчивости системы Плутон — Харон, по крайней мере, на шкале времени
в миллионы лет.

2. Оценка возмущающего воздействия несферичности главных тел си-
стемы Плутон — Харон на их поступательное движение. Пусть Плутон T1
массы m1 и Харон T2 массы m2 являются твердыми телами конечных размеров,
слабо отличающимися от тел сферической структуры.

Обозначим через O1, O2, O центры масс T1, T2 и их барицентр; OO1 = r1, OO2 =
r2, O1O2 = r = r2 − r1. Нас интересует поступательное движение системы, т. е. дви-
жение точек O1, O2 и выводимое из него движение O2 относительно O1. Уравнения
движения индуцируются заданием кинетической и потенциальной энергий.

Кинетическая энергия E1 по теореме Кёнига [9, глава 2, § 4; 10, § 2.10] опреде-
ляется соотношением

2E1 = m1ṙ
2
1 +m2ṙ

2
2 + E ′

1.

Член E ′
1 описывает вращательное движение. Он не зависит от r1, r2 и потому может

быть опущен.

Введем переменные точки Q1, Q2, пробегающие состоящее из двух частей тело
T = T1 ∪ T2, и вектор r′ = Q1Q2. (Модуль вектора обозначаем той же буквой, но
курсивом.) Гравитационная потенциальная энергия E2 системы определяется ше-
стикратным интегралом [11, § 11; 12, § 2.21] по декартову произведению T × T :

− E2
G =

1

2

∫∫

T×T

dm1 dm2

r′
=

1

2

∫∫

T1×T1

dm1 dm2

r′
+

+

∫∫

T1×T2

dm1 dm2

r′
+

1

2

∫∫

T2×T2

dm1 dm2

r′
,

где G — постоянная тяготения. Поскольку тела недеформируемы, интегралы по T1×
T1 и T2 × T2 постоянны и не влияют на уравнения движения. В результате для E2 с
точностью до аддитивной постоянной получаем

−E2
G =

∫

T1

∫

T2

dm1 dm2

r′
. (1)

В (1) можно считать Qs ∈ Ts. Нам понадобятся векторы r′s = OsQs, r
′ = Q1Q2 =

r− (r′1 − r′2), s = 1, 2 (см. рис. 1).
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Рис. 1. К выводу потенциальной гравитационной энергии пары планета — спутник.

Представим подынтегральное выражение (1) в виде

1

r′
=

1

r

[
1− 2

|r′1 − r′2|
r

cosH +
(r′1 − r′2)

2

r2

]−1/2

, (2)

где H — угол между векторами r и r′1 − r′2. Мы встретились с производящей функ-
цией многочленов Лежандра. Используя классическое разложение [13, 14] и прене-
брегая членами третьего порядка, получим 1/r′ = K0 +K1 +K2 при

K0 =
1

r
, K1 =

|r′1 − r′2|
r2

P1(cosH), K2 =
(r′1 − r′2)

2

r3
P2(cosH).

Интеграл (1) от K0 равен m0m1/r. Интеграл от K1 исчезает. Действительно, имеем

∫

T1

∫

T2

K1 dm1 dm2 =
1

r3

∫

T1

∫

T2

r(r′1 − r′2) dm1 dm2 =

=
r

r3

(
m2

∫

T1

r′1 dm1 −m1

∫

T2

r′2 dm2

)
= 0

по определению центров масс. Пользуясь равенством P2(cosH) = (3/2) cos2H− 1/2,
представим K2 суммой K2 = K3 +K4 при

K3 =
3

2r5
[r(r′1 − r′2)]

2 =
3

2r5
[
(rr′1)

2 − 2(rr′1)(rr
′
2) + (rr′2)

2
]
,

K4 = − 1

2r3
(r′1 − r′2)

2 = − 1

2r3
(
r′21 − 2r′1r

′
2 + r′22

)
.

Интегралы от (rr′1)(rr
′
2) и r′1r

′
2 обращаются в нуль. В результате получаем

∫

T1

∫

T2

K2 dm1 dm2 =
3m2

2r5

∫

T1

(rr′1)
2 dm1 −

m2

2r3

∫

T1

r′21 dm1 (3)

плюс симметричное выражение с перестановкой индексов 1 и 2. Правая часть (3)
представима в форме

m2

r3

∫

T1

r′21 P2(cosH1) dm1 ,

где H1 — угол между векторами r и r′1. Окончательно,

E2 = −Gm1m2(V0 + V1 + V2), (4)
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V0 =
1

r
, V1 =

a21
r3
Y1

(r
r

)
, V2 =

a22
r3
Y2

(r
r

)
,

где as — радиус объемлющей Ts сферы, Ys — безразмерная вторая гармоника раз-
ложения потенциала Ts в ряд Лапласа по сферическим функциям. Обратим внима-
ние, что вторая гармоника инвариантна относительно замены r/r 7→ −r/r. Поэтому
можно считать, что в (4) складываются шаровая функция Плутона V1 в точке, в ко-
торой из центра масс Плутона виден Харон, и шаровая функция Харона V2 в точке,
в которой из центра масс Харона виден Плутон.

Для наших целей можно считать поверхности Ts трехосными эллипсоидами,
тогда as станут наибольшими полуосями эллипсоидов, вытянутых по направлению
друг к другу. Числовые значения, взятые из работ [2, 15, 16], соберем в табл. 1
(числовые значения всех рассматриваемых в работе величин приводим в системе
СИ).

Таблица 1. Основные параметры Плутона и Харона
10−6a1 10−6a2 10−6r1 10−6r2 10−6r 10−11Gm1 10−11Gm2

1.188 м 0.606 м 2.127 м 17.469 м 19.596 м 8.696 м3/с2 1.059 м3/с2

Уравнения движения точек Os имеют вид

msr̈s = −gradsE2.

Здесь и ниже grads обозначает градиент, соответствующий вектору rs, а grad —
вектору r. Поскольку Vs зависят от r1, r2 только посредством r = r2−r1, справедливо

grad1E2 = −gradE2 , grad2E2 = gradE2.

Отсюда получаем

m1r̈1 = −Gm1m2grad(V0 + V1 + V2), m2r̈2 = Gm1m2grad(V0 + V1 + V2),

так что
r̈ = G(m1 +m2)grad(V0 + V1 + V2). (5)

Оценим вклад каждого слагаемого (5) в сумму. Обозначим Ws = max |gradVs|,
где наибольшее значение берется по всем углам при фиксированном r. Прежде всего
запишем W0 = 1/r2. Воспользуемся далее соотношением (6.4.11) из [14] (см. также
[17])

max

∣∣∣∣∣grad
Ỹn
rn+1

∣∣∣∣∣ =
n+ 1

rn+2
〈Ỹn〉. (6)

Здесь Ỹn — сферическая функция степени n, 〈Ỹn〉 = max |Ỹn|. В частности, имеем

Ws =
3a2s
r4

〈Ys〉, s = 1, 2.

Величина 〈Ys〉 выражена через коэффициенты I при второй зональной и J при
второй секториальной гармониках (см. формулу (27) Приложения).

Мы получили оценку влияния несферичности тел Ts на уравнения движения
Os:

ν :=
W1 +W2

W0
=

3

r2
(
a21〈Y1〉+ a22〈Y2〉

)
. (7)
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Величины as, r приведены в табл. 1. Но Is, Js нам пока неизвестны. В [4] получены
их верхние границы

Is < I+s , Js < I+s ,

где

I+1 = 1.45 · 10−4, J+
1 = 0.102 · 10−4, I+2 = 3.18 · 10−4, J+

2 = 0.910 · 10−4. (8)

Числовые значения в (8) отвечают однородным телам. Для максимально неодно-
родных фигур (сосредоточенная в центре масса, окруженная невесомой атмосфе-
рой) имеем I = J = 0. Степень концентрации масс к центру для Плутона и Харона
неизвестна.

Для ориентировки рассмотрим несколько тел Солнечной системы с известными
параметрами Стокса и размерами, сравнимыми с размерами Плутона и Харона [18–
24]. С принятой в этой статье точностью каждое из этих тел можно рассматривать
как трехосный эллипсоид с полуосями a > b > c. Если бы он был однородным, то
коэффициенты Стокса приняли бы значения

I+ =
a2 + b2 − 2c2

10a2
, J+ =

a2 − b2

20a2

согласно [14, 25, 26].
Значения отношений I/I+, J/J+ собраны в табл. 2.

Таблица 2. Отношения I/I+, J/J+

для некоторых тел Солнечной системы

Тело Луна Церера S2 Энцелад S4 Диона S5 Рея

I/I+ 0.27 0.92 0.62 0.77 0.92

J/J+ 0.23 0.37 0.77 0.98 0.95

Замечание. Мы используем нормализацию сферических функций согласно
формуле (24) Приложения. Сейчас чаще используется другая нормализация (сред-
нее квадратическое значение элементарной сферической функции равно единице).
Гармонические коэффициенты I, J линейно связаны с нормализованными коэффи-
циентами Ī, J̄ :

I = Ī
√
5, J = J̄

√
5/12 .

Как ожидалось, наибольшие (следовательно, наименее однородные) тела обла-
дают наименьшими значениями этих отношений. Для Плутона и Харона они больше.
Примем для них I/I+ = J/J+ = 0.4, что позволяет вывести из (8)

I1 = 5.800 · 10−5, J1 = 0.408 · 10−5,

I2 = 1.272 · 10−4, J2 = 3.640 · 10−5.

Это приводит к равенствам

〈Y1〉 = I1 = 5.800 · 10−5,

〈Y2〉 =
1

2
I2 + 3J2 = 1.728 · 10−4

(9)

согласно формуле (27) Приложения. Подставляя (9) в (7), получим

ν = 1.136 · 10−6. (10)
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3. Оценка возмущающего воздействия Солнца на поступательное дви-
жение главных тел системы Плутон — Харон. Изменим постановку задачи
начала предыдущего параграфа. Тела Ts заменим материальными точками Os, до-
бавив к ним точечное Солнце O3 массой m3 (см. рис. 2).

OO1 O2

O3

̺

r

Рис. 2. Основные векторы в системе координат Якоби.

Относительное движение в системе координат Якоби описывается векторами
r = O1O2, ̺ = O3O и определяется заданием кинетической энергии относительного
движения E1 и гравитационной потенциальной энергии E2 [27, 28]:

2E1 =
m1

m1 +m2
m2ṙ

2 +
m1 +m2

m1 +m2 +m3
m3 ˙̺

2, (11)

−E2
G =

m1m2

r
+m1m3

∣∣∣∣̺− m2

m1 +m2
r

∣∣∣∣
−1

+m2m3

∣∣∣∣̺+
m1

m1 +m2
r

∣∣∣∣
−1

. (12)

Введем три безразмерные величины, характеризующие степень влияния различных
сил на движение пары Плутон — Харон:

µ1 =
r

̺
, µ2 =

3m1m2

(m1 +m2)2

(
r

̺

)2

, µ3 =
2m3

m1 +m2

(
r

̺

)3

.

Смысл µ1 прозрачен. Смысл µ2 и µ3 выяснится чуть позже.
Величины µs переменны на некруговых орбитах. Для ориентировки дадим их

наибольшее и среднее значения по средним аномалиям:

〈µs〉 := maxµs , ‖µs‖ :=
1

(2π)2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

µs dMdM ′.

Очевидно, имеем

〈µ1〉 =
a(1 + e)

a′(1− e′)
, 〈µ2〉 =

3m1m2a
2(1 + e)2

(m1 +m2)2a′2(1− e′)2
, 〈µ3〉 =

2m3a
3(1 + e)3

(m1 +m2)a′3(1− e′)3
,

(13)

‖µ1‖ =
a

a′
X1,0

0 (e)X−1,0
0 (e′), ‖µ2‖ =

3m1m2a
2

(m1 +m2)2a′2
X2,0

0 (e)X−2,0
0 (e′),

‖µ3‖ =
2m3a

3

(m1 +m2)a′3
X3,0

0 (e)X−3,0
0 (e′). (14)

Здесь a, e,M — оскулирующие большая полуось, эксцентриситет и средняя анома-
лия орбиты спутника относительно планеты; элементы орбиты барицентра O отно-
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сительно Солнца снабжены штрихами; Xn,m
0 — коэффициенты Ганзена. Нам пона-

добятся восемь таких коэффициентов [29, 30]:

X1,0
0 (e) = 1 +

1

2
e2, X2,0

0 (e) = 1 +
3

2
e2,

X3,0
0 (e) = 1 + 3e2 +

3

8
e4, X2,2

0 (e) =
5

2
e2,

X−1,0
0 (e) = 1, X−2,0

0 (e) = (1− e2)−1/2,

X−3,0
0 (e) = (1 − e2)−3/2, X−3,2

0 (e) = 0.

(15)

В частности, из (14), (15) следует

‖µ1‖ =
a

a′

(
1 +

1

2
e2
)
, ‖µ2‖ =

3m1m2a
2

(m1 +m2)2a′2
√
1− e′2

(
1 +

3

2
e2
)
,

‖µ3‖ =
2m3a

3

(m1 +m2)(a′
√
1− e′2)3

(
1 + 3e2 +

3

8
e4
)
. (16)

Значения масс Плутона и Харона приведены в табл. 1. Там же содержится значе-
ние большой полуоси планетоцентрической орбиты Харона: r = a, поскольку e = 0.
Остаются параметры Gm3 = 1.3271 ·1020 м3/с2, a′ = 5.956 ·1012 м, e′ = 0.2538, взятые
из [31]. Подставляя эти значения в (13), (16), найдем

〈µ1〉 = 4.409 · 10−6, 〈µ2〉 = 5.644 · 10−12, 〈µ3〉 = 2.332 · 10−8,

‖µ1‖ = 3.290 · 10−6, ‖µ2‖ = 3.249 · 10−12, ‖µ3‖ = 1.071 · 10−8.
(17)

Второе и третье слагаемые (12) раскладываются в ряд по степеням r/̺ с ко-
эффициентами, пропорциональными многочленам Лежандра Pn(cosH). Здесь H —
угол между векторами r и ̺ или, что то же, угол между направлениями из бари-
центра системы Плутон — Харон на Солнце и на Плутон. Сохраняя члены до n = 2
включительно (приближение Хилла), получим

−E2
G =

m1m2

r
+

(m1 +m2)m3

̺
+
m1m2m3

m1 +m2

r2

̺3
P2(cosH). (18)

Согласно (6) наибольшее по всем углам H значение отношения модулей градиентов
(по компонентам вектора ̺) третьего и второго слагаемых правой части (18) равно
µ2. Аналогично, наибольшее значение отношения модулей градиентов (по компонен-
там вектора r) третьего и первого слагаемых правой части (18) равно µ3.

Величина µ2 описывает влияние Харона на движение центра масс O относи-
тельно Солнца. С помощью (17) заключаем, что она настолько мала, что можно
этим влиянием пренебречь и положить µ2 = 0. Иными словами, при описании дви-
жения вектора ̺ можно в (18) опустить последнее слагаемое справа. Первое слага-
емое справа также излишне, как не зависящее от ̺. Точно так же излишне первое
слагаемое справа в (11).

Итак, движение ̺ определяется энергиями

2E1 =
m1 +m2

m1 +m2 +m3
m3 ˙̺

2, −E2
G =

(m1 +m2)m3

̺
.
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Далее, уравнения Лагранжа второго рода не изменятся, если мы умножим E1, E2 на
любую отличную от нуля постоянную. Заменяя функции E1, E2 на E3, E4, где

E3 =
1

2
˙̺ 2, −E4

G =
m1 +m2 +m3

̺
,

убедимся, что вектор ̺ описывает кеплеров эллипс. Последний отвечает задаче од-
ного притягивающего центра массы m1 +m2 +m3.

Перейдем к движению вектора r. Теперь вторые слагаемые справа в (11) и (18)
можно опустить как не зависящие от координат векторов r, ṙ. Далее, умножая E1, E2
на подходящую постоянную, заменим их на E5, E6:

E5 =
1

2
ṙ2, −E6 =

G(m1 +m2)

r
+

G(m1 +m2)m3

m1 +m2

r2

̺3
P2(cosH).

Наибольшее по всем углам H значение отношения модулей градиентов (по ком-
понентам вектора r) второго и первого слагаемых E6 равно µ3, так что степень вли-
яния Солнца на движение Харона относительно Плутона характеризует величина
µ3. Сравним ее с введенной в (7) величиной ν. Согласно (10), (17) получаем

ν

〈µ3〉
= 49,

ν

‖µ3‖
= 106.

Это показывает, почему эффект Лидова — Кодзаи не имеет места в системе Плу-
тон — Харон (так же как и в системе спутников Урана), несмотря на большой взаим-
ный наклон в 96◦ планетоцентрической орбиты Харона и гелиоцентрической орбиты
Плутона. Эффект подавляется влиянием несферичности планеты и спутника. Хотя
оба сжатия малы, удаленность Солнца умаляет его воздействие еще сильнее.

Таким образом, влияние Солнца на эволюцию двойной карликовой планеты ока-
зывается чрезвычайно слабым и не нарушает ее устойчивости. Скорее всего, устой-
чивость сохраняется по меньшей мере на шкале времени в миллионы лет. Вопрос
о более точной оценке продолжительности этой шкалы требует дополнительного
исследования.

4. Оценка влияния Солнца на форму Плутона и Харона. В статье [4]
исследована форма Плутона и Харона в рамках классической теории фигур равно-
весия небесных тел. Влиянием Солнца пренебрегалось. Покажем, что это допустимо.

Пусть точка Q лежит на поверхности S1 тела T1, предполагаемой уровенной
для суммы потенциалов

U1(Q) + U2(Q) + U3(Q) + U4(Q) = const.

Здесь U1, U2 — гравитационные потенциалы Плутона и Харона, рассматриваемых
как трехмерные тела (так что так называемый приливный потенциал, вызванный
взаимодействием Плутона и Харона, включен в U1, U2); U3 — приливный грави-
тационный потенциал Солнца; U4 — центробежный потенциал. Оценим отношения
Uk/U1. Для наших целей достаточно использовать значения с тремя значащими
цифрами. В результате будем иметь

U1 =
Gm1

a1
, minU2 =

Gm2

r1 + r2 + a1
, minU4 =

ω2

2
(r1 − a1)

2, (19)
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Рис. 3. К оценке приливного воздействия Солнца.

здесь ω — угловая скорость вращения Плутона и Харона (см. табл. 1 в работе [4]).
Наименьшие значения взяты по всем положениям Q на S1. Подставляя значения
параметров, получим

U1 = 7.32 · 105 м2/с2, U2 > 5.10 · 103 м2/с2, U4 > 57.2 м2/с2,

U2/U1 > 6.96 · 10−3, U4/U1 > 7.81 · 10−5.

Перейдем к оценке U3. Введем векторы O1Q = u1, O1O3 = u, QO3 = u∗ (см.
рис. 3). Гравитационный потенциал Солнца Ũ3 в точке Q определяется формулой

Ũ3 =
Gm3

u∗
=

Gm3

u

(
1− 2

u1
u

cos H̃ +
u21
u2

)−1/2

,

где H̃ — угол между u и u1.
Действуя, как при преобразовании (2), представим Ũ3 в виде Ũ3 = L0 +L1 +L2

при

L0 =
Gm3

u
, L1 =

Gm3u1
u2

P1(cos H̃), L2 =
Gm3u

2
1

u3
P2(cos H̃).

Величина L0 не зависит от u1 и не влияет на движение точки Q. Вычислим градиент
(по компонентам вектора u1) величины L1:

gradL1 =
Gm3

u3
grad(uu1) =

Gm3

u3
u ,

что совпадает с ускорением точки O1, вызванным притяжением Солнца. Чтобы по-
лучить приливный потенциал Солнца, нужно вычесть L1 из Ũ3. В результате будем
иметь

U3 = L2 =
Gm3u

2
1

u3
P2(cos H̃). (20)

Из (19), (20) следует

U3(Q)

U1(Q)
6
m3

m1

(
a1
q

)3

= 2.9 · 10−12, (21)

где q — перигельное расстояние Плутона.
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Если Q — точка на поверхности Харона, то формула (21) переходит в

U3(Q)

U2(Q)
6
m3

m2

(
a2
q

)3

= 3.2 · 10−12. (22)

Оценки (21), (22) показывают, что приливное воздействие Солнца на форму
Плутона и Харона более чем на 6 порядков слабее их взаимодействия.

5. Выводы. В настоящей работе исследованы факторы, влияющие на долговре-
менную орбитальную динамику модельной системы Плутон — Харон и на форму ее
главных тел. Именно, учитываются возмущения со стороны Солнца, а также несфе-
ричность формы и гравитационного поля Плутона и Харона. Получены необходи-
мые численные оценки и показано, что данная система сохраняет свою динамиче-
скую конфигурацию по меньшей мере на шкале времени в миллионы лет. Показано,
что приливные возмущения со стороны Солнца фактически не оказывают влияния
на форму поверхности Плутона и Харона.

6. Приложение. Нормы второй сферической гармоники. Рассмотрим
тело T массы m в системе его главных центральных осей инерции. Ось x направим
по оси наименьшего момента инерции A, z — по оси наибольшего момента инерции
C, так что

0 < A < B < C. (23)

Вторая гармоника гравитационного потенциала тела T имеет вид

Y (θ, λ) = −IP2(cos θ) + JP 2
2 (cos θ) cos 2λ = −I

(
3

2
cos2 θ − 1

2

)
+3J sin2 θ cos 2λ. (24)

Коэффициенты Стокса I, J связаны с моментами инерции формулами [14, 25, 26]:

I =
2C −A−B

2ma2
, J =

B −A

4ma2
, (25)

где a — радиус объемлющей тело T сферы. Для трехосного эллипсоида он совпадает
с наибольшей из его полуосей, соответствующей наименьшему моменту инерции A.
Из (23), (25) вытекает неравенство

I > 2J > 0. (26)

Вычислим равномерную (чебышёвскую) норму 〈Y 〉 = maxθ,λ |Y (θ, λ)|. Произ-
водные

∂Y

∂θ
= 3 cos θ sin θ(I + 2J cos 2λ),

∂Y

∂λ
= −6J sin2 θ sin 2λ

исчезают в трех случаях:
1) sin θ = 0, cos θ = ±1, Y = −I;
2) cos θ = 0, sin θ = ±1, sin 2λ = 0, cos 2λ = ±1, Y = 1

2I ± 3J ;
3) cos θ sin θ 6= 0, sin 2λ = 0, cos 2λ = ±1, I ± 2J = 0.

Третий случай невозможен в силу неравенства (26).
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В первом случае локальный максимум |Y | равен I, во втором он равен (1/2)I+
3J . Их разность

ξ := I −
(
1

2
I + 3J

)
=

1

2
I − 3J =

C +A− 2B

2ma2

в зависимости от значений моментов инерции может принимать значения любого
знака. Например, 2ma2ξ = −1, 0,+1 при (A,B,C) = (1, 3, 4), (1, 3, 5), (1, 3, 6) соот-
ветственно.

Окончательно имеем

〈Y 〉 = max

{
I,

1

2
I + 3J

}
. (27)

Среднеквадратичная же по сфере норма хорошо известна [13, 14]:

‖Y ‖ =
√
Ī2 + J̄2 =

√
I2 + 12J2

5
,

где Ī , J̄ — нормализованные коэффициенты Стокса.

Мы искренне признательны доктору Будхадитье Пайну и профессорам
Н. В. Емельянову и Б. П. Кондратьеву за полезное обсуждение. Мы также благо-
дарим рецензентов за внимательное прочтение рукописи и ценные замечания, спо-
собствовавшие ее улучшению.
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The comparative effect of two factors on the translatory motion of the centres of mass of
the Pluto —Charon system is investigated. The first important factor is the non-sphericity
of the shape and gravitational field of the bodies in the system. The second is the grav-
itation of the Sun. As a measure of the influence of both factors we use the ratio of the
corresponding perturbing acceleration to the main one. The main acceleration is caused
by the mutual Newtonian attraction of Pluto and Charon. It has been established that for
the first factor this measure is of the order of 10−6, while for the second factor it is two
orders of magnitude smaller. This explains why the Lidov — Kozai effect (despite a large
mutual slope of 96◦ between the planes of the satellite’s orbit around the planet, and the
barycentre of the system around the Sun) does not appear. The situation is similar to the
case with the satellites of Uranus. As a result, the Pluto— Charon system remains stable
at least on a timescale of millions of years. The tidal effect of the Sun on the surface shape
of the bodies under study is also estimated. The ratio of the tidal potential of the Sun at
a point on the surface of the body to the gravitational potential of the body itself at this
point is taken as a measure of impact. It turned out to be of the order of 3 · 10−12, which
is more than six orders less than the influence of rotation and mutual attraction of Pluto
and Charon. In fact, the Sun does not affect the figures of the bodies of the system.

Keywords: planets, satellites, Pluto, Charon, equilibrium figures, Jacobi coordinates, Li-
dov —Kozai effect.
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