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Данная работа посвящена задаче построения L-оптимальных планов для тригономет-
рической регрессионной модели Фурье без свободного члена. В работе рассматрива-
ются диагональные матрицы L с комбинацией нулей и единиц на главной диагонали.
Показано, что в случае, когда L = I (т. е. когда в качестве матрицы L выбирается еди-
ничная матрица), L-оптимальный план совпадает с D-оптимальным. В более общем
случае (когда некоторые диагональные элементы равны нулю) размерность задачи мо-
жет быть уменьшена, если оптимальный план является симметричным. Полученные
результаты проиллюстрированы на примере задачи построения двух L-оптимальных
планов для тригонометрической модели порядка 12, которая сводится к задаче по-
строения планов для моделей порядков 3 и 4 соответственно.

Ключевые слова: L-оптимальные планы, c-оптимальные планы, планы, оптимальные
для оценивания индивидуального коэффициента, тригонометрическая регрессия без
свободного члена.

1. Введение. Тригонометрические регрессионные модели Фурье широко ис-
пользуются на практике для описания периодических процессов. В частности, эти
модели применяются в машиностроении [1], медицине [2], сельском хозяйстве [3],
биологии [4]. Исследованию проблемы построения оптимальных планов для этих
моделей (для разных критериев оптимальности) посвящено множество работ (см.,
например, [5–10]). До настоящего времени внимание исследователей было ограни-
чено только классической моделью с числом неизвестных параметров 2m + 1, где
m — порядок регрессионной модели. В классической модели свободный член (па-
раметр θ0) предполагается не равным нулю. Вместе с тем на практике возникают
ситуации, когда нулевой отклик, то есть начальное положение объекта эксперимен-
тирования, уже известен или эта информация не важна. В таких случаях целесооб-
разно использовать модели без свободного члена (он предполагается равным нулю).
Подобные модели до настоящего времени еще мало изучены. Для полиномиаль-
ной регрессионной модели был получен ряд результатов для D-, c- и ek-критериев
[11–14]. Оптимальные планы для тригонометрических регрессионных моделей без
свободного члена, насколько известно авторам, до настоящего времени не иссле-
довались. Данная работа посвящена изучению L-оптимальных планов для таких
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моделей. Во втором разделе даются базовые понятия и определения. Третий раздел
содержит основные результаты данной работы. В этом разделе результаты, полу-
ченные авторами для классической модели [10, 15], обобщены на случай модели без
свободного члена.

2. Постановка задачи построения L-оптимального плана. Рассмотрим
классическую регрессионную модель Фурье без свободного члена:

y =
m∑

i=1

θ2i−1 sin(ix) +
m∑

i=1

θ2i cos(ix) + ǫ = θT f(x) + ǫ, t ∈ χ, (1)

где f(x) = (sin(x), cos(x), . . . , sin(mx), cos(mx))T — вектор регрессионных функций,
θ = (θ1, . . . , θ2m)T — вектор неизвестных параметров, ǫ — случайная величина, ха-
рактеризующая ошибки наблюдения, χ = [−π, π] — интервал планирования. Резуль-
таты различных экспериментов предполагаются независимыми. Под (непрерывным)
планом эксперимента мы будем понимать вероятностную меру ξ с конечным носи-
телем на интервале планирования [−π, π]. Мера ξ определяется таблицей

ξ =

(
t1 . . . tn
ω1 . . . ωn

)
, ti ∈ [−π, π], i = 1, 2, . . . , n.

Носитель плана ξ состоит из точек, в которых проводятся наблюдения, а веса
ωi определяют относительные доли общего числа наблюдений, проводимых в соот-
ветствующих точках [7], и удовлетворяют условиям ωi ≥ 0,

∑n
i=1 ωi = 1.

Информационной матрицей Фишера плана ξ (см., например, [14]) называется
матрица

M(ξ) =

(∫ π

−π

f(t)f(t)T dξ(t)

)
∈ R2m×2m.

Вырожденным планом называется план, информационная матрица которого вы-
рожденная.

Данная работа посвящена исследованию в том числе и вырожденных оптималь-
ных планов, которые по сравнению с невырожденными планами обладают некото-
рыми специфическими особенностями. Введем два специальных класса, которые бу-
дем использовать в дальнейшем, а также дадим определение L-оптимального плана
в общем случае.

Определение 2.1. Для заданной матрицы

L =

k∑

i=1

lil
T
i

с векторами li ∈ R2m определим класс ΞL как множество всех непрерывных пла-
нов эксперимента, для которых линейная комбинация параметров lTi β, i = 1, . . . , k,
оцениваема, то есть вектор li принадлежит пространству столбцов матрицы M(ξ) :
li ∈ R(M(ξ)), i = 1, . . . , k (см., например, [17, формула (4а.2)]).

Определение 2.2. Будем говорить, что непрерывный план η принадлежит
классу Ξ∗

L, если η ∈ ΞL и для любого непрерывного плана ξ существует предел

lim
α→0

fT (t)M+(ξα)LM
+(ξα)f(t) = fT (t)M+(η)LM+(η)f(t), (2)

где ξα = (1− α)η + αξ, α ∈ [0, 1].
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Определение 2.3. План ξ∗ будем называть L-оптимальным, если ξ∗ ∈ ΞL и

ξ∗ = arg min
ξ∈ΞL

trLM(ξ)+,

где L — фиксированная неотрицательно определенная матрица и M+(ξ) — обобщен-
но обратная в смысле Мура — Пенроуза матрица для M(ξ) (см., например, [17]).

В дальнейшем мы будем рассматривать планы, имеющие специфическую струк-
туру. В этой связи нам понадобится сформулировать еще одно определение.

Определение 2.4. Будем говорить, что непрерывный план η является абсо-
лютно симметричным, если данный план имеет следующий вид:

η =

(
t̄1 . . . t̄4n+2

ω̄1 . . . ω̄4n+2

)
=
(
−ηπ

2
ηπ

2

)
, (3)

где

−ηπ
2
=

(
−π + t1 . . . −π + tn −π

2 −tn . . . −t1
ω1 . . . ωn ωn+1 ωn . . . ω1

)
,

ηπ
2
=

(
t1 . . . tn

π
2 π − tn . . . π − t1

ω1 . . . ωn ωn+1 ωn . . . ω1

)
,

ti ∈ [0, π/2], а веса удовлетворяют равенству 4
∑n

i=1 ωi + 2ωn+1 = 1.

Удобным инструментом проверки вырожденного плана на L-оптимальность яв-
ляется следующая теорема (см. [15, 18]).

Теорема 2.1. Пусть L ∈ R2m×2m — фиксированная, неотрицательно опреде-
ленная матрица. Имеют место следующие утверждения:

(a) план ξ ∈ ΞL тогда и только тогда, когда

lTi M(ξ)−M(ξ) = lTi , i = 1, . . . , 2m,

где M(ξ)− — обобщенно обратная для M(ξ) матрица;
(b) план ξ∗ ∈ ΞL является L-оптимальным тогда и только тогда, когда су-

ществует такая матрица M−(ξ∗), что

max
t∈χ

ϕ(t, ξ∗) = trLM+(ξ∗),

где ϕ(t, ξ) = fT (t)M(ξ)−LM(ξ)−f(t);
(c) в точках ti ∈ supp(ξ∗) имеет место равенство

ϕ(ti) = trLM(ξ∗)+.

Доказательство данной теоремы повторяет стандартные рассуждения для невы-
рожденного случая (см., например, [19]) и здесь приводиться не будет.

Замечание. Отметим, что в случае, когда оптимальный план ξ∗ является невы-
рожденным, матрица M−(ξ∗) из условия (b) совпадает с M−1(ξ∗), а в случае, когда
он вырожден и принадлежит классу Ξ∗

L, эта матрица совпадает с M+(ξ∗). Наиболее
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сложным для исследования является случай, когда оптимальный план ξ∗ принад-
лежит ΞL и не принадлежит Ξ∗

L. Для этого случая некоторые методы построения
экстремального полинома ϕ(t, ξ∗) рассмотрены в работе [18].

3. L-оптимальные планы для тригонометрических моделей без сво-

бодного члена. Данный раздел посвящен результатам, полученным в настоящей
работе.

Для начала сформулируем теорему, определяющую вид информационной мат-
рицы для абсолютно симметричного плана. В дальнейшем мы покажем, что вырож-
денные оптимальные планы принадлежат классу абсолютно симметричных.

Теорема 3.1. Пусть (4n+2)-точечный план η является абсолютно симмет-
ричным. Переставим компоненты вектора регрессионных функций следующим об-
разом:

f̃(t) = (f
(odd)
cos (t)T , f

(even)
cos (t)T , f

(odd)
sin (t)T , f

(even)
sin (t)T )T , где:

f (odd)
cos (t) =

{
(cos(t), cos(3t) . . . , cos((m− 3)t), cos((m− 1)t))T , m — четное,
(cos(t), cos(3t) . . . , cos((m− 2)t), cos(mt))T , m — нечетное;

f (even)
cos (t) =

{
(cos(2t), cos(4t) . . . , cos((m− 2)t), cos(mt))T , m — четное,
(cos(2t), cos(4t) . . . , cos((m− 3)t), cos((m− 1)t))T , m — нечетное;

f
(odd)
sin (t) =

{
(sin(t), sin(3t) . . . , sin((m− 3)t), sin((m− 1)t))T , m — четное,
(sin(t), sin(3t) . . . , sin((m− 2)t), sin(mt))T , m — нечетное;

f
(even)
sin (t) =

{
(sin(2t), sin(4t) . . . , sin((m− 2)t), sin(mt))T , m — четное,
(sin(2t), sin(4t) . . . , sin((m− 3)t), sin((m− 1)t))T , m — нечетное.

Для вектора регрессионных функций f̃(t) информационная матрица плана η
имеет вид

M(η) =

(
4n+2∑

i=1

f̃(t̄i)f̃(t̄i)
T ω̄i

)
=

=




M
(odd)
cos (η) 0 0 0

0 M
(even)
cos (η) 0 0

0 0 M
(odd)
sin (η) 0

0 0 0 M
(even)
sin (η)


 ,

где M
(α)
β (η) — информационная матрица для соответствующего компонента век-

тора регрессионных функций: f
(α)
β (t), α = odd, even;β = cos, sin.

Доказательство. Для того чтобы доказать данную теорему, достаточно рас-
смотреть всевозможные сочетания компонентов вектора регрессионных функций
f̃(t) и показать, что соответствующие блоки информационной матрицы равны нулю.
Мы рассмотрим один случай, остальные доказываются аналогично.

Пусть, для определенности, m — четное.

Докажем, что M12(η) =
(∑4n+2

r=1 f
(odd)
cos (t̄r)f

(even)
cos (t̄r)

T ω̄r

)
≡ 0. Имеем

M12(η) =

(
4n+2∑

r=1

f (odd)
cos (t̄r)f

(even)
cos (t̄r)

T ω̄r

)
=

(
4n+2∑

r=1

cos((2i− 1)t̄r) cos(2jt̄r)ω̄r

)m/2

i,j=1

.
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Таким образом, достаточно показать, что для любых i, j = 1, . . . , m2 имеет место
равенство

4n+2∑

r=1

cos((2i− 1)t̄r) cos(2jt̄r)ω̄r = 0.

Воспользуемся формулой Эйлера:

4n+2∑

r=1

cos((2i− 1)t̄r) cos(2jt̄r)ω̄r =
1

2

4n+2∑

r=1

(cos((2(i+ j)− 1)t̄r) + cos((2(i − j)− 1)t̄r)) ω̄r.

В силу того, что функция cos((2k − 1)t) для любого целого k является нечетной
относительно точки π

2 на интервале [0, π], и в силу того, что точки абсолютно сим-
метричного плана на интервале [0, π] симметричны относительно точки π

2 , данное
выражение обращается в ноль для любых целых i, j. Теорема доказана. �

Информационные матрицы абсолютно симметричных планов обладают еще од-
ним важным свойством, которое можно использовать для нахождения оптимальных
планов. Имеет место следующая теорема.

Теорема 3.2. Рассмотрим абсолютно симметричный план η(k) следующего
вида:

η(k) =
(

−η (2k−1)π
2k

. . . −η π
2k

η π
2k

. . . η (2k−1)π
2k

)
,

где k — некоторое натуральное число, а η (2j−1)π
2k

— план, симметричный относи-

тельно (2j−1)π
2k на интервале [ (j−1)π

k , jπk ] :

η (2j−1)π
2k

=

(
(j−1)π

k + t1
k . . . (j−1)π

k + tn
k

(2j−1)π
2k

jπ
k − tn

k . . . jπ
k − t1

k
ω1/k . . . ωn/k ωn+1/k ωn/k . . . ω1/k

)
,

−η (2j−1)π
2k

=

(
− jπ

k + t1
k . . . − jπ

k + tn
k − (2j−1)π

2k − (j−1)π
k − tn

k . . . − (j−1)π
k − t1

k
ω1/k . . . ωn/k ωn+1/k ωn/k . . . ω1/k

)
.

Пусть m = kp, p > 1. В этом случае информационную матрицу плана η(k) путем
перестановок строк и столбцов можно представить в следующей форме:

M(η(k)) =

(
M̃ (p)(η(k)) 0

0 M̃ ((k−1)p)(η(k))

)
,

где M̃ (p)(η(k)) ∈ R2p×2p — информационная матрица для подвектора регрессионных
функций, составленного из элементов, кратных k, т. е.

M̃ (p)(η(k)) =

(∫ π

−π

f̃
(2p)
(k) (t)f̃

(2p)
(k) (t)T dη(k)

)
,

где f̃
(2p)
(k) (t) =(cos(kt), sin(kt), cos(2kt), sin(2kt), . . . , cos(pkt), sin(pkt))T .

Матрица M̃ ((k−1)p)(η(k)) ∈ R2(k−1)p×2(k−1)p — информационная матрица для
подвектора, составленного из элементов вектора регрессионных функций, не крат-
ных k. Для плана η(k) матрица M̃ (p)(η(k)) не зависит от k, т. е. M̃ (p)(η(k)) =
M̃ (p)(η(1)), k = 2, 3, . . .
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Доказательство. Для того чтобы доказать данную теорему, достаточно рас-
смотреть всевозможные сочетания компонентов вектора регрессионных функций
f(t) (sin и cos) и показать, чему равны соответствующие блоки информационной
матрицы. Мы рассмотрим один случай (сочетания синусов), остальные случаи до-

казываются аналогично. Пусть t̄(k)r , ω̄
(k)
r — точки и веса плана η(k). Имеем

M
(p)
sin (η

(k)) =




k(4n+2)∑

r=1

sin(kit̄(k)r ) sin(kjt̄(k)r )ω̄(k)
r




p

i,j=1

=

=

(
k

4n+2∑

r=1

sin(i(kt̄(k)r )) sin(j(kt̄(k)r ))ω̄(k)
r

)p

i,j=1

=

=

(
4n+2∑

r=1

sin(it̄(1)r ) sin(jt̄(1)r )ω̄(1)
r

)p

i,j=1

=M
(p)
sin (η

(1)).

Теперь покажем, что элементы m
(p)
ij (η(k)), i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , pk − 1, j 6=

k, 2k, . . . , pk), внедиагонального блока информационной матрицы равны нулю:

m
(p)
ij (η(k)) =

k(4n+2)∑

r=1

sin(kit̄(k)r ) sin(jt̄(k)r )ω̄(k)
r

(∗)
=

(∗)
=

4n+2∑

r=1

k∑

l=1

sin(i(t̄(1)r + (l − 1)π)) sin(jt̄(k)r )
ω̄
(1)
r

k
=

=
4n+2∑

r=1

sin(i(t̄(1)r ))ω̄(1)
r

1

k

k∑

l=1

(−1)i(l−1) sin(jt̄(k)r ) =

= 2

n∑

r=1

sin(itr)ωr

k

k∑

l=1

(−1)i(l−1) sin

(
jtr
k

+
j(l − 1)π

k

)
+ sin

(
jlπ

k
− jtr

k

)
+

+
ωn+1

k

k∑

l=1

(−1)il sin

(
j(2l− 1)π

2k

)
− ωn+1

k

k∑

l=1

(−1)il sin

(
j(2l − 1)π

2k

)
=

= 4

n∑

r=1

sin(itr)ωr

k

k∑

l=1

(−1)i(l−1) sin

(
j

k

(2l − 1)π

2

)
cos

(
j

k

2tr − π

2

)
=

= 4

n∑

r=1

sin(itr)ωr

k
cos

(
j

k

2tr − π

2

) k∑

l=1

(−1)i(l−1) sin

(
j

k

(2l − 1)π

2

)
.

Отметим, что равенство (∗) выполнено только тогда, когда сумма ki + j четная.
В противном случае, если для некоторых целых чисел k, i, j сумма ki + j нечет-
ная, то функция sin(kit) sin(jt) также является нечетной относительно точки π

2 на
интервале [0, π] и рассматриваемое выражение равно нулю в силу свойства симмет-
ричности плана η(k). Отметим также, что из четности суммы ki + j следует, что
если j нечетное, то и i нечетное. Чтобы доказать теорему, нам осталось показать,
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что равна нулю следующая сумма:

k∑

l=1

(−1)i(l−1) sin

(
j

k

(2l− 1)π

2

)
=





sin( jπ2k )− sin( jπ2k )

cos( jπk )− 1
= 0,

j — четное, i — четное;

1

2
· sin(

jπ
2k )− sin( jπ2k )

cos( jπk ) + 1
= 0,

j — четное, i — нечетное;

(−1)k

2
· sin(

(j+2)π
2k )− sin( (j+2)π

2k )

cos(π(j+1)
k ) + cos(πk )

= 0,

j — нечетное.

Теорема доказана. �

Теперь перейдем непосредственно к задаче построения L-оптимальных планов.
В данной работе в качестве матрицы L мы будем рассматривать диагональные мат-
рицы с различными сочетаниями нулей и единиц на главной диагонали. Учитывая
доказанные теоремы для таких матриц, задачу построения L-оптимального плана
в классе абсолютно симметричных планов можно свести к задаче меньшей размер-
ности, исключив из рассмотрения компоненты информационной матрицы, соответ-
ствующие нулевым блокам матрицы L:

trLM(ξ)+=tr




L11M
(odd)
cos (ξ)+ 0 0 0

0 L22M
(even)
cos (ξ)+ 0 0

0 0 L33M
(odd)
sin (ξ)+ 0

0 0 0 L44M
(even)
sin (ξ)+


.

Кроме того, при увеличении размерности модели в случае, если порядок модели
является произведением целых чисел p и k (m = kp), можно воспользоваться тео-
ремой 3.2 и уменьшить размерность задачи построения оптимального плана при
нахождении оценок коэффициентов модели, индекс которых кратен k или p:

trLM(ξ)+ = tr

(
L̄11M̃

(p)(η(k))+ 0

0 L̄22M̃
((k−1)p)(η(k))

)
,

trLM(ξ)+ = tr

(
L̃11M̃

(k)(η(p))+ 0

0 L̃22M̃
((p−1)k)(η(p))

)
.

Следующий результат представляет вид L-оптимальных планов для модели (1)
в случае, когда L = I (где I — единичная матрица размерности 2m × 2m). Опти-
мальные планы для такой матрицы L принято также называть A-оптимальными.

Теорема 3.3. Рассмотрим абсолютно симметричный план η∗ вида

η∗ =

(
− (n−1)π

n − (n−3)π
n . . . −π

n
π
n . . . (n−3)π

n
(n−1)π

n

1
n

1
n . . . 1

n
1
n . . . 1

n
1
n

)
. (4)
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Следующие утверждения верны:
1) для любого целого n ≥ 2m + 1 план η∗ является A-оптимальным планом

для модели (1) порядка m;
2) для любого целого n ≥ 2m + 1 план η∗ является D-оптимальным планом

(т. е. планом, максимизирующим определитель информационной матрицы на мно-
жестве непрерывных планов) для модели (1) порядка m.

Доказательство. Доказательство данной теоремы повторяет стандартные
рассуждения для классической регрессионной модели (см., например, [19, теоре-
ма 3.2, с. 123]) и основано на том факте, что для такого плана информационная
матрица пропорциональна единичной: M(η∗) = 1

2I, и, следовательно, оптималь-
ность такого плана элементарным образом проверяется по теореме эквивалентности
(теорема 2.1):

ϕ(t, η∗) = fT (t)M(η∗)−1IM(η∗)−1f(t) =

= 4(cos2(t) + sin2(t) + . . .+ cos2(mt) + sin2(mt)) = 4m = 2trI = trIM(η∗)−1.

В соответствии с теоремой эквивалентности Кифера — Вольфовица (см., например,
[16]), D-оптимальность плана обеспечивается выполнением условия maxt ϕ̃(t, η

∗) =
2m, где ϕ̃(t, η∗) = fT (t)M(η∗)−1f(t). Причем равенство достигается в точках плана.
Для плана η∗ имеем

ϕ̃(t, η∗) = 2(cos2(t) + sin2(t) + . . .+ cos2(mt) + sin2(mt)) = 2m.

Теорема доказана. �

Гипотеза 3.1. Пусть L — диагональная матрица с комбинацией из нулей и
единиц на главной диагонали. Тогда L-оптимальные планы для модели (1) поряд-
ка m принадлежат классу абсолютно симметричных планов.

Данная гипотеза может быть проверена непосредственно (путем численного по-
строения оптимального плана) для моделей небольших порядков: m = 3, 4, 5. В об-
щем случае этот вопрос остается открытым. Некоторые численные результаты для
моделей m = 3, 4 могут быть найдены в работе [15].

Рассмотрим пример того, как можно использовать полученные результаты для
задач построения L-оптимальных планов.

Пример 3.1. Пусть у нас имеется модель (1) порядка m = 12. Допустим, что
мы хотим построить два оптимальных плана: один — для оценки коэффициентов
при cos(3t) и cos(6t) и второй — для оценки коэффициентов при cos(4t) и cos(8t).
В силу гипотезы 3.1 и теоремы 3.2 нам достаточно построить планы для оценивания
коэффициентов cos(t) и cos(2t) для m = 3, 4. В силу теоремы 3.1 можно уменьшить
размерность этой задачи, перейдя к модели

y = θT f(x) + ǫ, t ∈ [−π, π], f(x) = (cos(t), cos(2t), . . . , cos(mt))T .

Для m = 3 имеем

η∗3 =

(
−π −π +

π−arccos( 1
3 )

2 −π−arccos( 1
3 )

2 0
π−arccos( 1

3 )

2 π − π−arccos( 1
3 )

2 π

5
32

3
32

3
32

10
32

3
32

3
32

5
32

)
.

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2022. Т. 9 (67). Вып. 1 71



Поведение экстремальных многочленов ϕ(t, η
(4)
3 ) (слева) и ϕ(t, η

(3)
4 ) (справа) из примера 3.1.

Экстремальный многочлен этого плана определяется формулой

ϕ(t, η∗3) =
7

32
cos(2t) +

47

16
− 3

16
cos(4t) +

9

32
cos(6t).

Прямое исследование этой функции показывает, что max
t
ϕ(t, η∗3) = ϕ(ti, η

∗
3) =

13

4
=

trLMcos(η
∗
3)

−1.
Для m = 4 имеем

η∗4 =

(
−π −π + 0.713 −π

2 −0.713 0 0.713 π
2 π − 0.713 π

0.093 0.104 0.106 0.104 0.186 0.104 0.106 0.104 0.093

)
.

Экстремальный многочлен этого плана определяется как

ϕ(t, η∗4) ≈ 3.6 + 0.0204 cos(t)− 0.061 cos(2t) + 0.0045 cos(3t)− 0.02 cos(4t)−
− 0.00556 cos(5t)− 0.011 cos(6t)− 0.000265 cos(7t) + 0.0165 cos(8t).

Прямое исследование этой функции показывает, что max
t
ϕ(t, η∗3) = ϕ(ti, η

∗
3) =

trLMcos(η
∗
3)

−1 ≈ 3.6178.
Искомые оптимальные планы для модели порядка m = 12 определяются непо-

средственно по теореме 3.2. Для оценки коэффициентов при cos(4t) и cos(8t) имеем

η
(4)
3 =

=

(
−π+ t1

4 −π+ t2
4 − 3π

4 − t2
4 − 3π

4 − t1
4 . . . 3π

4 + t1
4

3π
4 + t2

4 π− t2
4 π− t1

4
ω1

4
ω2

4
ω2

4
ω1

4 . . . ω1

4
ω2

4
ω2

4
ω1

4

)
,

где t1 = 0, t2 =
π−arccos( 1

3 )

2 , ω1 = 5
32 , ω2 = 3

32 — точки и веса плана η∗3 . Аналогичным

образом получаем точки и веса оптимального плана η(3)4 для оценки коэффициентов

при cos(3t) и cos(6t). Экстремальные многочлены этих планов (ϕ(t, η(4)3 ), ϕ(t, η
(3)
4 )) и

значения trLM(η
(4)
3 )−1 и trLM(η

(3)
4 )−1 отображены на рисунке.
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L-optimal designs for a trigonometric Fourier regression model

with no intercept∗
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Astronomy, 2022, vol. 9 (67), issue 1, pp. 64–75. https://doi.org/10.21638/spbu01.2022.107 (In
Russian)

This paper is devoted to the problem of constructing L-optimal designs for a trigonometric
Fourier regression model with no intercept. The paper considers diagonal matrices L with
a combination of zeros and ones on the main diagonal. It is shown that in the case when
L = I (i. e., when the unit matrix is chosen as the matrix L), the L-optimal design coincides
with the D-optimal one. In the more general case (when some diagonal elements are equal
to zero), it is shown that the dimension of the problem can be reduced if the optimal design
is symmetric. The obtained results are illustrated by the example of the problem of con-
structing two L-optimal designs for the trigonometric model of order 12, which is reduced
to the problem of constructing designs for models of order 3 and 4 correspondingly.

Keywords: L-optimal designs, c-optimal designs, optimal designs for estimating the indi-
vidual coefficients, trigonometric regression models with no intercept.
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