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В настоящей работе рассматривается дискретизация непрерывных распределений и
изучаются соотношения, возникающие между непрерывными рекордными величина-
ми, слабыми рекордными величинами и дискретными рекордными величинами, по-
лучаемыми из непрерывных рекордных величин при проведении данной дискрети-
зации. В начале работы сравнивается количество непрерывных рекордных величин,
принадлежащих числовым интервалам, и количество дискретных рекордных величин
и слабых рекордных величин, принимающих целые неотрицательные значения. Да-
лее в работе вводится понятие сильных рекордных величин и обсуждаются их свой-
ства. Показывается, что такие рекордные величины сохраняются при дискретизации.
В работе также анализируется поведение экспоненциальных рекордных величин при
проведении дискретизации. Приводится эксперимент статистического моделирования.
Показывается, что эксперимент подтверждает правильность излагаемых в работе тео-
ретических результатов.
Ключевые слова: рекорды, сильные рекорды, слабые рекорды, дискретизация, экспо-
ненциальное распределение, геометрическое распределение.

1. Введение. Пусть X1, X2, . . . — последовательность случайных величин.
Для этой последовательности определим последовательности рекордных моментов
L(n) (n ≥ 1) и рекордных величин X(n) (n ≥ 1):

L(1) = 1, X(1) = X1,

L(n+ 1) = min
{
j : j > L(n), Xj > XL(n)

}
(n ≥ 1), (1)

X(n) = XL(n) (n ≥ 2).

Если в соотношении (1) второй знак неравенства > заменить знаком ≥, то вместо
последовательностей рекордных моментов L(n) и рекордных величин X(n) полу-
чим последовательности слабых рекордных моментов Lw(n) и слабых рекордных
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величин Xw(n). При таком определении рекордов повторение предыдущего рекорда
также засчитывается за рекорд. Примеры слабых рекордов могут дать, например,
те виды спорта, где спортсмен, повторивший рекордное достижение, также объявля-
ется рекордсменом. Отметим, что слабые рекорды представляют самостоятельный
интерес только в дискретном случае.

Теоретические результаты и практические приложения, посвященные рекордам,
широко обсуждаются в многочисленных публикациях рекордной тематики (см., на-
пример, монографии [1–4] и ссылки, приводимые в них).

В данной работе будем использовать записи [x] и �x� для обозначения целой
части числа x и наименьшего целого числа, большего или равного x соответствен-
но. Пусть в дальнейшем, X,X1, X2, . . . — непрерывные неотрицательные одинаково
распределенные случайные величины с распределением

F (x) = P (X ≤ x) = P (X < x).

Тогда [X ], [X1], [X2], . . .— независимые одинаково распределенные величины, прини-
мающие значения 0, 1, . . . с распределением G(x) = P ([X ] ≤ x) и функцией вероят-
ности pn = P ([X ] = n) = F (n+1)−F (n) (n ≥ 0). Отметим, что для неотрицательных
целых n справедливо равенство G(n) = F (n+ 1). Переход от непрерывного распре-
деления F к дискретному распределению G назовем дискретизацией непрерывного
распределения F .

Дискретизационные подходы и методы важны в связи с различными приложе-
ниями, возникающими в прикладных задачах физики, технических наук, экономи-
ки. При исследовании таких приложений экспериментальные показания снимаются
с различных сенсоров и датчиков (тахометров, манометров, спидометров), фикси-
рующих характеристики изучаемых процессов. Найденные статистические данные
могут отражать силу тока, продолжительность жизни, доходы населения и др. По-
лученные наблюдения округляются до целых значений, десятков или сотен целых
значений градусов, метров, километров, секунд, месяцев, лет, долларов, процентов.
Здесь было бы интересно понять, сколько рекордных величин было потеряно (или
появилось новых слабых рекордных величин) после процесса дискретизации.

В данной работе наряду с одинаково распределенными дискретными величи-
нами [X ], [X1], [X2], . . . рассмотрим независимые одинаково распределенные случай-
ные дискретные величины Y, Y1, Y2, . . . такие, что Y

d
= [X ], где знак d

= обозначает
равенство по распределению. В непрерывном случае наряду с рекордами рассмот-
рим сильные рекорды. Определим последовательности сильных рекордных момен-
тов Lst(n) (n ≥ 1) и величин Xst(n) (n ≥ 1) равенствами

Lst(1) = 1, Xst(1) = X(1),

Lst(n+ 1) = min
{
j : j > Lst(n), Xj > �XLst(n)�

}
(n ≥ 1),

Xst(n) = XLst(n) (n ≥ 2).

Отметим, что после дискретизации некоторого непрерывного распределения F две
сильные рекордные величиныXst(n) < Xst(n+1) (n ≥ 1) дают две соответствующие
дискретные рекордные величины Y (n) = [Xst(n)] и Y (n+1) = [Xst(n+1)] такие, что
Y (n) < Y (n+1). Таким образом, сильные рекорды «выживают» при дискретизации.
Отметим также, что непрерывные рекордные величины X(n) < X(n+ j) (n, j ≥ 1)
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после процесса дискретизации могут дать две слабые рекордные величины Y w(n) =
[X(n)] и Y w(n+ j) = [X(n+ j)] такие, что Y w(n) = Y w(n+ j).

В данной статье обсудим соотношения, связывающие непрерывные дискретные
и слабые рекордные величины. Содержание настоящей работы следующее. Во вто-
ром разделе рассмотрим количество непрерывных рекордов, регистрируемых на ин-
тервалах числовой прямой, и количество дискретных и слабых рекордов, принимаю-
щих целые неотрицательные значения. Распределения сильных рекордных величин
будут проанализированы в третьем разделе работы. В четвертом разделе исследуем
поведение экспоненциальных рекордов, подвергшихся процедуре дискретизации, и
приведем результаты эксперимента статистического моделирования.

2. Количество рекордов, регистрируемых на интервалах и в точках. Во
втором разделе нашей статьи приведем три леммы, полученные, соответственно, в
работах [5, 6] и [7]. В данных леммах анализируется количество непрерывных рекор-
дов, регистрируемых на числовых интервалах, и количество дискретных и слабых
рекордов, принимающих целые неотрицательные значения. Определим случайную
величину μ(a, b) следующим образом:

μ(a, b) = k, если k непрерывных рекордных величин принадлежит интервалу (a, b).

Здесь k ≥ 0 и −∞ ≤ a < b ≤ ∞. Следующий результат получен в работе [5].

Лемма 1. Случайные величины μ(a, b), рассматриваемые для различных непе-
ресекающихся интервалов, независимы, причем

P (μ(a, b) = k) = e−λλk/k! (k ≥ 0),

где λ = − ln
(

1−F (b)
1−F (a)

)
.

Отметим, что распределение X(n) может быть найдено через функцию вероят-
ности величины μ. Действительно,

Fn(x) = P (X(n) ≤ x) = P (μ(−∞, x) ≥ n) =
∞∑
i=n

(− ln(1− F (x)))i(1 − F (x))
i!

=

=
1

(n− 1)!

∫ − ln(1−F (x))

0

e−uun−1du (n ≥ 1).

Рассмотрим независимые одинаково распределенные дискретные случайные величи-
ны Y, Y1, Y2, . . . такие, что Y = 0, 1, . . . . Определим величину ξwn следующим образом:

ξwn = k (k ≥ 0),

если k слабых рекордных величин Y w(i) равны значению n (n = 0, 1, . . .). Следую-
щий результат был получен в статье [7].

Лемма 2. Случайные величины ξwn (n = 0, 1, . . .) независимы и

P{ξwn = k} = βn(1 − βn)k, k = 0, 1, . . . ,

где βn = qn+1/qn, qn = P (Y ≥ n) = 1−G(n) = 1− F (n+ 1).
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Отметим, что P (Y w(n) > m) = P (ξw0 + ξw1 + . . . + ξwm < n), где n ≥ 1 и m ≥ 0.
Для дискретного случая определим величину ηn (= 0, 1) следующим образом:

ηn = 1, если существует рекордная величина Y (j) такая, что Y (j) = n.

Следующий результат был получен в работе [6].

Лемма 3. Случайные величины η0, η1, . . . независимы и

P (ηn = 1) = 1− βn.
Отметим, что P (Y (n) > m) = P (η0 + η1 + . . .+ ηm < n), где n ≥ 1 и m ≥ 0.

Из лемм 1–3 следует, что ожидаемое количество непрерывных рекордов X(j),
регистрируемых на интервале [0, n), где (n ≥ 1), равно Eμ[0, n) = − ln(1 − F (n)),
ожидаемое количество дискретных рекордов Y (j), регистрируемых на множестве
Sn = {0, 1, . . . , n−1}, равно E(η0+ . . .+ηn−1) =

∑n−1
i=0 (1−βi) и, наконец, ожидаемое

количество слабых рекордов Y w(j), регистрируемых на множестве Sn, равно E(ξw0 +

. . .+ ξwn−1) =
∑n−1

i=0

(
qi

qi+1
− 1
)
. Пользуясь неравенствами

1− x ≤ − lnx ≤ 1− x
x

(0 < x < 1),

можно показать, что

E(η0 + . . .+ ηn−1) ≤ Eμ[0, n) ≤ E(ξw0 + . . .+ ξwn−1). (2)

Очевидное неравенство E(η0 + . . .+ ηn−1) ≤ Eμ[0, n) отражает тот факт, что после
процедуры дискретизации некоторые непрерывные рекорды могут принять одни и
те же неотрицательные целые значения и, соответственно, дадут меньшее количе-
ство дискретных рекордов. Неравенство Eμ[0, n) ≤ E(ξw0 + . . . + ξwn−1) может быть
прокомментировано следующим образом. Рассмотрим количество непрерывных ре-
кордов X(j), попадающих в интервал [i, i+1), и количество слабых рекордов Y w(j)
таких, что Y w(j) = i. Пусть для некоторых j ≥ 2 и k ≥ 0

X(j − 1) < i < X(j) < . . . < X(j + k − 1) < i+ 1 < X(j + k).

Отметим, что среди величин XL(j)+1, . . . , XL(j+k−1)−1, где L(n) — рекордный мо-
мент, соответствующий X(n), могут быть величины, которые не являются рекорда-
ми и принадлежат интервалу [i, i+1). После процедуры дискретизации такие вели-
чины дадут нам слабые рекордные величины, которые попадут в точку i. Отсюда
следует, что Eμ[i, i+ 1) ≤ Eξwi .

3. Распределения сильных рекордов. Сильные непрерывные рекорды пред-
ставляют особый интерес, поскольку они сохраняются после процедуры дискрети-
зации и каждый их них дает свой дискретный рекорд. Исследуем распределения
сильных рекордов. Совместная плотность Xst(1), . . . , Xst(n) имеет следующий вид:

fXst(1),...,Xst(n−1),Xst(n)(x1, . . . , xn−1, xn) =
f(x1)

1− F (�x1�) . . .
f(xn−1)

1− F (�xn−1�) f(xn),

где �x1� ≤ x2, �x2� ≤ x3, . . . , �xn−1� ≤ xn. Откуда вытекает, что при xn ≥ n − 1
плотность Xst(n) записывается в виде
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fXst(n)(xn) = f(xn)

[xn]−1∑
mn−1=n−2

mn−1−1∑
mn−2=n−3

. . .

m2−1∑
m1=0

F (mn−1 + 1)− F (mn−1)

1− F (mn−1 + 1)
· F (mn−2 + 1)− F (mn−2)

1− F (mn−2 + 1)
. . .

F (m1 + 1)− F (m1)

1− F (m1 + 1)
.

Из формулы совместной плотности сильных рекордов также следует, что последо-
вательность Xst(1), Xst(2), . . . образует нестационарную цепь Маркова с вероятно-
стями

P (Xst(n+ 1) ≤ y | Xst(n) = x) =
F (y)− F (x)
1− F (�x�) (y ≥ �x� ≥ n).

Для второго рекордного момента находим функцию вероятности

P (Lst(2) = k) =

∫ ∞

0

P (X2 ≤ �x�, . . . , Xk−1 ≤ �x�, Xk > �x�)dF (x) =

=

∞∑
m=0

∫ 1

0

F k−2(m+ 1)(1− F (m+ 1))dF (x +m) =

=
∞∑

m=0

F k−2(m+ 1)(1− F (m+ 1))(F (m+ 1)− F (m)). (3)

Очевидно, что

ELst(2) =

∞∑
m=0

(2− F (m+ 1))(F (m+ 1)− F (m))

1− F (m+ 1)
=∞.

Можно обобщить равенство (16) и показать, что последовательность Lst(1),
Lst(2), . . . образует нестационарную цепь Маркова с вероятностями

P (Lst(n+1) = j | Lst(n) = i) =

∞∑
m=0

F j−i−1(m+1)(1−F (m+1))(F st
n (m+1)−F st

n (m)),

где F st
n (x) =

∫ x
0 fXst(n)(u)du. Можно также показать, что последовательности силь-

ных рекордных моментов и величин стохастически доминируют над соответствую-
щими последовательностями рекордных моментов и величин.

4. Некоторые соотношения между экспоненциальными и геометриче-
скими рекордами. Пусть в дальнейшем E(1) и Geom(p) обозначают, соответствен-
но, стандартное экспоненциальное распределение и геометрическое распределение с
параметром p ∈ (0, 1). Мы будем писать X ∼ E(1), если P (X < x) = 1− e−x (x > 0),
и Y ∼ Geom(p), если P (Y = k) = p(1− p)k (k ≥ 0). Отметим, что если X ∼ E(1), то
[X ] ∼ Geom(1 − e−1). Очевидно, что неравенства в (1) сводятся для стандартного
экспоненциального распределения к неравенствам

e− 1

e
n ≤ n ≤ (e − 1)n. (4)

Рассмотрим некоторые представления для рекордов в непрерывном и дискрет-
ном случаях. Данные представления позволяют связывать между собой зависимые
рекордные величины и суммы независимых слагаемых. Первое из этих представле-
ний справедливо для экспоненциальных рекордов.
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Представление 1. Пусть X1, X2, . . . — последовательность независимых
E(1)-распределенных случайных величин и X(1) < X(2) < . . . — соответствую-
щие рекордные величины. Тогда справедливы равенства

(X(1), X(2), . . . , X(n))
d
= (X1, X1 +X2, . . . , X1 + . . .+Xn)

и
(X(1), X(2)−X(1), . . . , X(n)−X(n− 1))

d
= (X1, X2, . . . , Xn).

Приведем также аналогичное представление для дискретного случая.

Представление 2. Пусть Vi = Yi+1 (i ≥ 1, Vi = 1, 2, . . .), где Yi ∼ Geom(p), —
последовательность независимых геометрически распределенных случайных вели-
чин и V (n) (n ≥ 1) — соответствующие им рекордные величины. Тогда справедли-
вы равенства

(V (1), V (2), . . . , V (n))
d
= (V1, V1 + V2, . . . , V1 + V2 + . . .+ Vn) (5)

и
(V (1), V (2)− V (1), . . . , V (n)− V (n− 1))

d
= (V1, V2, . . . , Vn). (6)

Аналогами представлений (3) и (4) для дискретных рекордов Y (1) < Y (2) < . . .
будут являться представления

(Y (1), Y (2), . . . , Y (n))
d
= (V1 − 1, V1 + V2 − 1, . . . , V1 + V2 + . . .+ Vn − 1)

и
(Y (1), Y (2)− Y (1), . . . , Y (n)− Y (n− 1))

d
= (V1 − 1, V2, . . . , Vn).

Для последовательности Y1, Y2, . . . рассмотрим также слабые рекордные величины
Y w(1) = Y1 ≤ Y w(2) ≤ . . ., для которых справедливы следующие представления:

(Y w(1), Y w(2), . . . , Y w(n))
d
= (Y1, Y1 + Y2, . . . , Y1 + Y2 + . . .+ Yn)

и
(Y w(1), Y w(2)− Y w(1), . . . , Y w(n)− Y w(n− 1))

d
= (Y1, Y2, . . . , Yn).

Теперь проанализируем некоторые соотношения, возникающие между непрерыв-
ными и дискретными рекордами. Рассмотрим множество независимых E(1)-
распределенных случайных величин X1 = X(1), . . . , XL(2) = X(2), где L(2) — ре-
кордный момент, соответствующийX(2). Величины [X1] = [X(1)], [X2], . . . , [XL(2)] =
[X(2)] будут независимыми геометрически распределенными случайными величи-
нами. Отметим, что [XL(2)] является второй рекордной величиной в последователь-
ности величин [Xi] (i ≥ 1) в случае, если [XL(2)] > [X1], или, что то же самое,
X(2) = Xst(2). Зафиксируем первую рекордную величину X1 и представим ее в виде
X1 = m + x, где m = 0, 1, 2, . . . и 0 ≤ x < 1. Пусть p1(m,x) и p2(m,x) — вероятно-
сти событий, состоящих в том, что среди величин [X1], . . . , [XL(2)] (при условии, что

X1 = m+x) есть один или два дискретных рекорда. Из соотношенияX(2)
d
= X1+X2

вытекают равенства

p2(m,x) = P ([m+ x+X2] ≥ m+ 1) = P (X2 ≥ 1− x) = e−1+x (0 ≤ x < 1)
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и
p1(m,x) = P (X2 < 1− x) = 1− e−1+x (0 ≤ x < 1).

Пусть p1 и p2 — вероятности того, что среди величин [X1], . . . , [XL(2)] одна или две
величины являются дискретными рекордами. Тогда

p2 =

∞∑
m=0

∫ 1

0

e−(1−u)e−(m+u)du = e−1

∫ 1

0

du

∞∑
m=0

e−m =
e−1

(1− e−1)

и p1 = 1 − e−1/(1− e−1). В результате находим, что p1 = (e − 2)/(e − 1) = 0.4180 и
p2 = 1/(e− 1) = 0.5820.

Пусть теперь N(n) — число дискретных рекордных величин среди
[X1], . . . , [XL(n)] = [X(n)] и p1(n,m, x) — вероятность того, что среди этих величин
есть только одна дискретная рекордная величина, при условии, что X1 = m+x. Как
и прежде, зафиксируем величины X1 = m+ x и [X1] = m. Пользуясь соотношением
X(n)

d
= X1 + . . .+Xn, находим, что

p1(n,m, x) = P (N(n) = 1 | X1 = m+ x) =

= P ([X1 + . . .+Xn] = [X1] = m | X1 = m+ x) =

= P (m ≤ m+ x+X2 + . . .+Xn < m+ 1 | X1 = m+ x) =

= P (X2 + . . .+Xn < 1− x) = Γ(n− 1, 1− x)
(n− 2)!

,

где Γ(α, x) =
∫ x
0
uα−1e−udu — неполная гамма-функция. Тогда вероятность того, что

среди величин [X1], . . . , [XL(n)] есть только одна дискретная рекордная величина,
ищется по формуле

p1(n) =
∞∑

m=0

∫ 1

0

P (N(n) = 1 | X1 = m+ u)e−(m+u)du =

=
−1

(1 − e−1)(n− 2)!

∫ 1

0

Γ(n− 1, 1− u)de−u.

Интегрируя по частям, получаем

p1(n) =
Γ(n− 1, 1)

(1− e−1)(n− 2)!
− e−1

(1− e−1)(n− 1)!
.

Отметим, что p1(n) = P (Xst(2) > X(n)). Поскольку P (X(n) ≤ 1) = Γ(n,1)
(n−1)! → 0 (n→

∞), то отсюда следует, что p1(n)→ 0. Приведем значения p1(n) для n = 2, 5, 10:

p1(2) = 0.418023, . . . , p1(5) = 0.005800, . . . , p1(10) = 1.762725 ∗ 10−7.

Рассмотрим также «диаметрально противоположную» ситуацию, при которой фик-
сируются n сильных рекордных величин среди [X1], . . . , [XL(n)] = [X(n)]. Очевидно,
что это происходит в случае, когда выполняются неравенства

[X1] < [X1 +X2] < . . . < [X1 +X2 + . . .+Xn].
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Поскольку вероятности соответствующих событий равны, находим, что

pn(n) = P ([X1] < [X1 +X2] < . . . < [X1 +X2 + . . .+Xn]) =

=
∑

0≤m1<m2<...<mn

∫
[0,1]n

e−(m1+x1)e−(m2−m1+x2−x1) . . .

. . . e−(mn−mn−1+xn−xn−1)dx1dx2 . . . dxn =

=
∑

0≤m1<m2<...<mn

∫
[0,1]n

e−(mn+xn)dx1dx2 . . . dxn =

= (1 − e−1)
∑

0≤m1<m2<...<mn

e−mn = (1 − e−1)
∞∑

mn=n−1

Cn−1
mn

e−mn .

Используя известное равенство

∞∑
m=n−1

Cn−1
m zm =

zn−1

(1− z)n ,

получаем, что pn(n)=
(
e−1/(1−e−1)

)n−1. Отметим здесь, что pn(n) = P (Lst(n) = n).
Очевидно, что для стандартного экспоненциального распределения справедливо

равенство

fXst(n)(x) = e−x(e− 1)n−1

[x]−1∑
mn−1=n−2

mn−1−1∑
mn−2=n−3

. . .

m2−1∑
m1=0

1 (n ≥ 2).

С помощью индукции можно показать справедливость соотношения

[x]−1∑
mn−1=n−2

mn−1−1∑
mn−2=n−3

. . .

m2−1∑
m1=0

1 =
([x]− n+ 2)([x] − n+ 3) . . . [x]

(n− 1)!
(n ≥ 2).

Отсюда получаем

fXst(n)(x) = e−x(e− 1)n−1 ([x]− n+ 3)([x]− n+ 1) . . . [x]

(n− 1)!
(x ≥ n− 1).

Из последней формулы, в частности, следует, что распределение второй сильной
рекордной величины имеет вид

FXst(2)(x) = 1− e−[x] − (e − 1)[x]e−x (x ≥ 1).

5. Результаты статистического моделирования. При подготовке дан-
ной статьи мы провели следующий эксперимент статистического моделирования.
Мы генерировали 100 раз независимые последовательности, состоящие из E(1)-
распределенных независимых случайных величин, до тех пор, пока для некоторых
k не происходили события X(k) < 10 < X(k + 1). Затем мы проводили процеду-
ры дискретизации ста выборок [X1], . . . , [XL(k)] и считали количество дискретных
и слабых рекордов для каждой выборки. Выборочное среднее числа дискретных
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рекордов оказалось равным 6.4703. Из (3) следует, что гипотетическое математиче-
ское ожидание равно e−1

e 10 = 6.3212 . . . . Выборочное среднее числа слабых рекордов
оказалось равным 17.4162. Из (3) следует, что гипотетическое математическое ожи-
дание равно (e−1)10 = 17.1828 . . . . Очевидно, что наш эксперимент статистического
моделирования косвенно подтвердил правильность излагаемых в работе теоретиче-
ских результатов.
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In the present work, we consider discretization of continuous distributions and study re-
lations between continuous record values, weak record values and discrete record values
obtained from continuous record values by discretization. We first compare the numbers
of continuous record values registered in real intervals and the numbers of discrete record
values and weak record values located on the sets of non-negative integers. Further in the
paper, we introduce the so-called strong continuous record values that hold out after dis-
cretization and we discuss their distributional properties. We also analyze what happens
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with record values after discretization of the standard exponential distribution. Finally, we
present a simulation experiment, which supports the theoretical results of the paper.
Keywords: records, strong records, weak records, discretization, exponential distribution,
geometric distribution.
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