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Статья посвящена классической задаче аналитической геометрии в n-мерном евкли-
довом пространстве, а именно нахождению канонического уравнения квадрики по ис-
ходному уравнению. Каноническое уравнение определяется по инвариантам уравнения
поверхности второго порядка, т. е. по величинам, которые не меняются при аффин-
ной замене координат пространства. С. Л. Певзнер нашел удобную систему инвари-
антов: q — ранг расширенной матрицы системы для определения центра симметрии
поверхности; корни характеристического многочлена матрицы квадратичных слагае-
мых уравнения поверхности, т. е. собственные числа этой матрицы; Kq — коэффици-
ент при переменной λ в степени n − q в многочлене, равный определителю матрицы
порядка n + 1, полученной по определенному правилу из исходного уравнения по-
верхности. Собственные числа матрицы квадратичных слагаемых и коэффициент Kq

позволяют выписать каноническое уравнение поверхности. В статье предложено но-
вое простое доказательство результата С. Л. Певзнера. В доказательстве используются
только элементарные свойства определителей. Этот алгоритм нахождения канониче-
ского уравнения поверхности может найти применение в компьютерной графике.
Ключевые слова: инварианты, гиперповерхности второго порядка.

1. Введение. Одним из частных вопросов общей теории инвариантов явля-
ется вопрос о метрических инвариантах уравнений поверхностей второго порядка
(квадрик) в вещественном евклидовом пространстве размерности n. Эта проблема
имеет длинную историю. Б.А. Розенфельд отмечал, что первые инварианты кри-
вых второго порядка открыл Аполлоний Пергский [1, с. 618]. Дальнейшие сведения
об инвариантах кривых на плоскости можно найти в книгах по классической тео-
рии инвариантов [2–4]. Изучение метрических инвариантов поверхностей в евкли-
довом пространстве как специального вопроса проективной геометрии отражено в
[5, 6]. В литературе на русском языке инварианты кривых и поверхностей в трех-
мерных пространствах подробно выводятся в фундаментальных курсах аналитиче-
ской геометрии [7–9]. Инварианты поверхностей в n-мерном пространстве описаны
в [1]. За основу изложения вопроса в книгах на русском языке был выбран под-
ход П.С.Моденова [7, т. 2, с. 196; 9, с. 290]. При исследовании вводились инварианты
полной группы движений и семиинварианты (условные инварианты) — инвариан-
ты группы вращений. С.Л.Певзнер разработал новый подход и указал, как можно
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обойтись без понятия семиинвариантов [10]. К сожалению, эта работа практически
неизвестна, и при разработке алгоритмов используют подход с семиинвариантами.

В компьютерной графике часто становится важным определение типа кривой
без проведения подробного исследования кривой и поиска новой системы координат
[11]. Инварианты позволяют это сделать. Поэтому метод инвариантов широко при-
меняется и в преподавании. Алгоритм определения типа кривой на основе инвари-
антов С.Л.Певзнера очень простой и не требует длинных вычислений. В настоящей
работе приводится новый вывод инвариантов Певзнера, который опирается только
на теорию определителей и может быть изложен в университетском курсе линейной
алгебры и аналитической геометрии.

2. Инварианты. Основная теорема. Поверхностью второго порядка назы-
вают множество точек (x1, . . . , xn), заданных уравнением

n∑
i,j=1

aijxixj + 2
n∑

i=1

bixi + c = 0. (1)

В матричной форме уравнение (1) имеет вид

XtAX + 2btX + c = 0. (2)

Запишем уравнение перехода к новой декартовой системе координат:

X = QX ′ + h, (3)

где столбцы X = (x1, . . . , xn)
t, X ′ = (x′1, . . . , x

′
n)

t — координаты точки в старой и в
новой системах координат, Q — ортогональная матрица порядка n× n, h — вектор-
столбец координат нового начала координат в старой системе координат. ПриQ = E,
где E — единичная матрица порядка n×n, преобразование является параллельным
переносом, а при h = 0 — поворотом.

Непосредственно доказывается, что при переходе к новой системе координат
уравнение поверхности принимает вид

X ′tA′X ′ + 2b′tX ′ + c′ = 0, (4)

где
A′ = QtAQ,
b′ = QtAh+Qtb,
c′ = htAh+ 2bth+ c.

(5)

В матричной форме формулы (5) можно представить в виде(
A′ b′

b′t c′

)
=

(
Qt 0
ht 1

)(
A b
bt c

)(
Q h
0 1

)
. (6)

Хорошо известно, что выбрав новую систему координат, можно привести урав-
нение к простейшему, так называемому каноническому виду. Напомним основные
этапы упрощения уравнения квадрики. Центром симметрии квадрики называется
такая точка, что при центральной симметрии относительно этой точки квадрика
переходит в себя. Центр симметрии находится из системы

Ax0 + b = 0. (7)
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Если поверхность имеет хотя бы один центр симметрии, то поверхность называ-
ется центральной [9, 10]. Уравнение такой поверхности с помощью выбора системы
координат может быть приведено к виду

λ1τ
2
1 + λ2τ

2
2 + . . .+ λrτ

2
r + c = 0. (8)

Если поверхность не имеет центра симметрии, то ее называют нецентральной
[9] или параболической [10]. В этом случае ее простейшее уравнение имеет вид

λ1τ
2
1 + λ2τ

2
2 + . . .+ λrτ

2
r + 2Mτr+1 = 0. (9)

Инвариантом уравнения называют такую функцию коэффициентов уравнения,
которая не меняется при переходе к новой системе координат [2–4, 10].

Рассмотрим инварианты уравнения поверхности:
1) ранги r и q матриц коэффициентов A и расширенной матрицы A∗ системы

(7) соответственно, где

A =

⎛⎜⎜⎝
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . .
an1 an2 . . . ann

⎞⎟⎟⎠ , A∗=

⎛⎜⎜⎝
a11 . . . a1n b1
a21 . . . a2n b2
. . . . . .
an1 . . . ann bn

⎞⎟⎟⎠
(эти инварианты предложил С.Л.Певзнер [10]);

2) собственные числа матрицы A, т. е. корни характеристического многочлена
матрицы A

Δ(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 . . . a1n
a21 a22 − λ . . . a2n
. . . . . .
an1 an2 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ ;
3) коэффициенты многочлена n-й степени

Δ1(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 . . . a1n b1
a21 a22 − λ . . . a2n b2
. . . . . . .
an1 an2 . . . ann − λ bn
b1 b2 . . . bn c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

Δ1(λ) = K0(−λ)n +K1(−λ)n−1 + . . .+Kn−1(−λ) +Kn

(этот инвариант предложил П.С.Моденов [7, 9]).
Легко видеть, что ранги матриц A, A∗ сохраняются при заменах координат, т. е.

ранги являются инвариантами [10]. Отметим, что поверхность центральная (пара-
болическая) тогда и только тогда, когда r = q (r + 1 = q). Отметим, что ранг r
матрицы A равен количеству ненулевых собственных чисел матрицы A. Как хоро-
шо известно, характеристический многочлен матрицы A инвариантен относительно
преобразования координат [9, 10]. А многочлен Δ1(λ) не инвариантен относительно
общего преобразования координат. Он сохраняется при поворотах, но в общем слу-
чае не сохраняется при параллельном переносе. При этом некоторые коэффициенты
многочлена Δ1(λ) сохраняются и при параллельных переносах, т. е. являются инва-
риантами уравнения поверхности второго порядка. Рассмотрим подробно свойства
многочлена Δ1(λ).
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Введем обозначение:

B(λ) =

(
A− λE b
bt c

)
.

Теорема. (a) Многочлен Δ1(λ) инвариантен относительно поворотов.
(b) Если ранг матрицы A∗ равен q, то n − q младших коэффициентов много-

члена Δ1(λ) равны нулю: Kq+1 = Kq+2 = . . . = Kn = 0.
(c) Коэффициент Kq инвариантен при переносах.
Доказательство. (a) Первая часть теоремы доказывается прямым подсчетом

многочлена Δ1(λ) в новых координатах. В силу (5) при h = 0 имеем

B′(λ) =

(
A′ − λE b′

bt′ c

)
=

(
QtAQ − λE b

bt c

)
=

=

(
Qt 0
0 1

)(
A− λE b
bt c

)(
Qt 0
0 1

)
.

А так как det

(
Qt 0
0 1

)
= ±1, то

Δ′
1(λ) = det

(
A′ − λE b′

bt′ c

)
= det

(
A− λE b
bt c

)
= Δ1(λ).

(b) Так как многочлен Δ1(λ) сохраняется при поворотах, мы выберем такую
ортогональную матрицу Q, что

A′ = QtAQ = diag{λ1, λ2, . . . , λr , 0, . . . , 0},
и уравнение квадрики примет вид

λ1η
2
1 + λ2η

2
2 + . . .+ λrη

2
r + 2b′1η1 + . . .+ 2b′r+1ηr+1 + . . .+ 2b′nηn + c = 0.

Если r = q, то квадрика — центральная, и все числа b′q+1, . . . , b
′
n равны нулю.

Уравнение квадрики имеет вид

λ1η
2
1 + λ2η

2
2 + . . .+ λrη

2
r + 2b′1η1 + . . .+ 2b′rηr + c = 0.

Многочлен Δ1(λ) в этом случае будет следующим:

Δ1(λ) = det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 − λ b′1
λ2 − λ b′2

. .
. .
. .
λr − λ b′r

−λ 0
. .
. .
. .
−λ 0

b′1 b′2 . . . b′r 0 . . . 0 c

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

222 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2022. Т. 9 (67). Вып. 2



= (−λ)n−q
det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 − λ b′1
λ2 − λ b′2

. .
. .
. .
λr − λ b′r

1 0
. .
. .
. .

1 0
b′1 b′2 . . . b′r 0 . . . 0 c

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Следовательно, Kq+1 = Kq+2 = . . . = Kn = 0 и младший коэффициент много-
члена Δ1(λ), который может быть отличен от нуля, т. е.

Kq =
Δ1(λ)

(−λ)n−q

∣∣∣∣
λ=0

,

определяется формулой

Kq = det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 b′1
λ2 b′2

. .
. .
. .
λr b′r

1 0
. .
. .
. .

1 0
b′1 b′2 . . . b′r 0 . . . 0 c

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Таким образом, Kq есть определитель матрицы B(0) при определенном выборе
матрицы A и столбца b. Из этого вытекает, что коэффициент Kq не меняется при
параллельных переносах.

Если r + 1 = q, то поверхность — параболическая, и среди чисел b′r+1,. . .,b′n
есть ненулевые. Анализ многочлена Δ1(λ) в этом случае проводится аналогично
предыдущему случаю. Только для упрощения уравнения поверхности нужно сде-
лать дополнительное преобразование — поворот системы координат, при котором
упростятся линейные слагаемые b′q,. . .,b′n. Новое преобразование координат имеет
вид

τ1 = η1, . . . , τr = ηr, τr+1 =
(
b′r+1ηr+1 + . . .+ b′nηn

) 1

M
, . . . ,

где M — положительный множитель, обеспечивающий ортогональность матрицы
преобразования:

M2 = (b′r+1)
2ηr+1 + (b′r+2)

2ηr+2 + . . .+ (b′n)
2ηn.
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Строки, следующие за (r + 1)-й, выбираются так, чтобы полученная матрица
была ортогональной. Такая матрица существует, так как первые r + 1 строк могут
быть дополнены до ортонормированного базиса пространства. В результате этого
преобразования уравнение поверхности примет вид

λ1τ
2
1 + λ2τ

2
2 + . . .+ λrτ

2
r + 2b′1τ1 + . . .+ 2b′rτr + 2Mτr+1 + c = 0.

Многочлен Δ1(λ) сохраняется при поворотах и в этом случае определяется как

Δ1(λ) = det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 − λ b′1
λ2 − λ b′2

. .
. .
. .
λr − λ b′r

−λ M
−λ 0

. .
. .
−λ 0

b′1 b′2 . . . b′r M 0 . . 0 c′

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Упрощая этот определитель так же, как и в случае r = q, мы получим

Δ1(λ) = (−λ)n−q det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 − λ b′1
λ2 − λ b′2

. .
. .
. .
λr − λ b′r

−λ M
1 0

. .
. .

1 0
b′1 b′2 . . . b′r M 0 . . 0 c

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Таким образом, многочлен Δ1(λ) делится на (−λ)n−q, поэтому члены многочлена,
содержащие −λ в степенях с показателями, меньшими n − q, равны нулю и коэф-
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фициент Kq определяется следующим образом:

Kq = det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 b′1
λ2 b′2

. .
. .
. .
λr b′r

0 M
1 0

. .
. .

1 0
b′1 b′2 . . . b′r M 0 . . 0 c

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Утверждение (b) доказано.
(с) Итак, младший коэффициент многочлена Δ1(λ), который может быть отли-

чен от нуля — это Kq, где Kq =
Δ1(λ)

(−λ)n−q

∣∣∣
λ=0

.

Докажем, что этот коэффициент сохраняется при параллельных переносах. Для
доказательства используем формулу (6) замены коэффициентов уравнения поверх-
ности при замене координат. Наиболее простой случай получается при r = q = n.
Здесь

Kn = det

(
A b
bt c

)
.

Из формулы замены коэффициентов уравнения (6) следует равенство

det

(
A′ b′

b′t c′

)
= det

(
Qt 0
ht 1

)
det

(
A b
bt c

)
det

(
Q h
0 1

)
= det

(
A b
bt c

)
,

так как

det

(
Q h
0 1

)
= det

(
Qt 0
ht 1

)
= ±1.

Таким образом, коэффициент Kq — инвариант уравнения поверхности. Анало-
гично доказывается инвариантность Kq и в других случаях, так как свойства
Kq аналогичны свойствам Kn. При доказательстве мы используем рассуждение
Б.А. Розенфельда [1, с. 316]. Уравнения (8) и (9) показывают, что поверхности в этих
случаях можно рассматривать как квадрики в пространстве размерности q. Парал-
лельный перенос пространства представим как композицию параллельного переноса
в подпространстве размерности q и переноса дополнительного подпространства. При
переносе вдоль дополнительного подпространства уравнение квадрики не меняется,
так как уравнения (8) и (9) не зависят от переменных, задающих это подпростран-
ство. А при переносе вдоль подпространства размерности q инвариант Kq не меня-
ется, так как Kq в этом случае аналогичен Kn для r = q = n. Теорема полностью
доказана. �
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Рассмотрим случай q = r, т. е. случай центральных поверхностей. Здесь кано-
ническое уравнение будет иметь вид (8) и

Kr =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ1 0
. .
λr .

1 .
. .

1 0
0 . . . . 0 c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ1 . . . λrc.

Следовательно, каноническое уравнение центральной поверхности примет вид

λ1τ
2
1 + λ2τ

2
2 + . . .+ λrτ

2
r +

Kr

λ1 . . . λr
= 0.

Рассмотрим случай q = r + 1, т. е. случай параболических поверхностей. Здесь
каноническое уравнение квадрики будет иметь вид (9) и

Kr+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ1 0
. .
λr 0

0 M
1 .

1 0
0 . 0 M . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −M2λ1 . . . λr.

Отсюда получаем

M =

√
− Kr+1

λ1 . . . λr
.

Каноническое уравнение параболической поверхности будет следующим:

λ1x
2
1 + λ2x

2
2 + . . .+ λrx

2
r + 2Mxr+1 = 0.

Таким образом, мы выразили коэффициенты канонических уравнений поверх-
ности через инварианты.
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The article is devoted to the classical problem of analytic geometry in n-dimensional Eu-
clidean space: finding the canonical equation of a quadric. The canonical equation is deter-
mined by the invariants of the second-order surface equation. Invariants are quantities that
do not change under an affine change of space coordinates. S. L. Pevsner found a convenient
system of the following invariants: q is the rank of the extended matrix of the system for de-
termining the center of symmetry of the surface; the roots of the characteristic polynomial
of the matrix of quadratic terms of the surface equation, i. e. the eigenvalues of this matrix;
Kq is the coefficient of the variable λ to the power of n − q in a polynomial equal to the
determinant of the n+ 1 order matrix obtained by a certain rule from the original surface
equation. All the coefficients of the canonical equations of quadrics are expressed through
eigenvalues of the matrix of quadratic terms and the coefficient Kq. Pevsner’s result is
proved in a new way. Elementary properties of determinants are used in the proof. This
algorithm for finding the canonical equation of a quadric is a very convenient algorithm for
computer graphics.
Keywords: invariant, second-order hypersurfaces.
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