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Общий теоретический подход к асимптотическому выделению сигнала из аддитивно
возмущенного ряда с помощью метода анализа сингулярного спектра (коротко, АСС)
был разобран в статье В. В. Некруткина, опубликованной в журнале Statistics and Its
Interface (SII, 2010, vol. 3, 297–319). В настоящей работе мы рассматриваем пример
подобного анализа для линейного сигнала и аддитивной синусоидальной помехи. По-
лучен результат, что в этом случае так называемые ошибки восстановления ri(N)
метода АСС равномерно стремятся к нулю при стремлении длины ряда N к беско-
нечности. Точнее, доказано, что maxi |ri(N)| = O(N−1) при N → ∞ и «длине окна»
L, равной (N + 1)/2. Важно отметить, что в случае, когда сигнал является растущей
экспонентой, а помеха по-прежнему остается синусоидальной, результат оказывается
совершенно другим. А именно, как доказано в статье Е. Ивановой и В. Некруткина
(SII, 2019, vol. 12, 1, 49–59), в этом случае любое конечное число последних членов
ряда ошибок не имеет предела при N → ∞.
Ключевые слова: обработка сигналов, анализ сингулярного спектра, линейный сигнал,
разделимость, асимптотический анализ.

1. Введение. Остановимся сначала на том варианте метода анализа сингуляр-
ного спектра (сокращенно, АСС), который обсуждается в настоящей работе. По-
дробное описание этого метода можно найти в [1] или [2].

Рассматривается вещественный «сигнал» F = (f0, . . . , fn, . . .). Предполагается,
что ряд F управляется линейной рекуррентной формулой (ЛРФ) порядка d

fn =

d∑
k=1

akfn−k, n ≥ d (1)

с ad > 0, которая является минимальной в том смысле, что не существует ЛРФ
меньшего порядка, управляющей рядом F .

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных иссле-
дований (грант №20-01-00067).
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Кроме того, вводится «помеха» E = (e0, . . . , en, . . .) и предполагается, что на-
блюдается ряд XN = FN + δEN , где FN и EN — согласованные отрезки длины N
сигнала и помехи, а δ является формальным параметром возмущения. Иначе говоря,

FN = (f0, . . . , fN−1), EN = (e0, . . . , eN−1) и XN = (f0 + δe0, . . . , fN−1 + δeN−1).

Общая задача состоит в (приближенном) выделении сигнала FN из суммы XN . При
этом предполагается, что известно только значение порядка d ЛРФ (1). Термины
«сигнал» и «помеха» подчеркивают нашу заинтересованность именно в ряде FN .

1.1. Краткое описание метода. Метод АСС в этом случае описывается
следующим образом.

1. Прежде всего, выбирается длина окна L < N и из рядаXN строится ганкелева
траекторная матрица H(δ) размерности L × K, K = N − L + 1, с элементами
H(δ)[ij] = xi+j−2, 1 ≤ i ≤ L, 1 ≤ j ≤ K. При этом предполагается, чтоmin(L,K) ≥ d.
В [1] эта операция называется вложением.

Если обозначить H и E ганкелевы матрицы, полученные из рядов FN и EN

операцией вложения с той же длиной окна L, то, конечно, H(δ) = H+ δE.
2. Затем матрица H(δ) подвергается сингулярному разложению и суммируются

d главных (то есть соответствующих наибольшим сингулярным числам) элементар-
ных матриц этого разложения. Результат H̃(δ) этой операции является наилучшим
приближением матрицы H(δ) с помощью матриц ранга d в норме Фробениуса.

3. После этого ищется ганкелева матрица Ĥ(δ), которая является ближайшей
к H̃(δ) в той же норме Фробениуса. В явном виде это означает, что на каждой
побочной диагонали i + j = const все элементы матрицы H̃(δ) заменяются их сред-
ними значениями. Поэтому в [1] эта операция названа диагональным усреднением.
Обозначая ее S, получим, что Ĥ(δ) = SH̃(δ).

4. Наконец, применяя к Ĥ(δ) операцию, обратную к операции вложения, при-
ходим к восстановленному ряду

FN (δ) = (f0(δ), . . . , fN−1(δ)),

который объявляется приближением к сигналу FN .
Более формализованную запись этого варианта метода АСС см. в [2, с. 128] с

M = 1.
Естественно назвать ряд

RN (δ) = (r0(δ), . . . , rN−1(δ))

с ri(δ) = fi(δ) − fi рядом ошибок восстановления, а матрицу Δδ(H) = Ĥ(δ) −H —
матрицей ошибок восстановления.

В настоящей работе рассматривается линейный сигнал

fn = θ1n+ θ0, (2)

где θ1 �= 0, а помехой является линейная комбинация гармоник

en =
r∑

�=1

τ� cos(2πnω� + ϕ�), (3)
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где τ� �= 0, ω� �= ωp при � �= p и 0 < ω� < 1/2. Так как сигнал (2) управляется ЛРФ
fn = 2fn−1 − fn−2, то в этом случае d = 2.

В [3, § 5.3] предложена общая схема асимптотического анализа ошибок восста-
новления при N → ∞. Поскольку она используется ниже, приведем ее краткое
описание.

1.2. Подход к анализу ошибок восстановления. Прежде всего нас бу-
дет интересовать равномерная сходимость остатков ri(δ) к нулю, то есть поведение
нормы ‖FN (δ)− FN‖max = max0≤i<N |ri(δ)| при N →∞.

Кроме того, предполагается, что minL,K ≥ d. В настоящей статье используется
соотношение L = (N + 1)/2, то есть длина ряда N предполагается нечетной.

Далее, если U⊥
0 — линейное пространство, порожденное столбцами матрицы H,

то из (1) следует, что в этих условиях размерность U⊥
0 равна d вне зависимости от

N и L.
Обозначим через P⊥

0 ортогональный проектор на линейное пространство U⊥
0 ,

а через P⊥
0 (δ) — ортогональный проектор на линейное пространство, порожденное

столбцами матрицы H̃(δ). Тогда, как показано в [3, § 5.3], выполняется равенство

H̃(δ) −H = (P⊥
0 (δ)−P⊥

0 )H(δ) + δP⊥
0 E. (4)

В настоящей работе, следуя [3, § 5.3], используем две матричные нормы. Для
матрицы A размера L×K спектральная норма ‖A‖ определяется как максимальное
сингулярное число этой матрицы, а равномерная норма ‖A‖max — как максимум
из модулей элементов этой матрицы. Соотношение между этими нормами хорошо
известно [4, § 2.3.2]:

‖A‖max ≤ ‖A‖ ≤
√
LK‖A‖max. (5)

Поскольку ‖SA‖max ≤ ‖A‖max, то левое из неравенств (5) дает возможность исполь-
зовать спектральную норму с целью исследования поведения ошибок восстановле-
ния. В то же время вид первого слагаемого правой части (4) показывает, что нужно
обратить внимание на разность проекторов P⊥

0 (δ)−P⊥
0 .

Используя классические результаты Т.Като [5, гл. 2, § 3], в [3, теорема 2.1] полу-
чили оценку сверху спектральной нормы ‖P⊥

0 (δ)−P⊥
0 ‖, которая используется в неко-

торых так называемых подпространственных методах обработки сигналов. Однако,
поскольку в (4) разность проекторов умножается на H(δ), эта оценка оказывается
недостаточной и приходится выделять «главную часть» разности P⊥

0 (δ)−P⊥
0 .

Делается это следующим образом. Обозначим соответственно μmax = ‖H‖2
и μmin максимальное и минимальное положительное собственные числа матрицы
HHT. Кроме того, пусть S0 — псевдообратная матрица Мура—Пенроуза к матрице
HHT с ‖S0‖ = 1/μmin. Далее положим

B(δ) = H(δ)(H(δ))T −HHT = δ(HET +EHT) + δ2EET

и

W1(δ) = P0B(δ)S0 + S0B(δ)P0, (6)

где P0 = I − P⊥
0 , а I — единичная (L × L)-матрица. Тогда имеет место следующее

утверждение (см. [3, теорема 2.4]).
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Теорема 1. Пусть δ0 > 0 и ‖B(δ)‖/μmin < 1/4 для всех δ ∈ (−δ0; δ0). Тогда
существует такая абсолютная постоянная C, что

‖P⊥
0 (δ)−P⊥

0 −W1(δ)‖ ≤ C

(‖B(δ)‖
μmin

)2
1

1− 4‖B(δ)‖/μmin
. (7)

Неравенство (7) используется следующим образом. Равенство (4) переписыва-
ется в виде

H̃(δ)−H =
(
P⊥

0 (δ)−P⊥
0 −W1(δ)

)
H(δ) + δP⊥

0 E+W1(δ)H(δ). (8)

Если при этом оказывается, что при N →∞ справедливо неравенство

‖(P⊥
0 (δ)−P⊥

0 −W1(δ)
)
H(δ)‖ ≤ ‖(P⊥

0 (δ)−P⊥
0 −W1(δ)

)‖ ‖H(δ)‖ → 0, (9)

то остается проверить асимптотическое поведение элементов конкретной (хотя, воз-
можно, и сложно устроенной) остаточной матрицы δP⊥

0 E+W1(δ)H(δ).
Именно таким путем в настоящей работе предлагается решать задачу об асимп-

тотической отделимости сигнала (2) от помехи (3). А именно, сначала доказывается,
что для любого δ неравенство (7) имеет место при достаточно больших N , затем,
оценивая сверху правую часть (7), мы приходим к сходимости (9) (см. раздел 2).

В разделе 3 приводятся доказательства соотношений ‖W1(δ)H(δ)‖max =
O(N−1) и ‖P⊥

0 E‖max = O(N−1). Отсюда сразу же будет следовать сходимость
‖FN (δ) − FN‖max к нулю, более того, это выражение имеет порядок O(N−1) при
N →∞.

Все эти факты сначала обсуждаются для одиночной синусоидальной помехи,
переход к помехе общего вида (3) и окончательный результат работы — теорема 2 —
также помещены в раздел 3.

2. Вспомогательные утверждения и доказательство сходимости (9).
Как уже было сказано, мы здесь рассматриваем сигнал (2) (достаточно взять θ1 = 1)
и помеху

en = cos(2πnω + ϕ), ω ∈ (0, 1/2). (10)

Кроме того, пусть L = K := N−L+1 = (N+1)/2 (то есть матрицы H и E являются
квадратными и симметричными), а N →∞.

Как отмечено в [3, лемма 3.1], в этих условиях существуют такие положитель-
ные постоянные Ccos, Cmax и Cmin < Cmax, что при N →∞ выполняются соотноше-
ния

‖EET‖ = ‖E‖2 ∼ CcosN
2, μmax ∼ CmaxN

4 и μmin ∼ CminN
4. (11)

Лемма 1. При N →∞ имеет место соотношение ‖HET‖max = O(N).

Доказательство. При 1 ≤ p ≤ L и 1 ≤ s ≤ K имеем

HET[p, s] =

K−1∑
j=0

(p+ j) cos(2π(s+ j)ω + ϕ) =

= p

K−1∑
j=0

cos(2πjω + ϕs) +

K−1∑
j=0

j cos(2πjω + ϕs),

где ϕs = 2πsω + ϕ.
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Так как для любой ψ справедливы неравенства

p

∣∣∣∣∣∣
K−1∑
j=0

cos(2πjω + ψ)

∣∣∣∣∣∣ = p

∣∣∣∣sin(πKω)sin(πω)
cos(π(K − 1)ω + ψ)

∣∣∣∣ ≤ p

sin(πω)
= O(N)

и в обозначениях

BK =
1

2 sin(πω)
sin(π(2K − 1)ω + ψ), EK =

sin(πKω)

2 sin2(πω)
sin(πKω + ψ)

имеет место соотношение∣∣∣∣∣∣
K−1∑
j=0

j cos(2πjω + ψ)

∣∣∣∣∣∣ = ∣∣KBK − EK

∣∣ ≤ K

2 sin(πω)
+

1

2 sin2(πω)
= O(N),

то ‖HET‖max = O(N).

Замечание 1. Поскольку LK ∼ N2/4, а μmin ∼ CminN
4 при N → ∞, то,

применяя правое из неравенств (5), получим, что ‖HET‖/μmin = O(N−2).

Лемма 2. Имеет место соотношение ‖P⊥
0 E‖max = O(N−1).

Доказательство. Обозначим

PL(0) = (1, . . . , 1)T, PL(1) = (0, 1, . . . , (L− 1))T.

Конечно, пара PL(0), PL(1) является базисом линейного пространства U⊥
0 . Поэтому

матрица P⊥
0 может быть представлена как

P⊥
0 = γ200PL(0)P

T
L (0) +

(
γ11PL(1)− γ10PL(0)

)(
γ11P

T
L (1)− γ10PT

L (0)
)
=

= (γ200 + γ210)PL(0)P
T
L (0) + γ211PL(1)P

T
L (1)− γ11γ10

(
PL(1)P

T
L (0) + PL(0)P

T
L (1)
)
,
(12)

где (L× L)-матрицы имеют вид

PL(0)P
T
L (0) =

⎛⎜⎝1 . . . 1
...

. . .
...

1 . . . 1

⎞⎟⎠ , PL(0)P
T
L (1) =

⎛⎜⎝0 1 . . . L− 1
...

...
. . .

...
0 1 . . . L− 1

⎞⎟⎠ ,

PL(1)P
T
L (0) =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 . . . 0
1 . . . 1
...

. . .
...

L− 1 . . . L− 1

⎞⎟⎟⎟⎠ , PL(1)P
T
L (1) =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 . . . 0
0 1 . . . L− 1
...

...
. . .

...
0 L− 1 . . . (L− 1)2

⎞⎟⎟⎟⎠
и

γ11 =

√
12√

L(L2 − 1)
, γ10 =

√
3(L− 1)√
L(L+ 1)

, γ00 = 1/
√
L.
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Умножая каждое слагаемое в правой части (12) на матрицу

E=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
cos(ϕ) . . . cos(2π(j − 1)ω + ϕ) . . . cos(2π(K − 1)ω + ϕ)

...
. . .

...
. . .

...
cos(2π(i−1)ω+ϕ) . . . cos(2π(i+j − 2)ω+ϕ) . . . cos(2π(K+i−1)ω+ϕ)

...
. . .

...
. . .

...
cos(2π(L− 1)ω + ϕ) . . . cos(2π(L+ j − 1)ω + ϕ) . . . cos(2π(N − 1)ω + ϕ)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
и действуя таким же образом, как в лемме 1, приходим к нужному результату,
опуская совершенно элементарные, но громоздкие и многочисленные вычисления.

Лемма 3. Имеет место соотношение ‖S0E‖ = O(N−4).

Доказательство. Рассмотрим сингулярное разложение матриц HHT, S0 и H:

HHT = μmax U1U
T
1 + μmin U2U

T
2 , S0 = μ−1

max U1U
T
1 + μ−1

min U2U
T
2 ,

H = μ1/2
max U1U

T
1 + μ

1/2
min U2U

T
2 .

Кроме того, P⊥
0 = U1U

T
1 + U2U

T
2 , где U1, U2 — ортонормированные собственные

векторы матрицы HHT. Далее имеем

HET = μ
1/2
min

(
μ
1/2
max

μ
1/2
min

U1U
T
1 ET + U2U

T
2 ET

)
,

и, поскольку μ1/2
min ∼ Cmax(N

2), μ1/2
max/μ

1/2
min → c > 1 и ‖HET‖max = O(N), то отсюда

следует, что
‖cU1U

T
1 ET + U2U

T
2 ET‖max = O(N−1).

Так как ‖P⊥
0 E‖max = ‖U1U

T
1 E + U2U

T
2 E‖max = O(N−1), то ‖UiU

T
i ET‖max =

O(N−1) при i = 1, 2, и поэтому, учитывая, что E = ET, получим (см. (5))

‖S0E‖max = O(N−5) и ‖S0E‖ = O(N−4),

что и требовалось доказать.

Предложение 1. Пусть N нечетное, N → ∞ и L = (N + 1)/2. Тогда для
любого δ

‖(P⊥
0 (δ)−P⊥

0 −W1(δ)
)
H(δ)‖ = O(N−2).

Доказательство. Прежде всего, согласно лемме 1 и асимптотикам (11), су-
ществует такая постоянная C1, что

‖B(δ)‖/μmin ≤ δ2‖EET‖/μmin + 2|δ| ‖HET‖/μmin ≤ C1

(
δ2N−2 + |δ|N−2

)
= O(N−2).

Поэтому для любого δ неравенство (7) выполняется при достаточно большом N и,
следовательно, при N →∞ справедливо соотношение

‖(P⊥
0 (δ)−P⊥

0 −W1(δ)
)
H(δ)‖ ≤ ‖(P⊥

0 (δ)−P⊥
0 −W1(δ)

)‖ ‖H(δ)‖ ≤

≤ C

(‖B(δ)‖
μmin

)2 ‖H(δ)‖
1− 4‖B(δ)‖/μmin

∼ C

(‖B(δ)‖
μmin

)2
‖H‖,

откуда немедленно следует требуемое.
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3. Исследование элементов остаточной матрицы и окончательный ре-
зультат. Нам осталось исследовать асимптотическое поведение элементов матриц
W1(δ)H(δ) и P⊥

0 E в условиях предложения 1. При этом, как и в предыдущем раз-
деле, предполагается, что помеха имеет вид (10).

Согласно лемме 2, ‖P⊥
0 E‖max = O(N−1), поэтому нужно разобраться с

W1(δ)H(δ).

Предложение 2. В условиях предложения 1 ‖W1(δ)H(δ)‖max = O(N−1).

Доказательство. Начнем с некоторых упрощений. По формуле (6) имеем

W1(δ) = δV
(1)
0 + δ2(P0EETS0 + S0EETP0),

где V
(1)
0 = P0EHTS0 + S0HETP0. Так как (см. лемму 3)∥∥P0EETS0 + S0EETP0

∥∥ ≤ 2‖S0E‖ ‖E‖ = O(N−3)

и ‖E‖ = o(‖H‖), то
∥∥∥(W1(δ)− δV(1)

0

)
H(δ)
∥∥∥ = O(N−1) → 0, и поэтому достаточно

рассматривать элементы матрицы

V
(1)
0 H(δ) = P0EHTS0H+ δ(P0EHTS0E+ S0HETP0E)

вместо W1(δ)H(δ). Далее, поскольку∥∥P0EHTS0E+ S0HETP0E
∥∥ ≤ 2‖HET‖ ‖E‖‖S0‖ = O(N−1),

то остается разобраться с матрицей P0EHTS0H.
Так как HTS0H = Q⊥

0 , где Q⊥
0 — матрица ортогонального проектирования на

пространство строк матрицы H, то окончательно мы будем заниматься элементами
матрицы

P0EQ⊥
0 = EQ⊥

0 −P⊥
0 EQ⊥

0 .

ПосколькуQ⊥
0 = P⊥

0 , то из леммы 2 сразу же следует, что ‖EQ⊥
0 ‖max = O(N−1). Для

того чтобы получить аналогичное неравенство для P⊥
0 EQ⊥

0 , достаточно, используя
формулу (12), вычислить эту (2 × 2)-матрицу явно и убедиться, что каждый ее
элемент имеет порядок O(N−1). Как и в лемме 2, мы здесь опустим эту громоздкую
и элементарную процедуру.

Теперь можно сформулировать и доказать основной результат настоящей рабо-
ты.

Теорема 2. Рассмотрим при n = 0, 1 . . . , N −1 линейный сигнал fn = θ1n+θ0,
где θ1 �= 0, и помеху, которая является линейной комбинацией гармоник:

en =
r∑

�=1

τ� cos(2πnω� + ϕ�), (13)

где τ� �= 0, ω� �= ωp при � �= p и 0 < ω� < 1/2.
Положим xn = fn + δen, где δ — формальный параметр возмущения, и, взяв

нечетное N и L, равное (N + 1)/2, применим к ряду xn, n = 0, . . . , N − 1, вариант
метода АСС для выделения сигнала с d = 2, описанный во Введении.

Если обозначить через f0(δ), . . . , fN−1(δ) результат восстановления ряда
{xn}N−1

n=0 с помощью этого варианта метода АСС, то для любого δ ∈ R при N → ∞
max

0≤n<N
|fn(δ)− fn| = O(N−1).
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Доказательство. Поскольку, как уже отмечалось, ‖SA‖max ≤ ‖A‖max, то при
r = 1 результат сразу же следует из предложений 1 и 2.

Перейдем теперь от r = 1 к произвольному r. Прежде всего, согласно [3, лем-
ма 3.1], ‖E‖ ∼ CN не только при r = 1, но и в случае, когда помеха имеет вид (13).
Далее, так как

‖H(E1 +E2

)T‖max ≤ ‖HET
1 ‖max + ‖HET

2 ‖max

и ‖S0(E1 + E2)‖ ≤ ‖S0E1‖+ ‖S0E2‖, то утверждения лемм 1 и 3 (и, следовательно,
предложения 1) остаются верными и для помехи (13). Точно так же, из того, что

‖P⊥
0 (E1 +E2)‖max ≤ ‖P⊥

0 E1‖max + ‖P⊥
0 E2‖max,

выводится, что для этой помехи верны утверждения леммы 2 и предложения 2.
Теорема доказана.

Замечание 2. Условие L = K является техническим и используется только
при доказательстве предложения 1. Общие соображения и вычислительные экспе-
рименты позволяют предположить, что результат теоремы 2 сохранится для любого
полиномиального сигнала и ширины окна L ∼ αN при N →∞, если α ∈ (0, 1). Од-
нако в такой общности это доказать не удалось.

Отметим, что аналогичный ход рассуждений был осуществлен в [6], где изуча-
лись растущий экспоненциальный сигнал и синусоидальная помеха. При этом ока-
залось, что ‖FN (δ) − FN‖max �→ 0 при N → ∞, что резко контрастирует с рассмат-
риваемым случаем линейного сигнала.

4. Приложение. Результаты вычислительных экспериментов. Проил-
люстрируем полученные результаты. В качестве примера рассмотрим ряд

xn = 2n+ 1 + cos(2πω + ϕ), где ω = 1/3, ϕ = 0,

при n = 0, . . . , N − 1 c N = 5(1)101. Используем длину окна L = �N/2�.

Рис. 1. Максимальные ошибки восстановления ряда в зависимости от длины ряда
N для xn = 2n+ 1 + cos(2πω + ϕ), где ω = 1/3, ϕ = 0.
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Рис. 2. Максимальные ошибки восстановления ряда, умноженные на N , в зависи-
мости от длины ряда N для xn = 2n+ 1 + cos(2πω + ϕ), где ω = 1/3, ϕ = 0.

Результаты вычислений изображены на рис. 1 и 2. Как видно из рис. 1, макси-
мальные по модулю ошибки восстановления ряда действительно стремятся к нулю
с ростом N . В то же время рис. 2 показывает, что после умножения членов ряда
рис. 1 на N максимальные ошибки становятся ограниченными. Это подтверждает
результат теоремы 2.

Авторы благодарят обоих анонимных рецензентов, чьи замечания, несомненно,
способствовали улучшению нашей работы.
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The general theoretical approach to the asymptotic extraction of the signal series from the
additively perturbed signal with the help of singular spectrum analysis (briefly, SSA) was
already outlined in Nekrutkin (2010), SII, vol. 3, 297–319. In this paper we consider the
example of such an analysis applied to the linear signal and the additive sinusoidal noise.
It is proved that in this case the so-called reconstruction errors ri(N) of SSA uniformly
tend to zero as the series length N tends to infinity. More precisely, we demonstrate that
maxi |ri(N)| = O(N−1) if N → ∞ and the “window length” L equals (N + 1)/2. It is
important to mention, that the completely different result is valid for the increasing expo-
nential signal and the same noise. As it is proved in Ivanova, Nekrutkin (2019), SII, vol. 12,
1, 49–59, in this case any finite number of last terms of the error series does not tend to
any finite or infinite values.
Keywords: signal processing, singular spectral analysis, separability, linear signal, asymp-
totical analysis.
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