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В работе исследуется нелинейное модальное взаимодействие продольных и изгибных
колебаний балочного резонатора при периодическом тепловом нагружении. Исследу-
ется режим параметрических колебаний в условиях внутреннего кратного резонанса
между некоторыми изгибной и продольной формами свободных колебаний резонатора.
Обнаружена возможность генерации в системе режима продольно-изгибных биений,
частота медленной огибающей которых существенным образом зависит от параметра
внутренней частотной расстройки, непосредственно связанного с величиной внешних
возмущений, подлежащих высокоточному измерению.
Ключевые слова: нелинейная динамика, параметрические колебания, балка Бернул-
ли—Эйлера, модальное взаимодействие, биения.

1. Введение. Принцип лазерного термооптического воздействия на деформи-
руемую среду находит все более широкое применение в задачах неразрушающе-
го контроля оборудования и конструкций [1, 2], определения физико-механических
свойств материалов [3, 4], изучения геометрических и физических параметров объ-
ектов и структур на нано- и микромасштабном уровнях [5, 6], в биомедицине [7], а
также в индустрии нано- и микросистем. Так, в работах [8, 9] представлены модели
микромеханических актуаторов, использующих оптический метод сообщения упру-
гому элементу температурных деформаций. В [10] исследуются вопросы влияния ла-
зерного излучения на деформации поверхности микромеханических зеркал. Одним
из важных направлений разработок и исследований в указанной области является
лазерная термооптическая генерация колебаний подвижных элементов микроэлек-
тромеханических систем различного назначения (датчики, системы обработки сиг-
налов). В [11] представлены результаты разработки волоконно-оптических сенсоров,
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работающих в авторезонансном режиме при оптическом возбуждении. В [12] теоре-
тически обоснован и экспериментально проверен метод лазерной термооптической
частотной подстройки микромеханического резонатора и управления его нелиней-
ной амплитудно-частотной характеристикой. В [13] сообщается об успешных экс-
периментах по термооптическому возбуждению многомодового параметрического
резонанса в графеновых мембранах. В [14] представлены результаты исследования
нелинейной динамики системы слабо связанных микроэлектромеханических генера-
торов предельных циклов с термооптическим принципом возбуждения колебаний.

При рассмотрении динамики упругих элементов резонаторов, входящих в состав
микро-/наноэлектромеханических систем (М/НЭМС), часто применяется механи-
ческая модель Бернулли—Эйлера. На эту тему есть обширная литература. Здесь
упомянем лишь некоторые работы, в которых решены задачи, наиболее близкие по
постановке к представленной далее. В [15] исследуется динамическая потеря устой-
чивости прямолинейного стержня с учетом процесса распространения упругих волн
в продольном направлении. Показано, что критическая осевая нагрузка при динами-
ческом воздействии может быть меньше эйлеровой в связи с реализацией парамет-
рического резонанса, возбуждаемого продольными колебаниями. В [16] исследуется
нелинейная динамика пространственных изгибно-крутильных колебаний стержня в
случае множественных внутренних резонансов. Методы исследования и характер
процессов модальной локализации в балке Бернулли—Эйлера изучаются в работе
[17]. В [18] рассматривается задача о проектировании изохронных балочных эле-
ментов — систем, частоты свободных изгибных колебаний которых не зависят от
амплитуды колебаний даже в нелинейных режимах движения.

Большое число работ посвящено изучению сложных режимов колебаний в нели-
нейных механических системах со сосредоточенными и распределенными парамет-
рами. В [19] исследуется характер нелинейных нормальных мод в одномерных кон-
тинуальных системах с квадратичными и кубическими нелинейностями в случае
различных внутренних резонансов. В работе [20] предложены эффективные ана-
литические подходы, позволяющие описывать процессы биений и обмена энергией
между модами в системах слабо связанных осцилляторов. В [21] в достаточно общей
постановке исследуются качественные особенности нелинейной динамики свободных
колебаний для системы с двумя степенями свободы в случае внутреннего резонанса
1 : 1.

Отдельный класс исследований составляют работы, посвященные задачам нели-
нейного модального взаимодействия между продольными и изгибными движения-
ми струн, кабелей и стержней. Так, в работе [22] исследованы пространственные
продольно-изгибные колебания натянутой струны в условиях внутреннего резонан-
са с учетом физической нелинейности системы. В [23] изучена динамика продольно-
изгибных движений существенно растяжимого кабеля в геометрически нелинейной
постановке в предположении линейно-упругого поведения материала. Нелинейная
динамика продольно-изгибных колебаний балки, движущейся в осевом направле-
нии, рассмотрена в работе [24].

Проблемы аналитического исследования связанных термоупругих колебаний
рассматриваются в большом количестве монографий и статей. В работе [25] пред-
ставлены редуцированные модели, позволяющие вычислительно эффективно моде-
лировать двусторонне связанные термоупругие процессы в пластинах. В ряде работ
изучаются тепловые и механические процессы в элементах конструкций при неста-
ционарных температурных воздействиях. В [26] разработана двухтемпературная мо-
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дель, описывающая оптическое возбуждение акустических колебаний в проводни-
ках. Динамика балки Бернулли—Эйлера на упругом основании при импульсном
лазерном воздействии исследуется в работе [27]. Анализ посткритического поведе-
ния балки на винклеровском основании при температурном нагружении выполнен
в [28].

В более ранних работах [29–31] рассматривалась динамика и упругая устойчи-
вость балочного элемента МЭМС и НЭМС при кратковременных тепловых воздей-
ствиях. В [32] был исследован характер свободных продольно-изгибных колебаний
стержня в случае внутреннего комбинационного резонанса между двумя изгибными
и низшей продольной формами колебаний. Было показано, что начальное возмуще-
ние в продольном направлении может эффективно возбуждать изгибные формы
колебаний, что в целом приводит к режиму продольно-изгибных биений со значи-
тельными амплитудами.

В настоящей работе исследуется нелинейная динамика связанных продольно-
изгибных колебаний защемленной с двух концов микробалки — базового чувстви-
тельного элемента перспективного класса микродатчиков различных физических
величин — при лазерном термооптическом воздействии в форме периодически ге-
нерируемых импульсов, действующих на некоторую часть поверхности балочного
элемента. Исследуется режим параметрических колебаний микробалки в условиях
внутреннего кратного резонанса между некоторыми изгибной и продольной форма-
ми свободных колебаний резонатора. Обнаружена возможность генерации в системе
режима продольно-изгибных биений, частота медленной огибающей которых суще-
ственным образом зависит от параметра внутренней частотной расстройки, непо-
средственно связанного с величиной внешних возмущений, подлежащих высокоточ-
ному измерению.

2. Математическая модель. Продольные колебания защемленного с двух
концов тонкого прямолинейного линейно-упругого стержня при температурном воз-
действии в рамках механической модели Бернулли—Эйлера описываются следую-
щими уравнениями:

−∂N
∂x

+ ρS
∂2u

∂t2
= 0, (1)

∂u

∂x
=

1

ES
N − 1

2

(
∂w

∂x

)2
+
α

h

∫ h
2

−h
2

(T (x, z, t)− T0) dz (2)

с граничными условиями
u(0, t) = 0, u(L, t) = 0, (3)

где t — время; x, z — координаты в горизонтальном и вертикальном направлениях;
u,w — продольное и поперечное перемещения; N — продольная сила; T — темпе-
ратура в данной точке стержня; T0 — отсчетная температура; ρ,E, α — плотность,
модуль Юнга и коэффициент линейного температурного расширения материала;
S = bh; L, b, h — длина стержня, ширина и высота поперечного сечения соответ-
ственно.

Уравнения (1), (2) могут быть приведены к одному уравнению продольных ко-
лебаний:

u′′ + w′w′′ =
ρ

E
ü+ αθ′, (4)
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где θ(x, t) = 1
h

∫ h
2

−h
2

(T (x, z, t)− T0) dz — среднее по высоте отклонение температуры

от отсчетного значения в сечении с координатой x; ()′, (̇) — обозначение частных
производных по x и t соответственно.

Изгибные колебания стержня при температурном воздействии описываются
уравнениями

−∂
2M

∂x2
− ∂

∂x

(
N
∂w

∂x

)
+ ρS

∂2w

∂t2
= 0, (5)

−∂
2w

∂x2
=

1

EJ

(
M + Ebα

∫ h
2

−h
2

z (T (x, z, t)− T0) dz
)
. (6)

В поперечном направлении примем условия жесткой заделки:

w(0, t) = w′(0, t) = 0, w(L, t) = w′(L, t) = 0. (7)

Здесь J = bh3

12 — момент инерции сечения.
Введем обозначение NT для осевой температурной силы в сечении с координа-

той x и MT для изгибающего температурного момента:

NT � ESαθ = Ebα

∫ h
2

−h
2

(T (x, z, t)− T0) dz, (8)

MT � Ebα

∫ h
2

−h
2

z (T (x, z, t)− T0) dz. (9)

Уравнения (5), (6) могут быть преобразованы к виду

EJwIV + ρSẅ +NTw′′ = − (MT
)′′

+ ES

[
u′ +

1

2
(w′)2
]
w′′ + ρSüw′. (10)

Таким образом, система уравнений (4), (10) совместно с граничными условиями
(3), (7) полностью описывает продольно-изгибные колебания стержня при темпера-
турном воздействии.

Перейдем к безразмерным переменным

u = ũh, w = w̃h, x = x̃L, t = τT, (11)

где T =
√

ρSL4

EJ .
Введем следующие обозначения для безразмерных температурных силовых

факторов:

ÑT (x̃, τ) =
L2

EJ
NT (Lx̃, T τ) , (12)

ÑT
x (x̃, τ) =

L2

ESh

∂NT

∂x
(Lx̃, T τ) , (13)

M̃T
xx (x̃, τ) =

L4

EJh

∂2MT

∂x2
(Lx̃, T τ) . (14)

Также введем безразмерный параметр β = 1
12

h
L , характеризующий тонкость

стержня.
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Подставляя (11) в (4), (10) и (3), (7), отбрасывая символ ∼ и сохраняя обозна-
чения ()′, (̇) за производными по безразмерной продольной координате и времени,
получим уравнения движения в следующей форме:

u′′ + 12βw′w′′ = 12β2ü+ ÑT
x , (15)

wIV + ẅ + ÑTw′′ = −M̃T
xx +

1

β
u′w′′ + 6 (w′)2 w′′ + 12βüw′ (16)

с граничными условиями

u(0, τ) = w(0, τ) = w′(0, τ) = 0, u(1, τ) = w(1, τ) = w′(1, τ) = 0. (17)

Рассмотрим сценарий произвольного по пространственной конфигурации и гар-
монического по времени лазерного термооптического воздействия на микрорезона-
тор, моделируемого как объемное тепловыделение. Установившееся гармоническое
распределение температуры в объеме резонатора в общем случае примет вид

T (x, z, t; Ω) = Ts(x, z; Ω) + T amp
d (x, z; Ω) cos

[
Ωt+ T phase

d (x, z; Ω)
]
, (18)

где Ω — частота термооптического воздействия, Ts — статическая компонента тем-
пературного состояния резонатора, T amp

d , T phase
d — амплитудная и фазовая характе-

ристики гармонической компоненты температурного поля.
В соответствии с (8), (9) температурная осевая сила и температурный изгиба-

ющий момент могут быть записаны как

NT (x, t; Ω) = NTS (x; Ω) +NTD (x, t; Ω) , (19)

MT (x, t; Ω) =MTS (x; Ω) +MTD (x, t; Ω) , (20)

где статические (NTS ,MTS) и динамические (NTD,MTD) компоненты теплового
воздействия имеют вид

NTS (x; Ω) = Ebα

∫ h
2

−h
2

Ts(x, z; Ω) dz, (21)

MTS (x; Ω) = Ebα

∫ h
2

−h
2

zTs(x, z; Ω) dz, (22)

NTD (x, t; Ω) = Ebα

∫ h
2

−h
2

T amp
d (x, z; Ω) cos

[
T phase
d (x, z; Ω)

]
dz · cos (Ωt)−

− Ebα
∫ h

2

−h
2

T amp
d (x, z; Ω) sin

[
T phase
d (x, z; Ω)

]
dz · sin (Ωt) , (23)

MTD (x, t; Ω) = Ebα

∫ h
2

−h
2

zT amp
d (x, z; Ω) cos

[
T phase
d (x, z; Ω)

]
dz · cos (Ωt)−

− Ebα
∫ h

2

−h
2

zT amp
d (x, z; Ω) sin

[
T phase
d (x, z; Ω)

]
dz · sin (Ωt) . (24)

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2022. Т. 9 (67). Вып. 2 321



С использованием введенных обозначений уравнения (15), (16) продольно-
изгибных колебаний резонатора в безразмерной форме примут вид

u′′ + 12βw′w′′ = 12β2ü+ ÑTS
x (x; Ω) + ÑTD

x (x, τ ; Ω) , (25)

wIV + ẅ +
[
ÑTS (x; Ω) + ÑTD (x, τ ; Ω)

]
w′′ =

= −M̃TS
xx (x; Ω) − M̃TD

xx (x, τ ; Ω) +
1

β
u′w′′ + 6 (w′)2 w′′ + 12βüw′. (26)

3. Исследование вынужденных продольно-изгибных колебаний.
3.1. Конкретизация условий внутреннего резонанса. Исследуем нелиней-
ное модальное взаимодействие некоторой продольной формы колебаний стержня с
некоторой изгибной формой. Задача о свободных колебаниях стержня в отсутствие
теплового воздействия имеет вид

u′′ + 12βw′w′′ = 12β2ü, (27)

wIV + ẅ =
1

β
u′w′′ + 6 (w′)2 w′′ + 12βüw′ (28)

с граничными условиями (17).
Примечательно, что в исследуемую систему уравнений входит лишь один пара-

метр — β. Вышеназванное условие внутреннего резонанса накладывает определен-
ные условия на его возможные значения.

В настоящей работе исследуется возможность лазерной термооптической гене-
рации изгибных колебаний по сценарию главного параметрического резонанса. При
этом задача рассматривается в связанной продольно-изгибной постановке, и одним
из предметов исследования является влияние фактора продольных колебаний на
динамику системы. Рассматриваемый случай внутреннего резонанса записывается
как

2ωl � ω̄n, (29)

где ωl — некоторая из частот изгибных колебаний, ω̄n — некоторая из частот про-
дольных колебаний.

Уравнение малых свободных продольных колебаний в принятых обозначениях
имеет вид

u′′ = 12β2ü. (30)

Спектр собственных частот продольных колебаний защемленного с двух концов
стержня определяется соотношением

ω̄n =
nπ√
12β

, n = 1, 2, 3 . . . . (31)

Далее будем рассматривать случаи колебаний по первой и второй продольным
формам: n = 1, 2.

Спектр изгибных колебаний {ωl} заделанной с двух концов балки находится из
краевой задачи на собственные значения для уравнения

wIV + ẅ = 0 (32)

с граничными условиями (17).

322 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2022. Т. 9 (67). Вып. 2



а б

Рис. 1. К вопросу о применимости модели балки Бернулли—Эйлера:
зависимость отношения L/h от индекса l при n = 1 (a), n = 2 (б ).

Таким образом, соотношение (29), определяющее диапазон значений параметра
β, а значит, отношений высоты сечения балки к ее длине, необходимый для реали-
зации внутреннего резонанса в системе, имеет следующий вид:

2ωl � nπ√
12β

. (33)

Соотношение (33) может быть иначе записано как

h

L
�
√
3nπ

ωl
. (34)

При рассмотрении различных комбинаций значений индексов l, n необходимо
учитывать границы применимости механической модели Бернулли—Эйлера, опи-
сывающей напряженно-деформированное состояние стержня при изгибе. Характер-
ным показателем здесь является отношение длины λ полуволны учитываемой изгиб-
ной формы колебаний (в наших обозначениях — λl) к толщине стержня h. Предельно
низким допустимым значением этого показателя можно считать 5.

На рис. 1 показана зависимость отношения L/h от индекса l при точном вы-
полнении условия внутреннего резонанса (33) для n = 1 и n = 2. Также на рисунке
приведены соответствующие значения отношения λl/h.

Как видно из рисунка, приемлемые отношения λl/h достигаются при l � 2 для
n = 1 и при l � 5 для n = 2. В дальнейшем будем исследовать случаи n = 1, l = 2 и
n = 2, l = 5. Согласно (34) и рис. 1, для возникновения внутреннего резонанса долж-
ны выполняться приблизительные равенства h

L � 0.088 и h
L � 0.036 соответственно.

3.2. Дискретизация континуальной системы методом Галёркина.
Для исследования нелинейной динамики системы (25), (26) применим процедуру
Галёркина по рассматриваемым формам продольных и изгибных колебаний:

u(x, τ) = φn (x)Un (τ) , w(x, τ) = ψl (x)Wl (τ) . (35)

Изучая сценарий параметрического возбуждения колебаний, пренебрежем
в уравнении (26) моментными температурными факторами M̃TS

xx (x; Ω) и
M̃TD

xx (x, τ ; Ω).
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С учетом условий нормировки∫ 1

0

φ2ndx =

∫ 1

0

ψ2
l dx = 1 (36)

редуцированные уравнения продольно-изгибных колебаний стержня примут вид

Ün + ω̄2
nUn =

A1

β
W 2

l +
1

12β2

[
FS
u (Ω) + FD

u (τ ; Ω)
]
, (37)

Ẅl +
[
ω2
l + kSw (Ω) + kDw (τ ; Ω)

]
Wl =

B1

β
UnWl + 6B2W

3
l + 12B3βÜnWl, (38)

где

A1=

∫ 1

0

ψ′
lψ

′′
l φndx, B1=

∫ 1

0

ψlψ
′′
l φ

′
ndx, B2=

∫ 1

0

ψlψ
′2
l ψ

′′
l dx, B3=

∫ 1

0

ψlψ
′
lφndx,

(39)

FS
u (Ω) = −

∫ 1

0

ÑTS
x (x; Ω)φndx, FD

u (τ ; Ω) = −
∫ 1

0

ÑTD
x (x, τ ; Ω)φndx, (40)

kSw (Ω) =

∫ 1

0

ÑTS (x; Ω)ψlψ
′′
l dx, kDw (t; Ω) =

∫ 1

0

ÑTD (x, τ ; Ω)ψlψ
′′
l dx. (41)

Представим решение уравнения (37) в виде

Un = U (s)
n + U (d)

n (τ) , (42)

где статическое деформированное состояние стержня в продольном направлении
U

(s)
n находится из соотношения

ω̄2
nU

(s)
n (Ω) =

1

12β2
FS
u (Ω) . (43)

Обозначая в дальнейшем U
(d)
n ≡ Un, система (37), (38) примет вид

Ün + 2ω̄nξuU̇n + ω̄2
nUn =

A1

β
W 2

l +
1

12β2

[
f cos
u (Ω) cos(Ωτ) + f sin

u (Ω) sin(Ωτ)
]
, (44)

Ẅl+2ωlξwẆl+

[
ω2
l + kSw (Ω)− B1

β
U (s)
n (Ω) + f cos

w (Ω) cos(Ωτ) + f sin
w (Ω) sin(Ωτ)

]
Wl =

=
B1

β
UnWl + 6B2W

3
l + 12B3βÜnWl. (45)

В системе (44), (45) учитывается наличие линейного вязкого трения с ко-
эффициентами относительного затухания ξu, ξw. Параметры f cos

u (Ω) , f sin
u (Ω) и

f cos
w (Ω) , f sin

w (Ω) характеризуют амплитуды синус- и косинус-гармоник функций
FD
u (τ ; Ω) и kDw (τ ; Ω) соответственно.

В конкретном рассматриваемом случае главного параметрического резонанса

Ω = 2ωl + σΩ, (46)
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где σΩ — частотная расстройка лазерного излучения по отношению к удвоенной
частоте изгибных колебаний резонатора. Параметры теплового воздействия могут
быть с достаточной точностью представлены своими линейными приближениями по
величине σΩ:

f cos
u (Ω) = f cos

u (2ωl) +
df cos

u

dσΩ

∣∣∣∣
σΩ=0

· σΩ,

f sin
u (Ω) = f sin

u (2ωl) +
df sin

u

dσΩ

∣∣∣∣
σΩ=0

· σΩ,

U (s)
n (Ω) = U (s)

n (2ωl) +
dU

(s)
n

dσΩ

∣∣∣∣∣
σΩ=0

· σΩ,

kSw (Ω) = kSw (2ωl) +
dkSw
dσΩ

∣∣∣∣
σΩ=0

· σΩ,

f cos
w (Ω) = f cos

w (2ωl) +
df cos

w

dσΩ

∣∣∣∣
[σΩ=0

· σΩ,

f sin
w (Ω) = f sin

w (2ωl) +
df sin

w

dσΩ

∣∣∣∣
σΩ=0

· σΩ.

(47)

Числовые значения приведенных выше коэффициентов разложения определяются
на основе решения температурной задачи для конкретной конфигурации теплового
воздействия.

В предшествующем изложении подчеркивалась зависимость тепловых факто-
ров, входящих в уравнения колебаний стержня, от частоты воздействия Ω. Теперь
необходимо отметить два обстоятельства. Во-первых, коэффициенты (47) пропорци-
ональны интенсивности лазерного излучения. Во-вторых, названные коэффициенты
зависят от геометрических характеристик резонатора (от размеров области, в ко-
торой решается тепловая задача) — а значит, от параметра внутренней частотной
расстройки σω, определяющего близость к внутреннему резонансу (29):

ω̄n = 2ωl − σω . (48)

Таким образом, конкретный вид линейных приближений (47) должен поочеред-
но определяться для ряда фиксированных значений параметра внутренней частот-
ной расстройки σω.

Соотношения (48), (31) позволяют представить геометрический параметр β =
1
12

h
L , входящий в систему (44), (45), как

β (σω) =
nπ√

12 (2ωl − σω)
. (49)

В дальнейшем при параметрическом исследовании нелинейных колебаний
стержня в качестве активных (продолжаемых) параметров мы будем рассматри-
вать параметр внешней частотной расстройки σΩ и параметр мощности теплового
воздействия. Расчеты будут проводиться для ряда фиксированных значений пара-
метра внутренней частотной расстройки σω.

3.3. Построение приближенного решения асимптотическим мето-
дом многих масштабов. Исследование нелинейной динамики системы (44), (45)
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выполним с помощью метода многих масштабов. Введем в уравнения колебаний
малый параметр ε следующим образом:

Ün + 2εω̄nξuU̇n + ω̄2
nUn =

εA1

β
W 2

l +
ε3

12β2

[
f cos
u (Ω) cos(Ωτ) + f sin

u (Ω) sin(Ωτ)
]
, (50)

Ẅl + 2ε2ωlξwẆl+

+

[
ω2
l + ε

(
kSw (Ω)− B1

β
U (s)
n (Ω)

)
+ ε2
(
f cos
w (Ω) cos(Ωτ) + f sin

w (Ω) sin(Ωτ)
)]
Wl =

=
B1

β
UnWl + 6B2W

3
l + 12B3βÜnWl. (51)

Параметр ε является символом порядка малости и имеет числовое значение,
равное единице.

Следуя методу многих масштабов, будем искать решение в виде

Un = ε2U0n (τ0, τ1, τ2) + ε3U1n (τ0, τ1, τ2) +O(ε4),

Wl = εW0l (τ0, τ1, τ2) + ε2W1l (τ0, τ1, τ2) + ε3W2l (τ0, τ1, τ2) +O(ε4),
(52)

где τk = εkτ — различные масштабы времени.
В представлении (52) учитывается тот факт, что принятая механическая модель

взаимодействия продольных и изгибных движений стержня (1), (2), (5), (6) соответ-
ствует предположению о соотношении между амплитудами компонент перемещений
u = O

(
w2
)
[33].

Производные по безразмерному времени τ выразим через производные по ар-
гументам τk:

d

dτ
= D0+εD1+ε

2D2+O(ε
3),

d2

dτ2
= D2

0+2εD0D1+ε
2
(
D2

1 + 2D0D2

)
+O(ε3), (53)

где Dk = ∂/∂τk. Подставляя (52), (53) в уравнения (50), (51) и группируя члены по
степеням параметра ε, получим итерационную последовательность систем линейных
ОДУ.

Уравнения первого приближения:

D2
0W0l + ω2

lW0l = 0. (54)

Уравнения второго приближения:

D2
0U0n + ω̄2

nU0n = 0,

D2
0W1l + ω2

lW1l = −2D0D1W0l −
(
kSw (Ω)− B1

β
U (s)
n (Ω)

)
W0l.

(55)

Уравнения третьего приближения:

D2
0U1n + ω̄2

nU1n =
A1

β
W 2

0l − 2D0D1U0n − 2ω̄nξuD0U0n+

+
1

12β2

[
f cos
u (Ω) cos(Ωτ0) + f sin

u (Ω) sin(Ωτ0)
]
,
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D2
0W2l + ω2

lW2l = 6B2W
3
0l − 2D0D2W0l −D2

1W0l −
(
kSw (Ω)− B1

β
U (s)
n (Ω)

)
W1l−

− (f cos
w (Ω) cos(Ωτ0) + f sin

w (Ω) sin(Ωτ0)
)
W0l − 2D0D1W1l+

+ 12B3βD
2
0U0nW0l − 2ωlξwD0W0l +

B1

β
U0nW0l. (56)

Условия внутреннего (48) и параметрического (46) резонансов запишем с фор-
мальным введением параметра ε:

ω̄n = 2ωl − εσω,
Ω = 2ωl + εσΩ.

(57)

Решение порождающих уравнений представим в виде

U0n = Au (τ1, τ2) e
iω̄nτ0 + Āu (τ1, τ2) e

−iω̄nτ0 ,

W0l = Aw (τ1, τ2) e
iωlτ0 + Āw (τ1, τ2) e

−iωlτ0 ,
(58)

где комплексные амплитуды колебаний могут быть записаны как

Au,w (τ1, τ2) =
1

2
au,w (τ1, τ2) e

iβu,w(τ1,τ2). (59)

Здесь au,w и βu,w — подлежащие определению амплитуды и сдвиги фаз колебаний
как функции медленных переменных τ1, τ2.

Условия отсутствия секулярных слагаемых в решениях уравнений для старших
приближений позволяют записать систему дифференциальных уравнений первого
порядка относительно величин au, aw, χu, χw:

24β2ω̄n
dau
dτ

= 6A1βa
2
w sin(χw)− 24β2ω̄2

nξuau − f sin
u cos(χu) + f cos

u sin(χu),

4βωl
daw
dτ

= −aw
(
βf cos

w sin(χu − χw)− βf sin
w cos(χu − χw) +B1au sin(χw)+

+4βξwω
2
l − 12B3β

2ω̄2
nau sin(χw)

)
,

24β2ω̄nau
dχu

dτ
= 24β2ω̄n (σΩ + σω) au + 6A1βa

2
w cos(χw) + f cos

u cos(χu) + f sin
u sin(χu),

24β2ω3
l ω̄nau

dχw

dτ
=ω3

l f
cos
u cos(χu)+ω

3
l f

sin
u sin(χu)−6B2

1ω̄n

(
U (s)
n

)2
au−6β2ω̄n

(
kSw
)2
au+

+ 24β2ω2
l ω̄n

(
kSw + ωlσω

)
au + 6A1βω

3
l a

2
w cos(χw)+

+ 12β2ω2
l ω̄nau

(
f cos
w cos(χu − χw) + f sin

w sin(χu − χw)
)
+

+ 144B3β
3ω2

l ω̄
3
na

2
u cos(χw) + 12B1βω̄nU

(s)
n

(
kSw − 2ω2

l

)
au−

− 108B2β
2ω2

l ω̄naua
2
w − 12B1βω

2
l ω̄na

2
u cos(χw), (60)

где модифицированные фазовые переменные χu, χw связаны с βu, βw соотношениями

χu = −βu + (σΩ + σω) τ,

χw = 2βw − βu + σωτ.
(61)
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3.4. Результаты моделирования и их анализ. Система (50), (51) может
быть рассмотрена как специальный случай общей задачи о взаимодействии продоль-
ных и изгибных форм колебаний стержня в геометрически нелинейной постановке.
Представляет отдельный интерес вопрос о важности обмена энергией между дан-
ными формами колебаний в условиях совместного внутреннего и главного парамет-
рического резонансов.

Выполним исследование этого вопроса на базе построенного приближенно-
го асимптотического решения (60). Абстрагируясь от тепловой природы меха-
нических воздействий на систему, пренебрежем в уравнении (51) статическими
факторами изменения жесткости рассматриваемой изгибной формы колебаний:
kSw (Ω) ≡ 0, U

(s)
n (Ω) ≡ 0. Не нарушая общности, примем, что параметрическое воз-

буждение имеет фазу косинуса
(
f sin
w ≡ 0

)
с амплитудой, выражаемой в соотноше-

нии с силой потери устойчивости по выбранной изгибной форме: f cos
w = κω2

l , где
κ — введенный параметр амплитуды воздействия. В уравнении продольных коле-
баний (50) учтем сдвиг фазы воздействия γ по отношению к параметрическому;
амплитуду продольного возбуждения famp

u свяжем с амплитудой параметрического
возбуждения с помощью коэффициента q.

В этих предположениях исследуемая система примет вид

Ün + 2εω̄nξuU̇n + ω̄2
nUn =

εA1

β
W 2

l +
ε3

12β2
qκω2

l cos(Ωτ − γ), (62)

Ẅl + 2ε2ωlξwẆl + ω2
l

[
1 + ε2κ cos(Ωτ)

]
Wl =

B1

β
UnWl + 6B2W

3
l + 12B3βÜnWl. (63)

Далее представлены амплитудно-частотные характеристики (АЧХ) рассматри-
ваемых компонент поперечных и продольных колебаний стержня для различных
значений параметра внутренней частотной расстройки σω . Результаты приведены
при варьировании параметров κ и γ. Везде далее принято, что q = 10−5; доброт-
ности колебательных свойств системы Qu = 10000, Qw = 1000, что выражает то
физическое обстоятельство, что поперечные колебания, в отличие от продольных,
приводят к существенному рассеянию механической энергии за счет взаимодействия
резонатора с окружающей газовой средой. Рассматривается конструкция резонато-
ра, соответствующая взаимодействию второй продольной формы колебаний с пятой
изгибной (n = 2, l = 5).

На рис. 2 представлены резонансные кривые стержня в случае точной настрой-
ки на внутренний кратный резонанс (σω = 0) при γ = 0.

Как видно из рисунка, наблюдается существенное отличие в характере АЧХ
по сравнению с «классическим» случаем главного параметрического резонанса по
рассматриваемой изгибной форме. Во-первых, наблюдается интенсивное модальное
взаимодействие с возбуждением значительных по величине продольных колебаний
(с амплитудой порядка толщины стержня). Во-вторых, резонансная кривая попе-
речных колебаний ответвляется от тривиального нулевого решения посредством
неустойчивых ветвей, далее образующих широкую устойчивую ветвь с пологой ам-
плитудной характеристикой. В-третьих, бифуркационный анализ показывает суще-
ствование (в определенном диапазоне значений параметра κ) точек бифуркации
Хопфа, соответствующих рождению и развитию предельных циклов (эти точки
обозначены на рисунке). Механический смысл этих предельных циклов состоит в
появлении режимов продольно-изгибных биений.
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Рис. 2. АЧХ поперечных (а) и продольных (б ) коле-
баний при σω = 0.
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Рис. 3. АЧХ поперечных (а) и продольных (б ) коле-
баний при удалении от зоны внутреннего резонанса при
σω = 5.

На рис. 3 приведены аналогичные результаты при постепенном удалении от
зоны внутреннего кратного резонанса (при увеличении параметра σω).

Из рис. 3 отчетливо виден процесс перехода от классического режима пара-
метрических колебаний с типичной кривой затягивания (κ = 1 · 10−3) к сложному
режиму нелинейного модального взаимодействия между изгибными и продольны-
ми колебаниями. В целом рис. 3 и 4 показывают смещение наверх нижней грани-
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Рис. 4. АЧХ поперечных (а) и продольных (б ) коле-
баний при удалении от зоны внутреннего резонанса при
σω = 10.

цы значений параметра амплитуды воздействия κ, определяющей зону продольно-
изгибных колебаний, при росте параметра σω .

Исследуем теперь влияние фактора сдвига фазы γ внешнего продольного воз-
действия по отношению к параметрическому поперечному (см. уравнения (62), (63)).
Соответствующие результаты для σω = 0, κ = 10−2 приведены на рис. 5.
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Рис. 5. АЧХ поперечных (а) и продольных (б ) коле-
баний при варьировании γ.
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Рис. 6. Эволюция медленных переменных в случае установившихся
одночастотных колебаний.

Примечательно, что параметр сдвига фазы воздействий оказывает существен-
ное влияние на динамику системы, в том числе на расположение точек ответвления
режимов продольно-изгибных биений. Обращаясь к полной исходной задаче о тер-
мооптической генерации колебаний стержня (50), (51), необходимо отметить, что
конкретные значения параметров q и γ определяются структурой теплового воздей-
ствия (его пространственной и временнóй конфигурацией) и конструкцией (геомет-
рией и физико-механическими свойствами материала) резонатора.

Подчеркнем, что одним из перспективных направлений использования мик-
ромеханических балочных резонаторов, действующих в режиме совместных
продольно-изгибных колебаний, являются высокоточные измерения различных фи-
зических величин (задачи детектирования массы и положения нано-/микрочастиц,
измерение осевой компоненты переносного ускорения — акселерометры и др.).
В этой связи особый интерес представляет изучение обнаруженных в системе пре-
дельных циклов и соответствующих им режимов продольно-изгибных биений. Бие-
ния по своей природе характеризуются наличием стабильной низкочастотной компо-
ненты в измеряемом выходном сигнале, удобной для высокоточного детектирования.
Далее мы изучим характер этих биений, в т. ч. зависимость их периода от парамет-
ров системы, подверженных слабым вариациям при наличии внешнего воздействия,
подлежащего измерению.

Вернемся к рис. 2 и исследуем более подробно характер возможных стацио-
нарных режимов колебаний в системе. На рис. 6 показана эволюция и выход на
установившийся режим медленных амплитудно-фазовых переменных (см. (60)) для
кривой на рис. 2, соответствующей κ = 10−2 при σΩ = 0.

В соответствии с АЧХ на рис. 2, для выбранной комбинации параметров мы
видим выход на установившийся режим с постоянными амплитудами и относитель-
ными фазами поперечных и продольных колебаний.
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Рис. 7. Эволюция медленных переменных в случае установившихся
продольно-изгибных биений.

На рис. 7 представлены аналогичные результаты для κ = 15 · 10−3 и σΩ = 2.
В согласии с рис. 2, в рассматриваемом случае мы наблюдаем установившее-

ся периодическое изменение медленных амплитуд au, aw и относительной фазы χw,
что соответствует биениям с определенной низкочастотной огибающей. Отметим при
этом, что рассматриваемый режим не является предельным циклом в строгом смыс-
ле теории динамических систем, так как фазовая переменная χu является бегущей.
Таким образом, представляет интерес прослеживание эволюции предельного цикла,
рожденного из стационарного режима с постоянными амплитудами в бифуркации
Хопфа, с изменением параметра внешней частотной расстройки σΩ.

На рис. 8 показана эволюция формы предельного цикла в подпространстве
(au, aw) в окрестности точки своего ответвления от установившегося стационарного
режима.

Как видно из рисунка, характер режима биений достаточно быстро усложняется
при удалении от точки бифуркации Хопфа; возникает тенденция к многочастотным
биениям. Продолжение соответствующих решений с помощью численных методов
теории динамических систем представляет определенные затруднения, поэтому на
рисунке дан результат расчета для весьма малого диапазона значений σΩ.

Как отмечено выше, значительный практический интерес составляет изучение
характера зависимости временны́х параметров рассматриваемого режима биений
(частоты соответствующего предельного цикла) от тех параметров системы, кото-
рые отражают действие на чувствительный элемент внешних измеряемых факторов.
В наших обозначениях указанный смысл имеет параметр внутренней частотной рас-
стройки σω (см. (48)), характеризующий относительное изменение спектрального
состава продольно-изгибных колебаний резонатора. Данные изменения при фик-
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Рис. 8. Эволюция характера режима продольно-изгибных
биений при изменении параметра σΩ.

Рис. 9. Эволюция характера режима продольно-изгибных
биений при изменении параметра σω .

сированной геометрии резонатора могут быть вызваны появлением механической
силы в продольном направлении (связанной, в случае проектирования резонансно-
го МЭМС-акселерометра, с действием переносного ускорения подвижного объек-
та) или, к примеру, перераспределением инерционных характеристик резонатора по
причине осаждения на его поверхность нано-/микрочастицы. В связи с этим далее
мы исследуем эволюцию найденных предельных циклов при изменении парамет-
ра σω .
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Рис. 10. Зависимость частоты продольно-изгибных
биений от параметра σω .

На рис. 9 показано изменение формы предельного цикла в подпространстве
(au, aw) при его продолжении по параметру σω ; внешняя частотная расстройка при
этом фиксирована: σΩ = 0.9518.

Наконец, на рис. 10 показана зависимость медленной частоты продольно-
изгибных биений ωlc от величины внешнего возмущения, выражаемого в измене-
нии параметра σω . Результаты соответствуют расчетному случаю, приведенному на
рис. 9.

Как видно из рисунка, наблюдается линейная и существенная зависимость ча-
стоты возбужденных биений от величины внешнего измеряемого воздействия. Дан-
ный результат дает принципиальное обоснование возможности использования слож-
ных режимов продольно-изгибных резонансных колебаний микробалочного резона-
тора в целях высокоточных измерений различных физических величин (переносно-
го ускорения в осевом направлении резонатора, массы и положения микрочастиц,
давления, скорости потока жидкости и др.).
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oscillations is investigated under conditions of internal multiple resonance between some
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flexural and longitudinal forms of free oscillations of the resonator. The possibility of gener-
ation in the system of the longitudinal-bending mode was found, the frequency of the slow
envelope of which essentially depends on the parameter of the internal frequency detuning,
which is directly related to the magnitude of external disturbances subject to high-precision
measurement.
Keywords: nonlinear dynamics, parametric oscillations, Bernoulli —Euler beam, modal in-
teraction, beats.
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