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Работа является второй частью нового доказательства теоремы Бельтюкова—
Липшица о разрешимости экзистенциальной теории структуры 〈Z; 0, 1,+,−,≤, |〉.
Строится алгоритм квази-ЭК (понятие введено в первой части доказательства), осу-
ществляющий сведение проблемы разрешимости для экзистенциальной теории струк-
туры 〈Z; 0, 1,+,−,≤,НОД〉 к проблеме разрешимости для позитивной экзистенциаль-
ной теории структуры 〈Z>0; 1, {a·}a∈Z>0 ,НОД〉. Так как разрешимость последней тео-
рии была доказана в первой части, построенное сведение завершит доказательство
теоремы. На шаге отделения переменной для квазиэлиминации используются анало-
ги двух лемм из доказательства Липшица. Шаг квазиэлиминации основан на НОД-
лемме, доказанной в первой части.
Ключевые слова: элиминация кванторов, экзистенциальная теория, делимость, алго-
ритмическая разрешимость, китайская теорема об остатках.

1. Краткое введение. Данная работа является продолжением доказатель-
ства с помощью алгоритмов квазиэлиминации кванторов (квази-ЭК) теоремы Бель-
тюкова—Липшица [1, 2] о разрешимости экзистенциальной теории структуры
〈Z; 0, 1,+,−,≤,НОД〉. Определение таких алгоритмов было дано в первой части [3];
также предполагаются известными и основные определения, введенные в указанной
работе.

Будет построен алгоритм квази-ЭК R, который осуществляет сведение пробле-
мы разрешимости для экзистенциальной теории структуры 〈Z; 0, 1,+,−,≤,НОД〉
к проблеме разрешимости для позитивной экзистенциальной теории структуры
〈Z>0; 1, {a·}a∈Z>0,НОД〉, где a· есть унарный функциональный символ для умноже-
ния на положительное целое число a. Для окончания доказательства теоремы Бель-
тюкова—Липшица останется воспользоваться теоремой о разрешимости последней
теории, доказанной в первой части [3, теорема 3] с помощью алгоритма квази-ЭК D.

В разделе 2 будут введены основные леммы, используемые при построении ша-
гов алгоритма R, а затем будут заданы языки LR и LxR. В разделе 5 мы покажем,
что преобразования, описанные в разделах 3 и 4, действительно определяют ша-
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ги 1 и 2 алгоритма квази-ЭК для LR. Из определения LR будет непосредственно
следовать тот факт, что алгоритм R осуществляет искомое сведение.

2. Описание алгоритма. В этом разделе мы зададим языки алгоритма квази-
ЭК R, который определен для структуры 〈Z; 0, 1,+,−,≤,НОД〉.

Заметим, что ¬НОД(x, y) = z ⇔ ∃t (НОД(x, y) = t ∧ t �= z) для t �= z ⇔ t ≤
z− 1∨ z+1 ≤ t, причем ¬x ≤ y ⇔ y+1 ≤ x. Удобно выделить в формулах отдельно
системы уравнений и неравенств, записанные в матричном виде. Таким образом,
введением (возможно) некоторых новых переменных, сводим задачу разрешимости
для ∃Th〈Z; 0, 1,+,−,≤,НОД〉 к проблеме выполнимости в Z формул вида

ϕ(x) � Ax = b ∧Cx ≥ d ∧
∧

i∈[1..m]

НОД(fi(x), gi(x)) = hi(x), (1)

где x — это список переменных x1, . . . , xn, fi(x), gi(x), hi(x) — линейные полиномы
с целыми коэффициентами; A и C — целочисленные матрицы; b, d — некоторые
целочисленные векторы. Выражения вида НОД(f(x), g(x)) = h(x) далее будут на-
зываться нод-выражениями.

2.1. Лемма о линейных системах и НОД-лемма. Преобразования, вы-
полняемые на шаге 1 алгоритма R, используют следующую лемму о линейных си-
стемах (ЛС-лемма), которая в более сильной форме представлена в работе А.Лечнер
с соавторами [4, теорема 3]. Это утверждение было доказано Й. фон цур Гаттеном и
М.Сивкингом [5]; Л.Липшиц использовал некоторый его аналог (см. [2, лемма 1]).

Лемма 1 (лемма о линейных системах (ЛС-лемма) [2, лемма 1; 5] в форме [4,
теорема 3]). Пусть даны целочисленная матрица A размера p × n ранга r, цело-
численная матрица C размера q × n, целочисленные столбцы b и d размеров p и q
соответственно. Существует алгоритм построения конечного множества цело-
численных матриц E(j) размера n × (n − r) и столбцов u(j) размера n для j ∈ J
таких, что

{x ∈ Zn : Ax = b ∧Cx ≥ d} =
⋃
j∈J

{
E(j)y + u(j) : y ∈ Nn−r

}
.

Разделим список x на две части s = x1, . . . , xl и t = xl+1, . . . , xn. Пусть система
Ax = b ∧ Cx ≥ d распадается на две подсистемы: S(s) � A1s = b1 ∧ C1s ≥ d1 и
T (x) � A2x = b2 ∧ C2x ≥ d2, где матрица A1 имеет ранг r1. Под применением
ЛС-леммы к подсистеме S(s) формулы ϕ(x) мы будем предполагать следующее.
Пусть для системы S(s) построены матрицы E(j) и столбцы u(j), j ∈ J . Построим
множество формул {ψj}j∈J , где

ψj(y, t) � T̃j(y, t) ∧ y ≥ 0 ∧
∧

i∈[1..m]

НОД(f̃i,j(y, t), g̃i,j(y, t)) = h̃i,j(y, t), (2)

как результат подстановкиE(j)y+u(j) вместо s в T (s, t)∧ ∧
i∈[1..m]

НОД(fi(s, t), gi(s, t)) =

hi(s, t). Таким образом, мы преобразовали ϕ(x) в равновыполнимую в целых числах
дизъюнкцию

∨
j∈J

ψj(y, t), в которой число переменных уменьшилось на r1.
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Применением ЛС-леммы к подсистеме
∧

i∈[1..m]

hi(x) ≥ 0∧Ax = b∧Cx ≥ d форму-

лы
∧

i∈[1..m]

hi(x) ≥ 0∧ϕ(x) (равновыполнимой с ϕ(x) в Z ввиду того, что правые части

нод-выражений могут принимать только неотрицательные значения) мы получаем
следующую вспомогательную лемму.

Лемма 2. Для всякой формулы вида (1) можно построить равновыполнимую
в Z дизъюнкцию формул вида

y ≥ 0 ∧
∧

i∈[1..m]

НОД(fi(y), gi(y)) = hi(y), (3)

где y есть список переменных y1, . . . , yk, k ≤ n; fi(y), gi(y), hi(y) суть линейные
полиномы с целыми коэффициентами и, кроме того, коэффициенты hi(y) неотри-
цательные.

Аналогичный прием получения неотрицательных коэффициентов в линейных
полиномах с помощью ЛС-леммы будет применяться на шаге 1 изолирования пере-
менной, который описан в разделе 3.

В первой части [3] было доказано следующее обобщение китайской теоремы об
остатках, которое будет использовано на шаге 2 квазиэлиминации в разделе 4.

Для каждого положительного целого числа x и простого p выражение vp(x)
обозначает p-показатель x, то есть максимальное k, для которого pk | x. Будем
писать НОД(x, y, z) вместо НОД(НОД(x, y), z). Тогда для системы∧

i∈[1..m]

НОД(ai, bi + x) = di (4)

имеет место следующее утверждение.

Лемма 3 (НОД-лемма [3]). Определим для системы (4), где ai, bi, di∈Z и ai �=0,
di > 0, i ∈ [1..m], и всякого простого числа p целое число Mp = max

i∈[1..m]
vp(di) и два

множества индексов Jp = {i ∈ [1..m] : vp(di) =Mp} и Ip = {i ∈ Jp : vp(ai) > Mp}.
Система (4) имеет решение в Z тогда и только тогда, когда одновременно

выполняются следующие условия:
(i)

∧
i∈[1..m]

di | ai;
(ii)

∧
i,j∈[1..m]

НОД(di, dj) | bi − bj;
(iii)

∧
i,j∈[1..m]

НОД(ai, dj , bi − bj) | di;
(iv) для всякого простого p ≤ m и всякого I ⊆ Ip такого, что |I| = p, суще-

ствуют такие i, j ∈ I, i �= j, что vp(bi − bj) > Mp.

Леммы 1 и 3 позволят определить два шага алгоритма квазиэлиминации кванто-
ров R, в результате работы которого получим дизъюнкцию систем нод-выражений
с линейными полиномами вида aζ либо a для некоторого положительного целого
числа a.

2.2. Основной алгоритм квази-ЭК. Алгоритм квази-ЭК R осуществляет
сведение проблемы выполнимости в Z формул вида (1) к проблеме разрешимости
для позитивной экзистенциальной теории структуры 〈Z>0; 1, {a·}a∈Z>0,НОД〉.
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Язык LR алгоритма квази-ЭК R есть множество формул ∃α ∨
j∈J1

ϕj(yj , α) для

некоторого конечного множества индексов J1 и формул ϕj(y, α) вида

α ≥ 1 ∧ y ≥ 0 ∧
∧

i∈[1..mj]

НОД(fi,j(y, α), gi,j(y, α)) = hi,j(y, α), (5)

где все линейные полиномы hi,j(y, α) имеют неотрицательные целые коэффициенты
и, кроме того, каждое нод-выражение имеет одну из следующих форм:

(R-1) НОД(f(y), g(y)) = h(y);
(R-2) НОД(f(y), g(y)) = aζ;
(R-3) НОД(aζ, g(y)) = bη;
(R-4) НОД(aζ, bη) = cθ,

где ζ, η, θ — греческие переменные (возможно, одинаковые), а a, b, c — положитель-
ные целые числа. Кроме того, всякая греческая переменная ζ, входящая в выраже-
ния вида (R-2), входит в правые части (R-3) и (R-4) только в нод-выражениях вида
НОД(aζ, g(y)) = bζ или НОД(aζ, bζ) = cζ.

Последнее ограничение на вид нод-выражений необходимо по следующей при-
чине. Пусть из нод-выражения (R-2) удалось получить равенство l(y) = aζ. Подста-
вим в систему (5) всюду l(y)

a вместо ζ и домножим соответствующие нод-выражения
на a. Указанные ограничения на нод-выражения с переменной ζ гарантируют, что
полученная формула останется LR-формулой.

Будем называть нод-выражения НОД(f(z, α), g(z, α) + cx) = h(z, α) регуляр-
ными нод-выражениями, если линейные полиномы f(z, α) и h(z, α) имеют один из
следующих видов: либо aζ для некоторой греческой переменной ζ и положительного
целого числа a, либо линейного полинома l(z) с неотрицательными целыми коэф-
фициентами и положительным свободным членом. Ввиду того, что в LR-формулах
α ≥ 1 ∧ z ≥ 0, полиномы f(z, α) и h(z, α) могут принимать только положитель-
ные значения, поэтому к системам регулярных нод-выражений можно применять
НОД-лемму.

Множество формул элиминационного вида LxR ⊆ LR состоит из формул
∃α ∨

j∈J2

ϕ̃j(x, zj , α) для некоторого конечного множества индексов J2 и формул

ϕ̃j(x, z, α) вида

α ≥ 1∧z ≥ 0∧x ≥ 0∧ ˜̃ϕj(z, α)∧ ∧
i∈[1..m̃j ]

НОД(f̃i,j(z, α), g̃i,j(z)+ ci,jx) = h̃i,j(z, α), (6)

где x не содержится в z, ci,j > 0, каждое нод-выражение с x является регулярным
нод-выражением, а ˜̃ϕj(z, α) есть система нод-выражений без вхождений x.

3. Шаг 1: отделение латинской переменной. Опустим индексы j в (5) и
рассмотрим LR-формулу ∃αϕ(y, α), где

ϕ(y, α) � α ≥ 1 ∧ y ≥ 0 ∧
∧

i∈[1..m]

НОД(fi(y, α), gi(y, α)) = hi(y, α). (7)

Пусть, как и в подразделе 2.1, список y разделен на s = y1, . . . , yl и t = yl+1, . . . , yn.
Сформулируем два замечания.
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Замечание 1. Применением ЛС-леммы к подсистеме вида As = b ∧ Cs ≥ d ∧
s ≥ 0 формулы As = b∧Cs ≥ d∧ϕ(y, α) мы получаем дизъюнкцию формул ψj(z, t, α),
таких, что ∃αψj(z, t, α) является LR-формулой, и, кроме того, всякому регулярному
нод-выражению в ϕ(y, α) с изолированной переменной из t будет соответствовать
регулярное нод-выражение в ψj(z, t, α).

Доказательство. Действительно, ввиду того, что в систему линейных урав-
нений и неравенств входит s ≥ 0, вместо каждой переменной из s подставляется
линейное выражение l(z) с неотрицательными целыми коэффициентами. Поэтому
каждый линейный полином f(y) с неотрицательными коэффициентами (и положи-
тельным свободным членом) сохраняет это свойство после подстановки E(j)z + u(j)

вместо s.

Замечание 2. Можно считать, что в системе (7) нет нод-выражений вида (R-1)
и (R-2) таких, что k1fi(y) = k2gi(y) для некоторых не равных одновременно нулю
целых чисел k1 и k2.

Доказательство. Предположим, что k1fi(y) = k2gi(y) для k1 �= 0. В та-
ком случае можно вычислить наибольший общий делитель и перейти к дизъюнк-
ции по σ ∈ {−1, 1}, заменяя в (7) соответствующее нод-выражение на равенство
σНОД(k1, k2)gi(y) = k1hi(y, α). Для нод-выражений вида (R-1) это равенство либо
всегда истинно, либо может быть использовано для получения дизъюнкции систем
с меньшим на единицу числом переменных, как результат применения ЛС-леммы к
подсистеме y ≥ 0 ∧ σНОД(k1, k2)gi(y) = k1hi(y) формулы (7).

Если же hi(y, α) = aiζi, удалим σНОД(k1, k2)gi(y) = aik1ζi из системы, под-
ставим всюду σНОД(k1, k2)gi(y)/(aik1) вместо ζi и домножим линейные выражения
на aik1. В частности, вместо ζi ≥ 1 появится неравенство σНОД(k1, k2)gi(y) ≥ aik1;
по определению языка LR все нод-выражения в результате подстановки снова
будут иметь вид (R-1)–(R-4). Осталось применить ЛС-лемму к подсистеме y ≥
0 ∧ σНОД(k1, k2)gi(y) ≥ aik1.

Теперь покажем, как получить равновыполнимую в целых числах дизъюнкцию
формул вида (6).

В первом случае существует латинская переменная x, которая не встречается
в правой части никакого нод-выражения (7). Используя алгоритм Евклида, каждое
нод-выражение вида (R-1) или (R-2) НОД(f(z)+ax, g(z)+ bx) = h(z, α) для a, b �= 0
и линейных полиномов f(z) и g(z) может быть переписано таким образом, что ко-
эффициент при x не равен нулю только в одном из полиномов. Пусть a > b > 0 и
a = qb+ r для r ∈ [0, b). Тогда имеем

НОД(f(z) + ax, g(z) + bx) = НОД(f(z)− qg(z) + rx, g(z) + bx).

Повторяя этот шаг, получим формулу вида НОД(f̃(z), g̃(z) + cx) = h(z, α). Ввиду
замечания 2 полином f̃(z) не является тождественно нулевым.

В другом случае каждая латинская переменная входит в правую часть хотя
бы одного нод-выражения. Выделим в (7) подсистему нод-выражений вида (R-1) и
перепишем (7) следующим образом:

α ≥ 1∧y ≥ 0∧
∧

i∈[1..l]

НОД(fi(y), gi(y)) = hi(y)∧
∧

i∈[l+1..m]

НОД(fi(y, α), gi(y, α)) = hi(α).

(8)

612 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2021. Т. 8 (66). Вып. 4



Для каждой переменной x ∈ y найдется индекс ix ∈ [1..l] такой, что эта перемен-
ная входит с ненулевым коэффициентом в hix(y) (то есть hix(y) = h′ix(y\x)+cixx для
некоторого положительного целого cix). По замечанию 2 случай u1fix(y) = v1hix(y)
и u2gix(y) = v2hix(y) для некоторых целых u1, v1, u2, v2 невозможен, поэтому можно
считать, что ufix(y) �= vhix(y) для всяких целых u и v. Тогда получим, что система
(7) эквивалентна следующей дизъюнкции:

∨
x∈y

⎛⎝ ∨
−Sx≤k≤Sx

α ≥ 1 ∧Ψx,k(y) ∧
∧

i∈[1..m]∧i�=ix
НОД(fi(y, α), gi(y, α)) = hi(y, α)

⎞⎠ , (9)

где
Ψx,k(y) � y ≥ 0 ∧

∧
x′∈y

x ≥ x′ ∧ k(hix(y)) = fix(y)

и Sx есть сумма абсолютных значений коэффициентов fix(y). Это следует из того
факта, что все коэффициенты hix(y) неотрицательны, cix > 0, переменные y неот-
рицательны и x принимает максимальное значение среди переменных из y.

Применение ЛС-леммы к подсистеме Ψx,k(y) каждого дизъюнкта (9) даст дизъ-
юнкцию систем вида (7), каждая из которых содержит на единицу меньшее число
переменных и на единицу меньшее число нод-выражений. Ввиду замечания 1, если
обозначить эту дизъюнкцию ψ(z, α), мы имеем ∃αψ(z, α) ∈ LR.

На этом разбор второго случая завершается, и далее в каждой системе из ψ(z, α)
мы снова пытаемся отделить латинскую переменную, которая не встречается в пра-
вой части никакого нод-выражения, пока не получится дизъюнкция формул ви-
да (6).

Теперь предположим, что искомая дизъюнкция получена. Опустим индексы j
в (6) и обозначим эту формулу ϕ̃(x, z, α). Преобразуем ∃αϕ̃(x, z, α) в равновыпол-
нимую в целых числах дизъюнкцию формул того же вида (6), но с регулярными
нод-выражениями.

Поскольку ∃αϕ̃(x, z, α) является LR-формулой, нерегулярными могут быть
лишь нод-выражения вида (R-1) или (R-2). Пусть нод-выражения из ϕ̃(x, z, α) с
индексами i = 1..k содержат все нерегулярные нод-выражения вида (R-1), а с индек-
сами i = k+1..l все нерегулярные нод-выражения вида (R-2), для которых положим
h̃i(z, α) = aiζi.

Перепишем ϕ̃(x, z, α) в виде α ≥ 1 ∧ z ≥ 0 ∧ x ≥ 0 ∧ ˜̃ϕ(z, α) ∧Δ(x, z, α), где

Δ(x, z, α) �
∧

i∈[1..k]

НОД(f̃i(z), g̃i(z)+cix) = h̃i(z)∧
∧

i∈[k+1..l]

НОД(f̃i(z), g̃i(z)+cix) =

= aiζi ∧
∧

i∈[l+1..m]

НОД(f̃i(z, α), g̃i(z) + cix) = h̃i(z, α),

и построим равновыполнимую с ∃αϕ̃(x, z, α) формулу ∃α
(
Φ̃0(z0, α) ∨ Φ̃1(z1, α) ∨

Φ̃2(x, z2, α)
)
. Здесь Φ̃0(z0, α) и Φ̃1(z1, α) являются дизъюнкциями систем вида (7) та-

ких, что список z0 содержит на две, а z1 на одну переменную меньше, чем x, z. В по-
лученных системах снова отделяем латинскую переменную, а затем добиваемся ре-
гулярности нод-выражений с изолированной переменной. Так как число латинских
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переменных постоянно уменьшается, этот процесс обязательно остановится. В то же
время Φ̃2(x, z2, α) окажется дизъюнкцией искомого вида, то есть ∃αΦ̃2(x, z2, α) будет
некоторой LxR-формулой.

Дизъюнкции Φ̃0(z0, α) и Φ̃1(z1, α) соответствуют случаям равенства нулю f̃i(z):
для индексов i = 1..k и для i = k + 1..l соответственно. Построение дизъ-
юнкций аналогично разбору двух случаев из замечания 2. Именно, Φ̃0(z0, α) �∨
i∈[1..k]

∨
σ∈{−1,1}

Ωi,σ(z0, α) и Φ̃1(z1, α) �
∨

i∈[k+1..l]

∨
σ∈{−1,1}

Ωi,σ(z1, α), где дизъюнкции

Ωi,σ(z0, α) и Ωi,σ(z1, α) будут получены с помощью ЛС-леммы.
Обозначим Δi(x, z, α) системы, полученные исключением из Δ(x, z, α) нод-

выражения с индексом i ∈ [1..l]. Тогда для i = 1..k дизъюнкция Ωi,σ(z0, α) есть
результат применения ЛС-леммы к подсистеме

Φi,σ(x, z, α) � z ≥ 0 ∧ x ≥ 0 ∧ f̃i(z) = 0 ∧ cix = σh̃i(z)− g̃i(z)

формулы α ≥ 1 ∧ Φi,σ(x, z, α) ∧ ˜̃ϕ(z, α) ∧Δi(x, z, α).
Для индексов i = k + 1..l обозначим Δ̃i,σ(x, z, α) результат подстановки

σ(g̃i(z)+cix)
ai

вместо ζi в формулу α ≥ 1 ∧ ˜̃ϕ(z, α) ∧Δi(x, z, α) и домножения получен-
ных выражений на ai. Применение ЛС-леммы к подсистеме Φi(x, z, α) � z ≥ 0∧x ≥
0 ∧ f̃i(z) = 0 формулы Φi(x, z, α) ∧ Δ̃i,σ(x, z, α) даст нам дизъюнкцию Ωi,σ(z1, α).
Осталось заметить, что уменьшение числа переменных в списках z0 и z1 следует из
того, что полином f̃i(z) не равен тождественно нулю для всякого i = 1..l.

Теперь разберем случай не равных нулю значений f̃i(z):

∨
σ∈{−1,1}l

(
α ≥ 1 ∧ z ≥ 0 ∧ x ≥ 0 ∧ ˜̃ϕ(z, α) ∧ ∧

i∈[1..k]

(
σif̃i(z) ≥ 1 ∧ h̃i(z) ≥ 1

)
∧

∧
∧

i∈[k+1..l]

σif̃i(z) ≥ 1 ∧
∧

i∈[1..m]

НОД(f̃i(z, α), g̃i(z) + cix) = h̃i(z, α)

)
.

Дизъюнкция Φ̃2(x, z2, α) есть результат применения в каждом дизъюнкте этой фор-
мулы ЛС-леммы к подсистемам, содержащим все линейные уравнения и нера-
венства, зависящие от переменных z. Из замечания 1 следует регулярность нод-
выражений в полученных системах.

4. Шаг 2: применение НОД-леммы. Теперь рассмотрим подсистему (6)
с изолированной переменной x. Без потери общности можно считать, что все ci,j
равны 1, поскольку мы можем вычислить C = НОК

i=1..m̃j

(ci,j), умножить каждое нод-

выражение на C
ci,j
, заменить все вхождения Cx на x̃ и добавить в систему нод-

выражение НОД(C, x̃) = C.
С помощью новых положительных целых греческих переменных β перепишем

формулу ∃xϕ̃(x, z, α) для LxR-формулы ∃αϕ̃(x, z, α), где

ϕ̃(x, z, α) � α ≥ 1∧ z ≥ 0∧ x ≥ 0∧ ˜̃ϕ(z, α) ∧ ∧
i∈[1..m]

НОД(fi(z, α), gi(z) + x) = hi(z, α),

(10)
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чтобы получить эквивалентную в Z формулу вида ∃βψ(z, α, β) так, что
∃α∃βψ(z, α, β) является некоторой LR-формулой. Это преобразование определит
шаг 2 алгоритма квази-ЭК R.

Обозначим u список переменных z, α и рассмотрим условия (i)–(iv) НОД-леммы.
(i). В этом случае введение новых переменных не требуется. Мы получаем конъ-

юнкцию
∧

i∈[1..m]

НОД(hi(u), fi(u)) = hi(u).

(ii). Для каждой упорядоченной пары (i, j), 1 ≤ i < j ≤ m вводится новая
переменная ζi,j , так что второе условие может быть записано в виде∧

1≤i<j≤m
∃ζi,j (НОД(hi(u), hj(u)) = ζi,j ∧НОД(ζi,j , gi(z)− gj(z)) = ζi,j) .

Эта формула может быть приведена к пренексному виду, так как соответствующие
переменные появляются только в одной паре нод-выражений.

(iii). Для каждой упорядоченной пары (i, j), i, j ∈ [1..m], вводятся две новые
переменные ηi,j и θi,j для того, чтобы переписать НОД(fi(u), hj(u), gi(z) − gj(z)) |
hi(u) в следующем виде:

∃ηi,j∃θi,j(НОД(fi(u), hj(u)) = ηi,j∧
∧НОД(ηi,j , gi(z)− gj(z)) = θi,j ∧НОД(θi,j , hi(u)) = θi,j).

(iv). Необходимо записать тот факт, что для каждого простого числа p ≤ m и
множества индексов I ⊆ [1..m] таких, что |I| = p, или ложно условие

∧
i∈I

(
vp(hi(u)) = max

j∈[1..m]
vp(hj(u)) ∧ vp(fi(u)) > vp(hi(u))

)
,

или найдутся такие i, j ∈ I, i �= j, что vp (gi(z)− gj(z)) > vp (hi(u)). Построим фор-
мулу Ωp,I(u) такую, что это условие переписывается в виде следующей конъюнкции:

∧
p≤m∧p∈P

⎛⎝ ∧
I⊆[1..m]∧|I|=p

Ωp,I(u)

⎞⎠ ,

где P есть множество простых чисел.
В первом случае множество индексов I не является подмножеством Jp. Ли-

бо не для всех i ∈ I значение vp(hi(u)) одинаково, либо не максимальное∨
i∈I∧j∈[1..m]

vp(hi(u)) < vp(hj(u)). Отношение vp(x) < vp(y) выражается формулой

∃ι (НОД(ι, x) = ι ∧НОД(pι, x) = ι ∧НОД(ι, y) = ι ∧НОД(pι, y) = pι) . (11)

Теперь исключим множества I такие, что
∨
i∈I
vp(fi(u)) = vp(hi(u)), так как в

противном случае I не является подмножеством Ip. Для отношения равенства p-
показателей vp(x) = vp(y) используем экзистенциальную формулу

∃ι (НОД(ι, x) = ι ∧НОД(ι, y) = ι ∧НОД(pι, x) = ι ∧НОД(pι, y) = ι) . (12)
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Если ни одна из дизъюнкций не истинна (т. е. I ⊆ Ip), необходимо записать усло-
вие «существуют такие i, j ∈ I, i �= j, что vp(gi(z) − gj(z)) > vp(hi(u))». Объединяя
дизъюнкции, получим Ωp,I(u).

Ωp,I(u) �
∨

i∈I∧j∈[1..m]

vp(hi(u)) < vp(hj(u)) ∨
∨
i∈I
vp(hi(u)) = vp(fi(u))∨

∨
∨

i,j∈I∧i�=j
vp(gi(z)− gj(z)) > vp(hi(u)).

Введем новые греческие переменные для каждого дизъюнкта с помощью (11)
и (12) и перепишем последнюю формулу в желаемом виде. На этом завершается
преобразование (10) с использованием НОД-леммы. Поскольку все нод-выражения
с x в (10) являются регулярными, переменные β могут принимать только положи-
тельные значения. Присоединением β ≥ 1 к итоговой формуле получим искомую
формулу ∃βψ(z, α, β).

5. Теорема о сведении. Теперь мы можем доказать основную теорему. На-
помним, что позитивную экзистенциальную теорию некоторой структуры S мы обо-
значаем P∃ThS.

Теорема 1. Проблема разрешимости для ∃Th〈Z; 0, 1,+,−,≤,НОД〉 сводится
к проблеме разрешимости для P∃Th〈Z>0; 1, {a·}a∈Z>0,НОД〉.

Доказательство. Из леммы 2 следует, что достаточно проверить выполни-
мость в Z формул вида (3). Так как (3) является LR-формулой, докажем, что ша-
ги 1 и 2 из разделов 3 и 4 действительно определяют алгоритм квазиэлиминации
кванторов R.

То, что шаг 1 удовлетворяет определению, следует из построения.
Для шага 2, во-первых, заметим, что условие (i) вводит нод-выражения, каждое

из которых имеет вид (R-1), (R-3) или (R-4); при переписывании (ii) и (iii) вводятся
выражения следующих видов: (R-2), (R-3) или (R-4), а для условия (iv) — нод-
выражения (R-3) либо (R-4).

Теперь проверим, что выполняются ограничения на вид нод-выражений, содер-
жащих греческую переменную из некоторого нод-выражения вида (R-2). Видим, что
для всех (новых) греческих переменных, введенных при переписывании условий (ii)
и (iii), ограничение выполняется. В то же время для всякой греческой переменной
ζ, входившей в нод-выражение вида (R-2) системы (10), появление ζ в правой части
нод-выражения, полученного на шаге 2, может быть связано лишь с условием (i).
Так как ∃αϕ̃(x, z, α) является LxR-формулой, всякое нод-выражение с x, в правой
части которого находится переменная ζ, имеет вид либо НОД(f(z), g(z) + x) = aζ,
либо НОД(aζ, g(z) + x) = bζ. Следовательно, из (i) имеем нод-выражения вида
НОД(aζ, f(z)) = aζ либо НОД(bζ, aζ) = bζ. Таким образом, формула ∃α∃βψ(z, α, β),
полученная в результате выполнения шага 2, действительно является LR-формулой.

Для завершения доказательства достаточно заметить, что каждая L2
R-

формула (см. определения языков L1
R и L2

R в [3]) является формулой вида

∃α
(
α ≥ 1 ∧ ∨

j∈J
ϕj(α)

)
для конечного множества индексов J , где ϕj(α) есть конъ-

юнкция атомарных формул вида НОД(a′, b′) = c′, НОД(a′, b′) = cζ, НОД(aζ, b′) = cη
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или НОД(aζ, bη) = cθ для некоторых положительных целых чисел a, b, c и неотрица-
тельных целых чисел a′, b′, c′. Несложными преобразованиями избавимся от случаев
равенства нулю a′, b′, c′ и получим искомую P∃-формулу.

6. Заключение. Проблема разрешимости для ∃Th〈Z; 0, 1,+,−,≤,НОД〉 была
сведена к проблеме разрешимости для P∃Th〈Z>0; 1, {a·}a∈Z>0,НОД〉, разрешимость
которой была доказана ранее [3]. Идеи как сведения, так и доказательства разре-
шимости были, по существу, одинаковы: изолировать переменную и затем преобра-
зовать формулу с помощью НОД-леммы. Для формализации этой идеи было вве-
дено понятие алгоритма квазиэлиминации кванторов и были построены алгоритмы
квази-ЭК R и D.

Отметим, что для доказательства разрешимости P∃Th〈Z>0; 1, {a·}a∈Z>0,НОД〉
можно было вместо применения алгоритма D воспользоваться разрешимостью
элементарной теории структуры 〈Z>0; {a}a∈Z>0, ·,=〉. Доказательство разрешимо-
сти этой теории проводится несложным сведением [6] к арифметике Сколема
Th〈Z>0; ·,=〉, разрешимость которой показал в 1952 г. А.Мостовский [7]. Видим,
что ввиду выразимости отношения НОД с помощью формулы

НОД(x, y) = z ⇔ z | x ∧ z | y ∧ ∀t(t | x ∧ t | y ⇒ t | z),
где x | y � ∃z(y = z · x), разрешимой оказывается элементарная теория структуры
〈Z>0; 1, {a·}a∈Z>0,НОД〉.

Шаг 1 алгоритма R значительно упрощается в случае, когда отношение НОД
в сигнатуре заменятся на отношение взаимной простоты. В этом случае нод-
выражения имеют вид либо НОД(f(x), g(x)) = d для выражений с отношением
взаимной простоты, либо, для их отрицаний, НОД(f(x), g(x)) = aζ, где ζ ≥ 2 и
a, d — положительные целые числа, в изначальной формуле равные единице. Более
того, использования греческих переменных в алгоритме R можно избежать, если
рассматривать только P∃-формулы сигнатуры σ⊥ = 〈0, 1,+,−, �=,НОД1,НОД2, . . .〉,
где НОДd(x, y) � НОД(x, y) = d. В этом случае алгоритм может быть легко пре-
образован в алгоритм построения по всякой P∃Lσ⊥ -формуле, эквивалентной в Z
позитивной бескванторной Lσ⊥ -формулы. Подробное доказательство этого утвер-
ждения и изучение связанных вопросов выразимости и разрешимости может стать
предметом другого исследования.

Автор благодарен анонимным рецензентам работы за весьма полезные замеча-
ния, способствовавшие значительному улучшению качества изложения.
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This paper is the second part of a new proof of the Bel’tyukov—Lipshitz theorem,
which states that the existential theory of the structure 〈Z; 0, 1,+,−,≤, |〉 is decidable.
We construct a quasi-quantifier elimination algorithm (the notion was introduced in the
first part of the proof) to reduce the decision problem for the existential theory of
〈Z; 0, 1,+,−,≤,GCD〉 to the decision problem for the positive existential theory of the
structure 〈Z>0; 1, {a·}a∈Z>0 ,GCD〉. Since the latter theory was proved decidable in the
first part, this reduction completes the proof of the theorem. Analogues of two lemmas
of Lipshitz’s proof are used in the step of variable isolation for quasi-elimination. In the
quasi-elimination step we apply GCD-Lemma, which was proved in the first part.
Keywords: quantifier elimination, existential theory, divisibility, decidability, Chinese re-
mainder theorem.
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