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Настоящая работа посвящена дальнейшему исследованию пространственного обтека-
ния тонкого крыла переменной формы гиперзвуковым потоком невязкого газа. Голов-
ная ударная волна считается присоединенной к передней кромке крыла. Использова-
ние метода тонкого ударного слоя для решения системы уравнений газовой динамики
позволяет построить математическую модель рассматриваемого течения. Следует от-
метить также, что анализ граничных условий дает возможность определить структуру
разложения искомых величин в ряд и строить приближенные аналитические решения.
В этом случае при определении поправок первого приближения два уравнения инте-
грируются независимо от остальных. Применение преобразования Эйлера—Ампера
позволяет построить решение, зависящее от двух произвольных функций и неизвест-
ной формы фронта головной ударной волны. Для определения этих функций ранее
была получена интегро-дифференциальная система уравнений. В настоящей работе
предлагается один из вариантов полуобратного метода построения решения этой си-
стемы, при котором задается вид одной из произвольных функций. Такой подход поз-
воляет дополнительно задать уравнение передней кромки крыла, а в случае, когда
головная волна присоединена вдоль всей передней кромки, и наклон поверхности кры-
ла на ней. Приведенный в работе вариант полуобратного метода для нестационарной
пространственной задачи обтекания позволил получить частное решение, которое яв-
ляется модельным для различных режимов обтекания крыла. Получены формулы для
определения формы фронта ударной волны, поверхности обтекаемого тела, расстоя-
ния между ударной волной и поверхностью тела, параметров течения на поверхности
крыла.
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1. Введение. При обтекании тел гиперзвуковым потоком газа образуется силь-
ная головная ударная волна. Задача состоит в определении параметров течения
в области между головной ударной волной и обтекаемым телом. Форма головной
ударной волны также подлежит определению. Течение невязкого газа в ударном
слое описывается системой нелинейных дифференциальных уравнений в частных
производных. Для построения приближенного аналитического решения задачи ис-
пользуется метод тонкого ударного слоя [1], основанный на малости отношения плот-
ностей газа на фронте ударной волны. Этот малый параметр физически обоснован,
а хорошее совпадение результатов расчетов, полученных с помощью этого метода, с
результатами численных расчетов и экспериментальными данными (см., например,
[1–3]) позволяет сделать вывод о возможности его применения для построения моде-
лей течения газа в различных задачах газовой динамики с интенсивными ударными
волнами. При этом могут рассматриваться как различные среды, в которых дви-
жется летательный аппарат, так и различные формы летательных аппаратов. Ва-
рианты использования метода тонкого ударного слоя для решения задач обтекания
тонкого крыла в стационарном случае были рассмотрены в работах [4–7]. Автора-
ми настоящей работы был предложен ряд частных решений, которые позволили для
некоторых стационарных задач получить формулы для определения параметров те-
чения на поверхности обтекаемого крыла [5, 6]. Пространственная нестационарная
задача обтекания гиперзвуковым потоком тонкого крыла переменной формы в рам-
ках этого метода исследовалась в [8]. В предположении, что головная ударная волна
присоединена к передней кромке крыла, по крайней мере в одной точке, в первом
приближении было построено решение упрощенной системы уравнений, зависящее
от двух произвольных функций и неизвестной формы фронта головной ударной
волны. Для определения этих функций была получена интегро-дифференциальная
система уравнений, для решения которой был предложен полуобратный метод. В на-
стоящей работе предлагается один из вариантов полуобратного метода построения
решения этой системы, при котором задается вид одной из произвольных функций.
При рассмотрении данного варианта обтекания тонкого крыла переменной формы
гиперзвуковым потоком совершенного газа будем опираться на результаты рабо-
ты [8].

2. Постановка задачи. Будем рассматривать обтекание тонкого крыла пере-
менной формы гиперзвуковым потоком совершенного газа. Толщина, размах и хорда
крыла имеют порядок c = O(ε), b = O(

√
ε), L = O(1) соответственно, где ε — малый

параметр, характеризующий отношение плотностей газа перед фронтом головной
ударной волны и непосредственно за ней. Систему координат (x, y, z) выберем так,
чтобы поверхность крыла мало отличалась от плоскости (x, z), а вектор скорости
V был параллелен плоскости (x, y). Начало координат поместим в носке крыла. Го-
ловная ударная волна считается присоединенной к передней кромке крыла.

Задача обтекания тонкого крыла гиперзвуковым потоком газа в выбранной та-
ким образом системе координат состоит в определении параметров течения (u, v, w —
компоненты вектора скорости частиц газа, p — давление, τ — величина, обратная
плотности) в ударном слое крыла и формы фронта головной ударной волны. Она
решается в безразмерных переменных [8]: компоненты вектора скорости частиц газа
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u, v, w отнесены к некоторой характерной скорости движения V0; плотность ρ — к
плотности ρ0 перед фронтом головной ударной волны; давление p — к произведе-
нию ρ0 V

2
0 ; координата x — к характерному размеру L; координата y — к ε L tgα;

координата z — к
√
ε L tgα; время t — к величине (V0 cosα)/L; α — угол атаки.

Решение системы нелинейных уравнений в частных производных, описывающих
течение газа в ударном слое, с граничными условиями на фронте головной ударной
волны и поверхности крыла, строится методом тонкого ударного слоя [8]. Система
уравнений для определения поправок первого приближения расщепляется так, что
два уравнения могут быть решены независимо от остальных, при этом одно из них
может быть записано в дивергентном виде. Введение новой функции (по аналогии
с функцией тока) сводит решение задачи к интегрированию нелинейного уравнения
второго порядка в частных производных. Использование преобразования Эйлера—
Ампера позволяет построить решение, зависящее от двух произвольных функций
и неизвестной формы фронта головной ударной волны, для нахождения которых
была записана [8] интегро-дифференциальная система уравнений:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(∂ν
∂t

+
∂ν

∂x
+ ν

∂ν

∂z

)
H(ν, μ, λ) = − 1, λ = x − t, μ = νx − z,

ν = −Φz,

Φ (x, z, t) = F (x, z, t) −
ν(x,z,t)∫

q b(x,z,t)

H(s, s x − z, λ) ds,

(1)

где y = F (x, z, t) и y = Φ(x, z, t) — уравнения поверхности крыла и формы фронта
головной ударной волны соответственно, H — произвольная функция, введенная в
[8], ν(x, z, t) и q b(x, z, t) — значения параметра q на поверхности головной ударной
волны и поверхности крыла соответственно, q = w — проекция скорости частицы
газа на ось z; при этом q = const на линиях тока.

Величина q b определится из уравнения

∂q b
∂t

+
∂q b
∂x

+ q b
∂q b
∂z

= 0. (2)

В работе [8] был предложен полуобратный метод решения интегро-дифферен-
циальной системы уравнений (1), при котором вместо уравнения поверхности крыла
y = F (x, z) задается вид функции H(ν, μ), где μ = νx−z. По аналогии с [8] в насто-
ящей работе зададим вид функции ν. При таком подходе значительно упрощается
задача интегрирования системы (1) и, кроме того, остается достаточный произвол,
позволяющий дополнительно задавать уравнение передней кромки крыла x = x0(z),
а для режима обтекания с головной ударной волной, присоединенной вдоль всей пе-
редней кромки, и наклон Fx0(z) поверхности крыла на передней кромке.

3. Построение решения. Обратимся к первому уравнению системы (1). Вве-
дем новые переменные следующим образом: пусть x = x̃, z = z̃, t = (x − λ), тогда
уравнение примет вид (∂ν

∂x
+ ν

∂ν

∂z

)
H(ν, μ, λ) = − 1. (3)

Здесь в (3) и далее знак «тильда» опускаем.

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2021. Т. 8 (66). Вып. 4 641



Чтобы построить решение задачи обтекания тонкого крыла переменной формы
гиперзвуковым потоком газа, вместо поверхности крыла зададим вид функции ν.
Пусть

ν = gz(z, λ). (4)

Теперь из (3), очевидно, получим

H = − 1

gz(z, λ)gzz(z, λ)
. (5)

После того, как был задан вид функции ν, второе уравнение системы (1) легко
интегрируется:

Φ = g(z, λ) + ϕ(x, λ, t). (6)

Если уравнение передней кромки крыла при t = 0 имеет вид x = x◦(z), то для
присоединенной головной ударной волны из (6) получим

0 = Φ◦ = g(z, λ) + ϕ(x◦(z), λ, 0).

Отсюда следует, что
g(z, λ) = −ϕ(x◦(z), λ, 0).

Подставив это выражение в (6), для формы фронта головной ударной волны
окончательно в исходных переменных получим

Φ = ϕ(x, λ, t) + ϕ(x◦(z), λ◦, 0), (7)

где λ◦ = x◦(z). Функция ϕ задается произвольно.
Решение уравнения (2) может быть представлено параметрически:⎧⎪⎨⎪⎩

q b = ν (ζ) = gζ(ζ, λ
◦(ζ)),

z − ζ = gζ(ζ, λ
◦(ζ))

(
x− x◦ (ζ)),

x − t = x◦ (ζ),

(8)

где ζ — аппликата точки пересечения рассматриваемой линии тока с передней кром-
кой крыла x = x0(z).

Теперь можно найти расстояние между ударной волной и поверхностью крыла.

δ (x, z, t) = −
∫ ν(x, z, t)

q b(x, z, t)

H(s) ds =

∫ z

ζ

dσ

g′(σ, λ)
, (9)

где s = g′(σ, λ), H(s) = − [ g′(σ, λ) · g′′(σ, λ) ]−1, ν (x, z, t) = g′(z, λ), q b(x, z, t) =
g′(ζ, x◦ (ζ)).

Форма обтекаемой поверхности определится из формулы

F (x, z, t) = Φ (x, z, t)− δ (x, z, t). (10)

4. Параметры газа за поверхностью разрыва. Построенное решение по-
ставленной задачи позволяет определить параметры течения в ударном слое тонкого
крыла переменной формы с ударной волной, присоединенной вдоль всей передней
кромки крыла.
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Следуя [8], получим

y = Φ(x, z, t) +

∫ ν

q

H(s) ds. (11)

Отсюда для составляющей вектора скорости v будем иметь

v = Dy = yt + yx + q yz = ϕt + ϕx − q
[
g′(z, λ) +

1

g′(z, λ)

]
. (12)

На поверхности крыла при q = qb получим

vb = ϕt + ϕx − qb ϕz(x
◦(z), λ◦, 0) + D

(∫ ν

qb

H(s) ds
)
. (13)

Поправки к давлению и продольной компоненте вектора скорости определяются
из следующих уравнений в переменных (q, x, z, t):

Du = 0; yqDv = − pq.

5. Заключение. Предложенное в работе решение можно рассматривать в ка-
честве модельного для различных режимов обтекания крыла. Такие решения могут
иметь как самостоятельное значение, так и использоваться при расчете конкрет-
ных задач в комбинации с численными методами для ускорения вычислительной
процедуры. Кроме того, они могут быть использованы для контроля результатов
численных расчетов. Учесть влияние реальных свойств газа на параметры потока
достаточно хорошо можно введением эффективного показателя адиабаты [3, 9, 10].
Если газ за ударной волной находится в состоянии термодинамического равнове-
сия, то его течение можно моделировать движением некоторого совершенного газа,
показатель адиабаты которого определяется в зависимости от числа Маха и термо-
динамического состояния газа в ударном слое. При этом уравнение состояния можно
взять в квазисовершенном виде. Предлагаемая математическая модель может до-
полнить численное моделирование и при исследовании неравновесных течений (см.,
например, [11]).
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The present work is devoted to a further study of the spatial flowing of a thin wing of
variable shape by a hypersonic flow of non-viscous gas. The head shock wave is considered
to be attached to the leading edge of the wing. The use of the thin shock layer method for
solving the system of gas dynamics equations makes it possible to build a mathematical
model of the flow in question. It should also be noted that the analysis of boundary condi-
tions makes it possible to determine the structure of the expansion of the quantities sought
in a series and to construct approximate analytical solutions. In this case, in determining
the first approximation corrections, two equations are integrated independently of the other
equations. The application of the Euler—Ampere transform allows to construct a solution
depending on two arbitrary functions and an unknown of the shock front. To determine
these functions, previously it was obtained an integro-differential system of equations. This
paper proposes one of the variants of the semi-inverse method for constructing the solu-
tion of this system, in which the form of one of arbitrary function is given. This approach
allows you to additionally set the equation for the leading edge of the wing, and in the
case when the head wave is attached along the entire leading edge and the inclination of
the wing surface on it. The variant of the semi-inverse method presented in the work for
the non-stationary spatial problem of the flow has made it possible to obtain a particular
solution, which is a model for various flow regimes around the wing. Formulas are obtained
to determine: the shape of the front of the shock wave, the shape of the surface of the
streamlined body, the distance between the shock wave and the surface of the body, and
the flow parameters on the wing surface.
Keywords: mathematical modeling, hypersonic flowing of bodies, unsteady flows, partial
differential equations, small parameter.
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