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Рассматривается применение поправочных коэффициентов в методе Рэлея при рас-
чете основной частоты колебаний цилиндрической оболочки с прямоугольным сече-
нием. Систематизированы закономерности поведения поправочных коэффициентов.
Проанализирована связь между видом поправочных коэффициентов и свойствами по-
лучаемой приближенной формулы.
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1. Введение. Рассматриваются колебания цилиндрической оболочки с прямо-
угольным поперечным сечением при различных вариантах закрепления. При нали-
чии квадратного сечения можно получить приближенное аналитическое решение
путем численного решения уравнения, получаемого после разделения переменных
в уравнении Лагранжа—Жермен [1, 2]. Для шарнирно опертой оболочки, когда се-
чение мало отличается от квадратного, возможно получение решения в виде асимп-
тотического разложения [3]. В общем случае для прямоугольного сечения, помимо
асимптотических разложений и метода конечных элементов, целесообразно исполь-
зование метода Рэлея, позволяющего получить приближенную формулу для низшей
частоты. В работе [4] формы колебаний представлены в виде разложения в двой-
ной ряд Фурье, при этом результаты расчетов хорошо согласуются с результатами
вычислений частот методом конечных элементов. В работе [5] для решения данной
задачи был предложен подход, основанный на использовании метода Рэлея с попра-
вочными коэффициентами, которые выбираются эмпирически. При рассмотрении
некоторых примеров применения данного подхода было выявлено, что несмотря на
то, что в общем случае координатные функции с поправочными коэффициентами не
удовлетворяют всем геометрическим граничным условиям, они могут давать мень-
шую погрешность, чем функции с поправочными коэффициентами, которые этим
условиям удовлетворяют. Цель настоящей работы — дальнейшее изучение и обоб-
щение закономерностей поведения поправочных коэффициентов при их применении
в методе Рэлея.
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2. Постановка задачи. Рассмотрим тонкую цилиндрическую оболочку с пря-
моугольным поперечным сечением, образованную сопряжением четырех прямо-
угольных пластин (рис. 1).

Рис. 1. Цилиндрическая оболочка с прямо-
угольным поперечным сечением при разных гра-
ничных условиях (a, b, c — размеры).

Рис. 2. Локальные координаты стенок оболоч-
ки (вид сверху).

Введем локальные прямоугольные координаты (x, y) в плоскости k-й пластины
(рис. 2). Будем предполагать, что деформации в плоскости каждой пластины пре-
небрежимо малы, изгибающие моменты в местах пересечения равны, а углы между
сопряженными пластинами остаются прямыми при изгибах. Эти предположения
равносильны следующим условиям:

w(k)(0, y) = w(k)(χ, y) = 0,

w
(k)
x (χ, y) = w

(k+1)
x (0, y),

w
(k)
xx (χ, y) = w

(k+1)
xx (0, y),

(1)

где k = 1, 4 — номер пластины, при этом k + 1 = 1 при k = 4, χ = a при четных
k (либо b при нечетных k), w(k)(x, y) — прогиб k-й пластины, причем ∀ k функция
прогиба удовлетворяет уравнению Лагранжа—Жермен:

DΔΔw(k) − ρtw(k)ω2 = 0, k = 1, 4. (2)
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Далее под частотой оболочки понимается частотный параметр f = ω
2π

√
ρt
D , где

Δ = ∂2

∂x2 +
∂2

∂y2 , D = Et3

12(1−ν2) — изгибная жесткость, E — модуль Юнга, ν — коэффи-
циент Пуассона, ρ — плотность пластины, t — толщина пластины, ω — собственная
частота пластины.

3. Получение приближенных решений. Как было показано ранее в [3],
пластины, образующие оболочку, совершают колебания независимо друг от друга.
С учетом симметрии это позволяет рассматривать колебания пластины (квадратное
сечение) или двух сопряженных пластин (прямоугольное сечение).

Частота пластины (пары пластин) по методу Рэлея определяется из отношения:

f =
1

2π

√
Π

T
, (3)

где Π — потенциальная энергия деформации пластины (пары пластин) при изгибе,
T — максимальная кинетическая энергия пластины (пары пластин). Π и T зависят
от координатной функции, характеризующей приближенную форму колебаний, при
этом она должна удовлетворять геометрическим граничным условиям. Чем ближе
вид координатной функции к истинной форме колебаний, тем точнее результат вы-
числения частоты.

Рассмотрим две смежные стенки оболочки. Выберем для стенки шириной χ
координатную функцию Wχ. Геометрические граничные условия на стыках стенок
будут иметь вид

Wa|x=0 =Wa|x=a = 0, Wb|x=0 =Wb|x=b = 0,

∂Wa

∂x
|x=a =

∂Wb

∂x
|x=0,

∂Wb

∂x
|x=b = ∂Wa

∂x
|x=0.

(4)

Тогда

Π =

∫ c

0

(∫ 0

−χi

Πχidx+

∫ χi+1

0

Πχi+1dx

)
dy, (5)

T =

∫ c

0

(∫ 0

−χi

Tχidx +

∫ χi+1

0

Tχi+1dx

)
dy, (6)

где

Πχi = D

((
d2Wχi

dx2
+
d2Wχi

dy2

)2

+ 2(1− ν)
((

d2Wχi

dxdy

)2

− d2Wχi

dx2
d2Wχi

dy2

))
, (7)

Tχi = ρtW 2
χi
, (8)

χ1 = a, χ2 = b. (9)

Координатная функция для стенки шириной χ может быть записана в виде

Wχ(χ, c, x, y) = F0(χ)F1(χ, x)F2(c, y), (10)

где F0 — поправочный коэффициент, F1 и F2 — координатные функции, характе-
ризующие колебания вдоль x и y соответственно. В качестве F1, F2 удобно брать
тригонометрические функции или многочлены.
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Будем рассматривать граничные условия «заделка— заделка»:

Wχ|y=0 =Wχ|y=c = 0,
∂Wχ

∂y
|y=0 =

∂Wχ

∂y
|y=c = 0, (11)

и условия «заделка—шарнир»:

Wχ|y=0 =Wχ|y=c = 0,
∂Wχ

∂y
|y=0 =

∂2Wχ

∂y2
|y=c = 0. (12)

Далее рассмотрим случай «заделка— заделка», считая, что F1 и F2 — тригоно-
метрические функции. Рассуждения для других вариантов функций и граничных
условий могут быть проведены аналогично.

Будем оценивать точность решений, используя относительную погрешность J =
fR−fN
fN

, где fR — частота, полученная методом Рэлея, fN — частота, полученная
методом конечных элементов. Вычисления проводились при следующих размерах
(шаг изменения 1): a = 1, 4, b = 2, 4, c = 2, 4.

4. Сравнение и анализ решений. Возьмем координатные функции

Wχ = αχ sin
πx

χ

(
1− cos

2πy

c

)
, (13)

где αχ = A (χ = a), αχ = B (χ = b) — некоторые поправочные коэффициенты.
Проводя вычисления по формулам (3), (5)–(8), получим, что

f=

√
3π

6

√
16A2a4b3 + 8A2a2b3c2 + 3A2b3c4 + 16B2a3b4 + 8B2a3b2c2 + 3B2a3c4

a3b3c4(A2a+B2b)
. (14)

При A ! B (B ! A) частота по формуле (14) будет стремиться к частоте
оболочки квадратного сечения со стороной a (b). Это также верно, если положить
A = 0 или B = 0.

В случае прямоугольного сечения при A = 1, B = b
a функции (13) удовле-

творяют всем геометрическим граничным условиям. Погрешность такого решения
изменяется в пределах от 2.1 до 14.9%, достигая минимума при a = b. Однако и
при другом выборе A и B также возможно получение более точного решения. Для
уточнения возможных вариантов выбора следует ввести дополнительные предполо-
жения. Будем предполагать, что в случае прямоугольного сечения значения произ-
водной прогиба в углу при подходе с разных сторон не равны друг другу, т. е. угол
между стенками перестает быть прямым.

Исходя из этого, потребуем от координатных функций, чтобы они удовлетво-
ряли всем геометрическим граничным условиям на нижнем и верхнем краях, а на
боковых краях оболочки — только условиям отсутствия прогиба на линии пересе-
чения стенок. Как будет показано далее, функции, удовлетворяющие таким ослаб-
ленным условиям, позволяют в данной задаче получить приближенные формулы,
не уступающие по точности формулам с использованием координатных функций,
удовлетворяющих всем геометрическим граничным условиям.

В частности, поправочные коэффициенты вида χα, где α ≥ 1, обеспечивают
выполнение вышесказанных предположений. При подстановке их в формулу (14)
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Рис. 3. Изменение средней погрешности приближенной фор-
мулы в зависимости от α при граничных условиях «заделка—
заделка» (синяя линия) и «заделка—шарнир» (красная линия).

получим, что

f =

√
3π

6

√
16a2α+4b3 + 8a2α+2b3c2 + 3a2αb3c4 + 16a3b2α+4 + 8a3b2α+2c2 + 3a3b2αc4

a3b3c4(a2α+1 + b2α+1)
.

(15)
С ростом α вычисляемое по (15) значение частоты убывает. При α ! 1 оно

стремится к частоте оболочки с квадратным сечением, сторона которого равна мак-
симуму из a и b. Погрешность такого решения минимальна при a = b. При фиксиро-
ванных a и c погрешность формул с увеличением b убывает при a < b и возрастает
при a ≥ b. При фиксированных a и b с увеличением c погрешность в случае прямо-
угольного сечения растет. Для квадратного сечения погрешность при варьировании
a возрастает при a < c и убывает при a ≥ c.

Исходя из поведения погрешности, для любой наперед заданной точности мо-
гут быть подобраны поправочные коэффициенты, обеспечивающие эту точность в
приближенной формуле. В зависимости от α получаемая формула может быть как
относительно простой, так и достаточно громоздкой, что было показано в работе [5].

Для граничных условий «заделка—шарнир» результаты аналогичны. При A =
B = 1 погрешность изменяется в пределах от 0.1 до 15.7%. При этом погрешность
с ростом α уменьшается быстрее, чем при условиях «заделка— заделка» (рис. 3).

Из определения метода Рэлея следует, что он всегда дает оценку для частоты
сверху. Поэтому решение будем называть корректным, если для него fR > fN . Из
полученных результатов следует, что ∀α ∃a0, b0, c0, такие что ∀a ≤ a0, b ≤ b0, c ≤
c0 : fR ≤ fN , что свидетельствует о наличии зависимости между α и размерами
оболочки. По мере роста α это свойство сначала проявляется при выраженно пря-
моугольном сечении ( ba ≥ 3), затем отклонение сечения от квадратного, при котором
решение перестает быть корректным, уменьшается. В рассматриваемом диапазоне
размеров решение всюду корректно при α ≤ 1.37 («заделка— заделка») и α ≤ 1.29
(«заделка—шарнир»).

Также можно заметить, что погрешность в формуле отчасти обусловлена при-
сутствием высоких степеней a, b, c в знаменателе, и она наиболее быстро растет при
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cтремлении одной из сторон сечения к нулю. С увеличением α вклад этой погреш-
ности в формулу уменьшается.

5. Заключение. Из полученных результатов можно заключить, что примене-
ние поправочных коэффициентов χα в методе Рэлея способно приводить к более
точному решению, несмотря на то, что координатные функции с такими поправоч-
ными коэффициентами в общем случае не удовлетворяют условию равенства углов.
Точность решения связана с размерами оболочками, причем роль играет близость
сечения к квадратному. При больших α приближенные значения частот могут быть
меньше, чем их значения, найденные методом конечных элементов, в большей части
рассматриваемого диапазона размеров. В то же время при малых α обеспечивается
достаточный уровень точности для приложений.
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