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Обсуждается задача о ячейках периодичности теории усреднения для армированных
волокнами пластин — упругой и термоупругой. Особенностью ячеек периодичности
пластин является наличие у них свободных поверхностей. На основании расчетов по-
казано, что на свободных поверхностях возникают пограничные слои. Исследуются
характеристики этих пограничных слоев для однонаправленно и поперечно армиро-
ванных пластин.
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1. Применение метода осреднения к композитной пластине, армиро-
ванной системой волокон. Теория осреднения дает строгий математический ме-
тод исследования локального напряженного состояния в композите посредством ре-
шения так называемых задач с ячейками периодичности и макроскопических реше-
ний задачи. В настоящее время методы осреднения разработаны для всех основных
инженерных конструкций: твердых тел, пластин и мембран, балок и струн [1].

В этой статье мы рассмотрим армированные волокнами пластины. Осо-
бенностью пластин является то, что их ячейки периодичности [2, 3] простираются
от верха до низа пластины. Отметим, что для твердого композитного тела ячей-
ка периодичности совпадает с ячейкой периодичности структуры композита (см.
рис. 1).

Верхняя и нижняя поверхности ячейки периодичности пластины в ячеечной за-
даче теории усреднения являются свободными поверхностями [2, 3]. Наличие свобод-
ных поверхностей может привести к возникновению пограничных слоев — тонких
зон, где локальное напряженно-деформированное состояние отличается от напря-
женно-деформированного состояния в основной части пластины [4–12]. Повышение
местных напряжений, которое обычно происходит в этих зонах, может привести (и
часто приводит) к разрушениям в них. Ранее рассматривались пограничные слои
на торцевых свободных краях пластины (см. рис. 1). Они интенсивно обсуждались

∗Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Министерства науки и высшего об-
разования РФ (проект №075-15-2020-781).

© Санкт-Петербургский государственный университет, 2022

https://doi.org/10.21638/spbu01.2022.301 391



Рис. 1. Слои волокон в медленных переменных x и ячейка периодичности P пластины в быст-
рых переменных y.

в 1970–1980-х гг. для слоистых композитов (см., например, [13, 14] и краткий, но
очень информативный обзор в [15, гл. 7]). Во многочисленных публикациях указан-
ного периода были представлены экспериментальные, теоретические и численные
результаты. Мы не рассматриваем пограничные слои на торцах пластины. Мы рас-
смотрим пограничные слои на верхней и нижней поверхностях пластины (см. рис. 1).
Площади верхней и нижней поверхностей пластины большие. Прямой расчет в этой
зоне предполагает решение задач упругости/термоупругости во всей области, зани-
маемой пластиной. Мощность компьютеров в 1970-х и 1980-х гг. была достаточна для
численного анализа эффектов на торцевых свободных краях слоистых композитов,
но недостаточна для прямого анализа трехмерных композитов сложной структуры.
Возможно, по этой причине пограничные слои на верхней и нижней поверхностях
пластин не были исследованы ранее.

Рассмотрим пластины, армированные периодически чередующимися ортого-
нальными слоями волокон и периодической системой однонаправленных волокон.
Волокна располагаются перпендикулярно оси Ox3-оси (рис. 1). Волокна идеально
связаны с матрицей. Мы используем эту несколько идеализированную модель, что-
бы сосредоточиться на механических аспектах проблемы. Следует отметить, что
композиты с ортогонально ориентированными волокнами по-прежнему актуальны
для практики (см., например, [15–21]).

Обозначим: εR — радиус волокон, εh — расстояние между волокнами в слоях,
εδ — расстояние между слоями волокна (рис. 1). Обозначим через ε характерный раз-
мер волокон и связующего вещества между волокнами; считаем его малым: ε << 1.
Для описания этого двухмасштабного материала используются быстрые (микро-
скопические) переменные y = x/ε, которые вводятся дополнительно к медленным
(макроскопическим) переменным x [22].

Предположим, что пластина имеет периодическую структуру, а верхняя и ниж-
няя поверхности пластины плоские. В этом случае ячейка периодичности пластины
в быстрых переменных такова: P = [0, h1] × [0, h2] × [−h, h]. Ячейки периодично-
сти повторяются по переменным y1, y2 и простираются от верха до низа пластины
по переменной y3 (рис. 1). Обозначим через P2 = [0, h1] × [0, h2] двумерную ячейку
периодичности, соответствующую ячейке периодичности P . Грани ячейки перио-
дичности P — прямоугольники Γi = {y : yi = 0} и Γi + hiei.
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Применительно к пластинам мы используем теорию усреднения, развитую в [2]
и позднее обсуждавшуюся во многочисленных публикациях. Мы сосредоточимся на
механике и вычислительных аспектах проблемы. Мы не приводим подробного из-
ложения техники теории гомогенизации. Подробное изложение применения теории
гомогенизации к пластинам можно найти в [2] (см. также монографию [3]).

Решение задачи теории упругости и термоупругости композитной тонкой пла-
стины в рамках теории усреднения для пластин ищется в виде [23]

uε = u0(x1, x2) + εu1(x1, x2,x/ε) + ..., (1)

где u0(x1, x2) = (u01, u02, u03)(x1, x2) является макроскопическим решением (u01
и u02 — перемещения в плоскости пластины, а u03 — нормальный прогиб),
εu1(x1, x2,x/ε) является корректором. Корректор εu1(x1, x2,x/ε) вносит неболь-
шой вклад в перемещения, но значительный вклад в локальное напряженно-
деформированное состояние. Корректор имеет вид

ε

[
∂u0α
∂xβ

(x1, x2)Nαβ0(x/ε) + ε
∂u03

∂xα∂xβ
(x1, x2)Nαβ1(x/ε)

]
+ εN0(x/ε)]T (x1, x2),

где Nαβν(y) и Nν(y) — решения следующих задач на ячейках периодичности (яче-
ечных задач теории усреднения применительно к пластине [2, 23]): ячеечные задачи
теории упругости⎧⎪⎨⎪⎩

(aijkl(y)Nαβν
k,ly + (−1)aijαβyν3 ),jy = 0 в P,

(aijkl(y)Nαβν
k,ly + (−1)aijαβyν3 )nj = 0 на верхней/нижней поверхности,

[Nαβν(y)]α = 0

(2)

и термоупругие ячеечные задачи [5, 6]⎧⎪⎨⎪⎩
(aijkl(y)Nν

k,ly + bij(y)),jy = 0 в P,
(aijkl(y)Nν

k,ly + bij(y)nj = 0 на верхней/нижней поверхности,
[Nαβν(y)]α = 0,

(3)

здесь

aijkl(y) =

{
aFijkl в волокнах,
aMijkl в матрице,

αij(y) =

{
αF
ij в волокнах,
αM
ij в матрице,

(4)

aFijkl и aMijkl — упругие постоянные волокон и связующего соответственно; αF
ij

и αM
ij — коэффициенты линейного теплового расширения. Обозначим bij(y) =

−aijαβ(y)ααβ(y). Индексы ν и μ принимают значения 0, 1; остальные индексы, обо-
значенные греческими буквами, принимают значения 1, 2; индексы, обозначенные
латинскими буквами, принимают значения 1, 2, 3; [f(y)]α обозначает скачок функ-
ции f(y) на противоположных гранях y ∈ Γα и y ∈ Γα+hαeα ячейки периодичности
P [f(y)]α = 0 (означает периодичность по переменной yα).

Ячеечные задачи (2) и (3) имеют много решений, отличающихся друг от друга
перемещениями твердого тела. Мы устраним перемещения твердого тела, зафикси-
ровав некоторые точки ячейки периодичности (в теории усреднения часто ставится
условие нулевого среднего значения решения, что не влияет на обсуждаемые нами
явления).

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2022. Т. 9 (67). Вып. 3 393



Ячеечные задачи (2) и (3) являются задачами в быстрых переменных y. Мак-
роскопические деформации в плоскости ε0αβ = ∂u0α

∂xβ
, изгиб/кручение ρ0αβ = ∂2u03

∂xα∂xβ

и температура T являются функциями медленных переменных (x1, x2). Ячеечная
задача (2) с αβ = 11, 22 соответствует макроскопическому растяжению, если ν = 0,
или изгибу, если ν = 1; с αβ = 23 — макроскопическому сдвигу, если ν = 0, или
кручению, если ν = 1.

2. Анализ упругой ячеечной задачи. Введем Zαβν(y) = εναβ(x)[N
αβν(y) +

ξαβν(y)], где ξαβν(y) — решение уравнения aijkl(y)ξαβνk,l = yν3aijαβ(y). Функции
ξαβν(y) существуют, явные формулы для ξαβν приведены в [1]. Используя эти обо-
значения, мы можем записать задачи о ячейках периодичности теории гомогениза-
ции в виде ⎧⎪⎨⎪⎩

(aijkl(y)Zαβν
k,ly ),jy = 0 в P,

(aijkl(y)Zαβν
k,ly nj = 0 на верхней/нижней поверхности,

[Zαβν(y)]i = εναβ(x)[ξ
αβν(y)]i.

(5)

Вычисления имеют некоторые отличия для плоских деформаций растя-
жения/сдвига и изгиба/кручения пластины. Различие возникает из-за разных функ-
ций ξαβν в задаче о ячейках периодичности (5) для плоской деформации и изги-
ба/кручения. Это различие видно и в задаче (2): данная задача для плоских де-
формаций растяжения/сдвига не содержит y3, а для изгиба/кручения явно зависит
от y3.

Ячеечные задачи (5) решались для плоских деформаций (ν = 0) и для изги-
ба/кручения (ν = 1) для 3-, 4-, . . ., 10-слойных ячеек.

В приведенных ниже расчетах модульЮнга и коэффициент Пуассона для воло-
кон имеют следующие значения: Ef = 170 ГПа, νf = 0.3, для матрицы — Eb = 2 ГПа,
νb = 0.36. Эти значения соответствуют композиту углеродные волокна — эпоксид-
ная смола. Радиус волокна R составляет 0.45; расстояние между волокнами в слоях
h равно 0.1, между слоями волокон δ — 0.1, размеры ячейки периодичности таковы:
h1 = 1.1, h2 = 3, h3 = 1.1 (см. рис. 1). Эти геометрические характеристики задаются
в безразмерных быстрых переменных y. Соответствующие размерные значения вы-
числяются путем умножения на характерный размер ε. Для углеродного волокна ε
меняется от 5 до 20 мк [4].

2.1. Деформации в плоскости пластины. Плоские локальные деформа-
ции для ячейки периодичности есть решение задачи (5) с индексом ν = 0. В этом
случае yν3 = 1. Деформированная форма ячейки периодичности и напряжения по
Мизесу показаны на рис. 2. Рис. 2, а, иллюстрирует напряжения по Мизесу в ячейке
периодичности. Из-за большой разницы напряжений в волокнах и матрице рис. 2, а,
двухцветный. На рис. 2, с, показано напряженно-деформированное состояние в мат-
рице.

Распределения локальных напряжений на рис. 2 характерны для 4-,
5-, . . ., 10-слойных ячеек периодичности. Все наши результаты численных расчетов
показывают, что решение задачи является периодическим в сердцевинной части
ячейки периодичности и существует пограничный слой на верхней/нижней поверх-
ности ячейки периодичности. Толщина пограничных слоев меньше толщины одного
структурного слоя S.
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Рис. 2. Локальные напряжения по Мизесу: a — в ячейке периодичности, c — в матрице; b —
верхний пограничный слой (увеличено).

На рис. 2, а, с, мы наблюдаем существенные различия между локальными
напряженно-деформированными состояниями в волокне и матрице. Разница на-
столько велика, что волокна и матрицу можно квалифицировать как две разные
среды. На основании проведенных численных расчетов мы приходим к выводу, что
композиты типа «жесткие волокна в мягкой матрице» демонстрируют мультикон-
тинуальное поведение, предсказанное для высококонтрастных композитов теорети-
чески Г. П. Панасенко [24, 25].

2.2. Изгиб/кручение пластины. Локальные деформации ячейки периодич-
ности, соответствующие изгибу/кручению пластины, являются решениями задачи
(5) с индексом ν = 1. В этом случае явное присутствие переменной y3 приводит
к типичным решениям задачи (5), аналогичным на макроуровне изгибу/кручению
однородной пластины. Деформированная форма ячейки периодичности и напря-
жения по Мизесу продемонстрированы на рис. 3, показана деформация ячейки пе-
риодичности, соответствующая изгибу в плоскости Oyz. Видно, что напряжения в
высокомодульных волокнах, параллельных оси Oy, преобладают над всеми осталь-
ными напряжениями. Этот факт соответствует общей теории армированных волок-
ном пластин [26, 27]. Картины на рис. 3 характерны для 4-, 5-, . . . , 10-слойных ячеек
периодичности. Из-за большой разницы напряжений в волокнах и матрице матрица
на рис. 3 окрашена в один цвет.

Рис. 3. Локальные напряжения по Мизесу в ячейке периодичности (a); верхний (b) и нижний
(c) пограничные слои (увеличено).

На рис. 4 показаны локальные напряжения по Мизесу в матрице для ячейки
периодичности, изображенной на рис. 3. Сравнивая рис. 3 и 4, вновь видим мульти-
континуальное поведение композитной пластины [24, 25].

Выше была рассмотрена задача об упругом деформировании армированной
пластины. Рассмотрим задачу о термоупругом деформировании армированной пла-
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Рис. 4. Локальные напряжения по Мизесу в матрице и в верхнем
и нижнем пограничных слоях (увеличено).

стины. Насколько известно авторам, ячеечная задача термоупругости (3) не может
быть записана в компактной форме, аналогичной задаче (5).

Мы провели решения задачи (3) для композита «углерод — эпоксидная смола» с
указанными выше материальными и геометрическими параметрами. Коэффициен-
ты линейного теплового расширения волокон и матрицы таковы: αf = 5 · 10−6 ◦C−1

и αb = 60 · 10−6 ◦C−1 матрицы соответственно. Приведенное ниже решение было по-
лучено для температуры T = 100 ◦C, и перемещения на рисунке увеличены в 10 раз.

Деформированная ячейка периодичности и локальные напряжения по Мизесу
показаны на рис. 5, а. Видно, что решение задачи является периодическим в серд-
цевинной части ячейки периодичности и существует пограничный слой на верх-
ней/нижней поверхности ячейки периодичности. Толщина пограничных слоев мень-
ше толщины одного структурного слоя S, как и в задачах с ячейками упругой пе-
риодичности.

Морщинистость поверхностей пластины особенно хорошо видна при решении
задачи для двух соседних ячеек периодичности (см. рис. 5, b).

Рис. 5. Локальные напряжения по Мизесу: a — в ячейке периодичности и b — в верхней части
двух соседних ячеек периодичности (увеличено) при нагреве.
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3. Пластины с однонаправленными системами волокон или каналов.
Тела с системой однонаправленных волокон или с системой параллельных каналов
изучались многими исследователями (см. [28–33]). Отметим, что задачи рассматри-
вались для бесконечных тел периодических структур. Это было результатом приме-
нения специальной техники двоякопериодических функций, которая была практи-
чески единственным эффективным вычислительным методом до появления доста-
точно мощных компьютеров.

Приведены численные решения задач о ячейках периодичности для пластины
с системой цилиндрических включений или каналов, параллельных оси координат.
Результаты численных расчетов на растяжение и изгиб армированной волокнами
пластины представлены на рис. 6. Верхний и нижний фрагменты ячеек периодично-
сти показаны увеличенными. На рис. 6 глубина пограничного слоя меньше толщины
одного структурного слоя, как и для перекрестно армированной пластины. Погра-
ничный слой уменьшает напряжение по Мизесу в матрице. Локальное напряженно-
деформированное состояние в сердцевинной части ячейки периодичности похоже
на локальное напряженно-деформированное состояние, возникающее в контрастных
композитных пластинах «жесткие волокна в мягкой матрице» [34–38]. Аналогич-
ный эффект имел место и для пластин с перекрестным армированием (см. рис. 2
и 4). Можно сделать вывод, что роль пограничного слоя положительна для проч-
ности поверхности контрастных композитных пластин «жесткие волокна в мягкой
матрице». Примером таких композитов являются композитные крылья [39, 40] и
спортивное снаряжение [41]. Конечно, композитные крылья или спортивный снаряд
имеют более сложные схемы армирования и непосредственное применение резуль-
татов, приведенных в данной статье, недопустимо.

a                                                                                          b
Рис. 6. Локальные напряжения по Мизесу: a — растяжение, b — изгиб.

Анализ пластин с системой однонаправленных каналов дает нам примеры от-
рицательной роли пограничного слоя. На рис. 7 видно, что пограничный слой уве-
личивает локальное напряжение по Мизесу. Рис. 7 также демонстрирует возможный
результат пограничного слоя. Вычисления нетривиальны, поэтому прямое примене-
ние результатов, представленных в статье, не допускается.

Численный анализ демонстрирует аналогичное поведение 4-, 5-, . . ., 10-слойных
пластин.

Представим результаты расчета для термоупругой ячеечной задачи. На рис. 8
показано решение ячеечной задачи для задачи термоупругости. Расчеты проводи-
лись для композита «углерод — эпоксидная смола» с указанными выше матери-
алом и геометрическими параметрами. Решение было получено для температуры
T = 100 ◦C, и перемещения на рисунке увеличены в 10 раз. Решение является пери-
одическим в сердцевинной части ячейки периодичности, и ясно видны пограничные
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Рис. 7. Полый композит: a — растяжение и b — изгиб; с — разрушение поверхности кирпичной
кладки.

слои на верхней/нижней поверхности ячейки периодичности. Толщина погранич-
ных слоев меньше толщины одного структурного слоя, как и в задачах с упругой
ячейкой периодичности.

Рис. 8. Локальные напряжения по Мизесу в ячейке периодичности и в верхней и нижней
частях ячейки периодичности (увеличено) при нагреве.

4. Сморщивание верхней/нижней поверхности пластины. Приведенные
выше расчеты проводились для пластины с плоскими верхней и нижней поверхно-
стями. При рассмотрении рисунков можно сделать вывод, что, как правило, исходно
плоские верхняя и нижняя поверхности деформируемой пластины не превращаются
в цилиндрические поверхности, а сморщиваются. Морщинистость особенно хорошо
видна для двух соседних ячеек периодичности (см. рис. 5 и 9). Амплитуда и период
морщинистости имеют порядок ε. Хотя ε мало, такое сморщивание приводит к изме-
нению площади (длины) верхней и нижней поверхностей пластины на порядок не ε,
а единицы. Такое сморщивание влияет, например, на тепловые свойства поверхнос-
тей [22]. Сморщивание также может влиять на взаимодействие пластины с потоком
жидкости или газа.
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Рис. 9. Деформация верхней поверхности пластины при изгибе.

Сморщивание возникает не во всех ячеечных задачах. Известные точные ре-
шения ячеечной задачи [1, 23, 42, 43], указывают на отсутствие пограничных слоев
в однородных пластинах и пластинах из слоев однородных материалов. Следова-
тельно, в однородных пластинах и пластинах из слоев однородных материалов не
возникает и сморщивание. В пластинах сложного строения морщинистость тоже
может не появиться. На рис. 10 показано решение для ячеечной задачи, соответ-
ствующей сдвигу в плоскости пластины. Хотя пограничные слои хорошо видны, на
свободной поверхности морщин не видно (показана верхняя поверхность пластины,
нижняя выглядит аналогично). Таким образом, пограничный слой и сморщивание
не являются тождественными явлениями.

Рис. 10. Локальные напряжения по Мизесу в матрице и верх ячейки периодичности в разных
проекциях (увеличено).

Явления морщинистости на поверхности пластин описаны в литературе. На-
пример, апельсиновая корка в тонких панелях или сморщивание наружных слоев в
трехслойных пластинах с мягкой сердцевиной. Упомянутые явления отличаются от
сморщивания, описанного в данной статье. Апельсиновая корка является результа-
том технологического процесса [44], а не изгиба пластины. Сморщивание наружных
слоев в трехслойных пластинах с мягкой сердцевиной является результатом потери
устойчивости сжатого наружного слоя [45, 46]. Это сморщивание происходит, когда
макроскопический изгиб достигает критического значения. Сморщивание, описан-
ное в этой статье, происходит как на верхней, так и на нижней поверхности. Это
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явление не зависит от величины макроскопического изгиба. Это сморщивание, в
частности, происходит в пластине, подвергнутой растяжению, когда потери устой-
чивости не происходит.

5. Выводы. Верхняя и нижняя стороны пластины соответствуют свободным
поверхностям в задачах периодичности ячеек для пластины. Как следует из наших
расчетов, пограничные слои могут возникать на свободных поверхностях. Погра-
ничные слои появляются не во всех случаях. Известные точные решения задачи о
ячейке периодичности [1, 23, 42, 43] демонстрируют отсутствие пограничных слоев в
задаче о ячейке периодичности, соответствующей однородным и слоистым пласти-
нам. Верхний и нижний пограничные слои возникают в пластинах сложной струк-
туры. Пластины, армированные волокном, являются примером пластин сложной
структуры. Толщина пограничного слоя меньше толщины структурного слоя (одно
волокно и окружающий его фрагмент связующего, см. рис. 1).

Наши численные расчеты показывают, что максимальные напряжения в арми-
рованной волокном пластине и пластине с каналами возникают в верхнем/нижнем
слое, но не точно в верхней/нижней части пластины. Максимальные напряжения
возникают точно в верхней/нижней части пластины для однородных и слоистых
пластин.

Одним из результатов воздействия верхних/нижних пограничных слоев в пла-
стине является сморщивание изначально плоской верхней/нижней поверхности ар-
мированной волокнами пластины. Хотя амплитуда складчатости невелика, это при-
водит к немалому изменению площади (длины) верхней и нижней поверхностей
пластины.

Пограничные слои на свободных (верхней и нижней) поверхностях не-
однородной пластины могут возникать как в упругой, так и в термоупругой задачах.
Свойства упругого и термоупругого пограничных слоев аналогичны.
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The periodicity cell problems of the homogenization theory, both elastic and thermoelastic,
are discussed for a fiber-reinforced plate. A feature of the periodicity cells of the plates is
the presence of free surfaces in them. As follows from our calculations, boundary layers
appear on free surfaces. The characteristics of these boundary layers for unidirectional and
transverse reinforced plates are investigated.
Keywords: plate, reinforcing fibers, matrix, homogenization method.
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