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В работе представлены результаты исследования бифуркации осесимметричных форм
равновесия круглых пластин при различных условиях закрепления внешнего края.
Показано, что для случая скользящей заделки края аналитический, асимптотический
и конечно-элементные подходы к решению дают близкие результаты. При шарнир-
ном опирании края пластины переход в неосесимметричное состояние происходит при
гораздо большей нагрузке и с образованием меньшего числа волн, чем для скользя-
щей заделки. Трудности с получением численного решения на основе аналитического
подхода, видимо, связаны с необходимостью более точного описания напряженно-де-
формированного докритического состояния пластины, чем дает в этом случае теория
пологих оболочек.
Ключевые слова: круглая пластина, потеря устойчивости, конечно-элементное моде-
лирование.

1. Введение. Вопрос о существовании несимметричных решений у симмет-
рично нагруженной круглой пластины был впервые рассмотрен Д.Ю.Пановым и
В.И.Феодосьевым в работе 1948 г. [1]. Задача решалась методом Галёркина, а при-
нятая форма прогибов задавалась функциями с одним неизвестным параметром и
недостаточно точно описывала большие осесимметричные прогибы пластины в до-
критическом состоянии. Поэтому результат получился существенно отличающимся
от действительности. В работе 1971 г. Л.С.Чео, Е.Л. Рейса [2] для круглой пла-
стины при различных условиях закрепления и нагружения определены значения
критической нагрузки, при которой происходит переход от симметричной формы
равновесия к неосесимметричной. Величина критической нагрузки, полученная в
[2], для равномерно нагруженной нормальным давлением пластины существенно
больше нагрузки, определенной Пановым и Феодосьевым [1]. Форма потери устой-
чивости также отличается: по краю пластины образуется 14 волн, а не 8, как в
работе [1].

Надо отметить, что еще в 1961 г. Н.Ф.Морозов строго доказал существование
несимметричного решения в этом случае [3], а единственность такого решения была
доказана В.О.Пехоцки в [4].

∗Работа выполнена с использованием оборудования ресурсного центра Научного парка СПбГУ
«Обсерватория экологической безопасности».
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Задачи о потере осесимметричной формы равновесия круглых пластин под дей-
ствием нормального давления и пологих сферических оболочек под действием внут-
реннего давления решал асимптотическими методами С.Д.Коман [5, 6]. В работах
[7–9] рассматривались аналогичные задачи для неоднородных по радиальной коор-
динате пластин и оболочек. Получено, что при уменьшении жесткости пластины
или сферического купола к краю потеря устойчивости происходит при меньшей
нагрузке и с образованием большего числа волн. Методом конечных элементов в
пакетах NASTRAN и ANSYS Г.А.Мануйловым, С.Б.Косицыным, М.М.Бегичевым
[10–12] определены критические точки в задачах устойчивости круглых пластин под
действием равномерной и сосредоточенной нагрузок. При этом рассматривались на
границе условия скользящей жесткой заделки и шарнирного опирания.

Ниже рассматривается задача о потере устойчивости осесимметричного равно-
весия круглой пластины, находящейся под действием нормального давления при
условиях скользящей заделки и шарнирного опирания. Задача решается аналити-
чески, а также с использованием метода конечных элементов в пакете ANSYS.

2. Постановка и метод решения задачи. Разрешающая система уравнений
деформации круглой изотропной пластины, нагруженной равномерно распределен-
ным нормальным давлением, имеет вид

ΔΔw = p+ L(w,F ), ΔΔF = −L(w,w)/2. (1)

Здесь w(r, θ), F (r, θ) — искомые безразмерные функции нормального прогиба и уси-
лий, r, θ — полярные координаты, p — нормальное внешнее давление, Δ — опера-
тор Лапласа, записанный в цилиндрических координатах, L — дифференциальный
оператор L(x, y) = x′′

(
y′/r + ÿ/r2

)
+ y′′

(
x′/r + ẍ/r2

)
− 2 (ẋ/r)

′
(ẏ/r)

′, ( )′ = ∂( )/∂r,
˙( ) = ∂( )/∂θ.

Безразмерные величины в (1) связаны с размерными следующими соотношени-
ями:

r =
r̃

R
, w = β

w̃

h
, p = β3 p̃R

4

Eh4
, F = β2 F̃

Eh3
, β2 = 12(1− ν2),

где R, h — радиус и толщина пластины, E, ν — модуль упругости и коэффициент
Пуассона для материала пластины.

В данной работе рассматриваются два типа граничных условий:
1) скользящая заделка, т. е. защемление точек края без закрепления в радиаль-

ном направлении, при котором граничные условия принимают вид

w = w′ = Tr = S = 0; (2)

2) шарнирное опирание без закрепления точек края в радиальном направлении,
которое описывается соотношениями

w =Mr = Tr = S = 0, (3)

где Tr, S, Mr — тангенциальные усилия и изгибающий момент.
При малых значениях нагрузки система (1), дополненная необходимыми гра-

ничными условиями, имеет только симметричное решение. Для определения несим-
метричной формы потери устойчивости представим решение в виде w(r, θ) = w0(r)+
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wn(r) cos(nθ), F (r, θ) = F0(r) + Fn(r) cos(nθ), где w0(r), F0(r) определяют докри-
тическое симметричное решение, а функции wns(r, θ) = wn(r) cos(nθ), Fns(r, θ) =
Fn(r) cos(nθ) описывают поведение пластины сразу после ее перехода в неосесим-
метричное состояние, n — число волн в окружном направлении, образовавшихся в
результате бифуркации.

Докритическое состояние пластины описывается системой

Θ′′
0 +

Θ′
0

r
− Θ0

r2
=
pr

2
+

Θ0Φ0

r
, Φ′′

0 +
Φ′

0

r
− Φ0

r2
= −Θ2

0

2r
, (4)

где Θ0 = Θ0(r) = w′
0(r) и Φ0 = Φ0(r) = F ′

0(r).
Граничные условия (2), дополненные условиями ограниченности решений в цен-

тре w′ = F ′ = 0, в случае защемления точек края при свободном смещении в окруж-
ном направлении имеют вид

Θ0 = Φ0 = 0 при r = 1 и r = 0.

Для случая шарнирного опирания (3) граничные условия примут вид

Θ′
0 + νΘ0 = Φ0 = 0 при r = 1,

(5)
Θ0 = Φ0 = 0 при r = 0.

Разрешающую систему для несимметричных составляющих функций прогиба
wn и усилий Fn можно получить после подстановки выражений для w(r, θ), F (r, θ)
в систему (5) и ее линеаризации относительно малых функций wn(r), Fn(r):
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(6)

где Δn = d2/dr2 + r−1d/dr − n2/r2.
Граничные условия (2) примут вид

w′
n(0) = F ′

n(0) = wn(1) = w′
n(1) = 0,

(7)
F ′
n(1)− n2Fn(1) = F ′

n(1)− Fn(1) = 0,

а условия (3) перейдут в соотношения

w′
n(0) = F ′

n(0) = wn(1) = w′′
n(1) + νw′

n(1) = 0,
(8)

F ′
n(1)− n2Fn(1) = F ′

n(1)− Fn(1) = 0.

Метод решения задачи изложен в работах [2, 9]. Сначала для заданных зна-
чений нагрузки p и волнового числа n решается симметричная задача, далее ме-
тодом прогонки проверяется существование решения несимметричной задачи. Обо-
значим за pn нагрузку, при которой для заданного числа волн в окружном направ-
лении существуют отличные от нуля функции wn, Fn. Тогда критическая нагрузка
pcr = minn pn, т. е. наименьшее значение нагрузки pn, при которой появляются вол-
ны в окружном направлении.
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3. Докритическое напряженное состояние и расчет критического дав-
ления. Бифуркация симметрично нагруженной пластины в неосесимметричное со-
стояние возможна при появлении сжимающих напряжений в окрестности края пла-
стины [3]. Изменение интенсивности безразмерных окружных усилий Tθ(r) при раз-
личных значениях нагрузки показано на рис. 1. Видно, что при условии шарнирного
опирания края зона сжимающих напряжений более узкая, чем в случае, когда имеет
место скользящая заделка (2). Также важно отметить, что интенсивность сжима-
ющих напряжений вблизи края при шарнирном опирании в 2–4 раза превышает
значения напряжений при защемлении точек края. С ростом нагрузки ширина зо-
ны сжимающих напряжений уменьшается и для случая шарнирного опирания, и
при защемлении точек края пластины.
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Рис. 1. Безразмерное окружное усилие Tθ(r) при различных граничных условиях: скользящая
заделка (линия с квадратными маркерами); шарнирное опирание (линия с круглыми маркерами).
Здесь p = 5000 (слева), p = 50000 (справа), ν = 0.3.

Для однородной круглой пластины со свободно смещающимся в радиальном
направлении краем критическая нагрузка и соответствующее ей волновое чис-
ло были впервые получены Л.С.Чео, Е.Л. Рейсом [2]. В работах С.М.Бауэр,
Е. Б.Воронковой, Н.Ф.Морозова [7–9] рассматривались неоднородные по радиусу
круглые пластины под действием нормального давления и неоднородные пологие
оболочки, загруженные внутренним давлением. Асимптотически задача о критиче-
ском давлении для однородной круглой пластины решалась в работах С.Д.Комана
и соавторов [5, 6].

В работах авторов настоящей работы, как и в [2, 5, 6], получено, что пластина
переходит в неосесимметричное состояние с образованием 14 волн по краю пласти-
ны, при этом безразмерная критическая нагрузка принимает значение pcr = 64 956, а
безразмерный прогиб пластины — wcr = 46.53. При значении коэффициента Пуассо-
на ν = 0.3 размерное значение прогиба при переходе в неосесимметричное состояние
таково: w̃ ≈ 14h.

Как уже отмечалось, задача о потере устойчивости осесимметричного равнове-
сия круглой пластиной решалась методом конечных элементов в пакетах NASTRAN
и ANSYS в работе [10].

Для стальной пластины радиуса 50 см и толщины 0.5 см при закреплении края
пластины по типу скользящей заделки бифуркация осесимметричного равновесия
происходит с образованием 13 волн по краю пластины при значении прогиба w̃ =
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13.8h. Критическая нагрузка, найденная в [10], равна 3.57 МПа, что соответствует
безразмерному значению 62 842.

Различие в форме потери устойчивости, полученное методом конечных элемен-
тов в работе [10] и численно и асимптотически в работах [2, 5–9], может быть объ-
яснено тем, что значения нагрузки, отвечающие волновым числам n = 13 и n = 15,
отличаются от значений для n = 14 на 0.7 и 1.8% соответственно.

4. Конечно-элементное моделирование. Методом конечных элементов ис-
следована устойчивость симметричной формы равновесия круглой пластины в паке-
те ANSYS. Как и в работе [10], рассматривалась круглая стальная пластина, радиус
которой равен 50 см, а толщина 0.5 см. Принимается, что пластина лежит в плос-
кости z = 0, 0 �

√
x2 + y2 � 50. Разбиение пластины на 5994 четырехугольных

элемента типа SHELL281 представлено на рис. 2.

Рис. 2. Разбиение на конечные элементы.

На границе пластины
√
x2 + y2 = 50 выполняются условия скользящей заделки

или шарнирного опирания. При граничных условиях шарнирного опирания полага-
лось, что граничные точки при деформировании не могут выходить из плоскости
z = 0, а момент в них равен нулю. Для исключения перемещений пластины как
жесткого целого в плоскости z = 0 были наложены дополнительные ограничения
на перемещения центра пластины и точки на границе пластины: полагалось, что
при деформировании центр пластины (точка с координатами x = 0, y = 0) может
перемещаться только вдоль оси z, а точка на границе пластины (x = −50, y = 0) —
только вдоль оси x. Пластина нагружается равномерно распределенным по всей
поверхности давлением.

Исследование нелинейной устойчивости проводится в соответствии с общепри-
нятой процедурой, т. е. во всех внутренних узлах пластины случайным образом за-
даются незначительные несовершенства, заключающиеся в том, что узлы могут вы-
ходить из плоскости z = 0. Эти случайные отклонения узлов от плоскости z = 0
не превышают 0.2% толщины пластины. Далее при линейном росте нагрузки ре-
шается нелинейная задача, допускающая большие деформации пластины, и опре-
деляются значения давления, при которых наблюдается быстрый локализованный
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Рис. 3. Потеря осесимметричной формы равновесия круглой пласти-
ны со скользящей заделкой (n = 14).

рост прогибов при незначительном увеличении давления, т. е. потеря устойчивости
деформирования.

Для случая скользящей заделки получено решение, соответствующее форме
потери устойчивости с образованием n = 14 волн по краю пластины (см. рис. 3).
Размерная критическая нагрузка в этом случае равна 3.6 МПа, что отвечает без-
размерной нагрузке 63 370.

На рис. 4 приведены формы потери устойчивости и соответствующие им на-
грузки для случая шарнирного опирания края.

Размерным значениям нагрузок, при которых появляются одна, две и три вол-
ны, соответствуют безразмерные значения 283 681, 284 144 и 285 079. Заметим, что
значения этих нагрузок отличаются между собой не более чем на 0.5%.

При условии шарнирного опирания потеря устойчивости происходит при на-
грузке, превосходящей критическое давление при скользящей заделке более чем в
4 раза. Как отмечается в [11, 12], сама точка бифуркации является неустойчивой, и
пластина в этом случае становится очень чувствительной к начальным несовершен-
ствам. При этом прогиб пластины в центре становится очень большим (w̃/R ≈ 0.3),
и уравнения пологих оболочек дают большую погрешность. Следует отметить, что
в этом случае численное решение, основанное на аналитическом подходе, описанном
в разделе 2 (уравнения (4)–(8)), получить не удалось, но при достижении нагрузкой
безразмерного значения 285 000 зона сжимающих напряжений перестает сужаться,
и это можно считать признаком достижения критического значения.

5. Заключение. В работе представлены результаты исследования бифурка-
ции осесимметричных форм равновесия круглых пластин при различных условиях
закрепления внешнего края. Показано, что для случая скользящей заделки края
аналитический, асимптотический и конечно-элементный подходы к решению дают
близкие результаты. При шарнирном опирании края пластины переход в неосесим-
метричное состояние происходит при гораздо большей нагрузке и с образованием
меньшего числа волн, чем для скользящей заделки. Трудности с получением числен-
ного решения на основе аналитического подхода, видимо, связаны с необходимостью
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Рис. 4. Появление первой волны при нагрузке p̃ = 16 115 750 Па (первый ряд, слева); второй
волны при нагрузке p̃ = 16 142 060 Па (первый ряд, справа); появление третьей волны при p̃ =
16 195 160 (второй ряд).

более точного описания напряженно-деформированного докритического состояния
пластины, чем дает в этом случае теория пологих оболочек.
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