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Работа посвящена исследованию новой модели случайного заполнения отрезка боль-
шой длины интервалами меньшей длины. Рассмотрены две новые постановки задачи.
В первом случае рассматривается модель, в которой единичные интервалы размеща-
ются на отрезке таким образом, что при каждом последующем размещении интервала
слева и справа должно оставаться свободное пространство длиной не менее фиксиро-
ванного размера. Вторая модель такова, что интервалы длины 2 расположены случай-
ным образом и никакие два интервала не должны быть соседними. В обоих случаях
исследуется поведение среднего числа найденных интервалов в зависимости от длины
заполненного отрезка.
Ключевые слова: случайное заполнение, задача о парковке, асимптотическое поведе-
ние.

1. Введение. Впервые задача случайного заполнения отрезка была представ-
лена в работе Реньи [1]. На отрезке [0, x] для некоторого фиксированного x > 1
случайным образом размещается интервал (t, t+ 1), тем самым разбивая изначаль-
ный отрезок на два: [0, t] и [t + 1, x]. Если какой-либо из них имеет длину меньше
единицы, он исключается из дальнейшего рассмотрения. Остальные продолжают
заполняться по вышеописанному правилу. Выражение «случайным образом» озна-
чает, что t является равномерно распределенной на [0, x− 1] случайной величиной,
которая не зависит от других аналогичных случайных величин. Данный процесс
заканчивается в тот момент, когда не остается отрезков длины хотя бы 1. Затем
подсчитывается суммарное количество размещенных на изначальном отрезке ин-
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тервалов, которое обозначается через Nx. Для 0 � x < 1 значение Nx принимается
равным нулю.

В работе Реньи [1] было показано, что при любом n � 1

E{Nx} = λx+ λ− 1 + o(x−n) (x→ +∞). (1)

Для константы λ было получено следующее выражение:

λ =

∞∫
0

e
−2

t∫

0

1−e−u

u du
dt. (2)

В работе [2], которая была посвящена дискретной задаче об эгоистичной парков-
ке для математического ожидания числа разместившихся единичных интервалов,
было установлено, что

EXn =
2n− 1

3
при n ≥ 2 и EXn = 0 при n < 2. (3)

Другим моделям задачи о парковке посвящены работы [3–7].
В настоящей работе будут рассмотрены две новые модели задачи о парковке.

2. Модель I. Пусть n и k — целые неотрицательные числа, i = 1, 2, . . . , n− 1.
На отрезок [0, n] помещаем случайным образом единичный интервал по следующе-
му правилу. Если n ≤ k, то будем говорить, что единичный интервал не размещает-
ся, и отрезок [0, n] остается незаполненным. В противном случае помещаем интер-
вал (i, i+ 1) на отрезок [0, n], где i — случайная величина, принимающая значения
0, 1, . . . , n−1 с равной вероятностью так, чтобы справа или слева от интервала было
свободное место размером не менее k. После размещения первого интервала образу-
ются два незанятых отрезка: [0, i] и [i + 1, n], которые в свою очередь заполняются
независимо друг от друга по такому же правилу. Когда длины всех незанятых от-
резков станут не больше k, процесс заполнения отрезка прекращается. Пусть Xn —
количество разместившихся единичных интервалов на отрезке [0, n].

Теорема 1. Для определенной выше случайной величины Xn справедливы ра-
венства:

EXn = 0 для 0 ≤ n ≤ k,

EXn = Hn−k для k < n ≤ 2k, (4)

EXn =
Hk + 1

2k + 1
(n+ 1)− 1 для n > 2k, (5)

где Hk =
k∑

i=1

1
i .

Доказательство. 1. Если 0 ≤ n ≤ k, то по правилу заполнения Xn = 0 и
EXn = 0.

2. Если k < n ≤ 2k, то по правилу заполнения левый конец размещаемого перво-
го интервала не может принимать значения из [n− k, k). Предположим, что первый
интервал занял место (i, i+1). Обозначим через Xn,i число размещенных на отрезке
[0, n] единичных интервалов при условии, что левый конец первого интервала занял
место i. Тогда справедливо равенство

Xn,i = Xi +Xn−i−1 + 1. (6)
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Введем обозначение En = EXn. Учитывая равенство (6) и то, что случайная
величина i с равной вероятностью может принимать значения 0, 1, . . . , n−k−1, k, k+
1, . . . , n− 1, получаем соотношение

En =
1

2(n− k)

(
n−k−1∑
i=0

Ei +

n−1∑
i=k

Ei

)
+

1

2(n− k)

(
n−k−1∑
i=0

En−i−1 +

n−1∑
i=k

En−i−1

)
+ 1 =

=
1

(n− k)

(
n−k−1∑
i=0

Ei +

n−1∑
i=k

Ei

)
+ 1.

Учитываем пункт 1, из которого следует, что Ei = 0 для всех i = 0, 1, . . . , k. Тогда
получаем

En =
1

(n− k)

n−1∑
i=k+1

Ei + 1. (7)

Для решения этого уравнения введем еще одно обозначение:

Sn =

n∑
j=k+1

Ej . (8)

Тогда будем иметь
En = Sn − Sn−1. (9)

Учитывая (7), (8) и (9), получаем рекуррентное соотношение

Sn =
n− k + 1

n− k Sn−1 + 1, (10)

или
Sn+1 = cnSn + 1, (11)

где cn = n−k+2
n−k+1 . Таким образом, учитывая равенство Sk+1 = 1, имеем

Sn+1 = cnSn+1 = cn(cn−1Sn−1+1)+1 = . . . = cncn−1 . . . ck+1+cncn−1 . . . ck+. . .+cn+1,

или, принимая во внимание, что cn = n−k+2
n−k+1 , можем записать

Sn+1 =

n∑
i=k+1

n∏
j=i

cj + 1 =

n∑
i=k+1

n∏
j=i

j − k + 2

j − k + 1
+ 1 =

=

n∑
i=k+1

n− k + 2

i− k + 1
+ 1 = (n− k + 2)

n−k+1∑
i=2

1

i
+ 1.

Учитывая (7), получаем

En =
1

(n− k)Sn−1 + 1 =

n−k−1∑
i=2

1

i
+

1

n− k + 1 =

n−k∑
i=1

1

i
= Hn−k,

где Hn−k — частичная сумма первых n− k членов гармонического ряда.
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3. Пусть n > 2k. Учитывая равенство (6) и то, что i — случайная величина, с
равной вероятностью принимающая значения 0, 1, . . . , n− 1, получаем равенство

En =
1

n

n−1∑
i=0

Ei +
1

n

n−1∑
i=0

En−i−1 + 1 =
2

n

n−1∑
i=0

Ei + 1.

Введем следующее обозначение: c =
2k∑
i=0

Ei. Тогда верно равенство

En =
2

n

n−1∑
i=0

Ei + 1 =
2

n

(
c+

n−1∑
i=2k+1

Ei

)
+ 1.

Пусть Tn =
n∑

i=0

Ei. Тогда En = Tn − Tn−1 и T2k = c.

С другой стороны, учитывая равенство

En =
2

n

n−1∑
i=0

Ei + 1 =
2

n
Tn−1 + 1,

получаем

Tn =
n+ 2

n
Tn−1 + 1

или
Tn+1 =

n+ 3

n+ 1
Tn + 1.

Если введем обозначение an = n+3
n+1 и учтем равенство T2k = c, получим

Tn+1 = anTn + 1 = an(an−1Tn−1 + 1) + 1 = an(an−1(an−2Tn−2 + 1) + 1) + 1 = . . . =

= an(an−1(an−2(. . . a2k+1(a2kT2k + 1) + 1) . . . ) + 1 =

= anan−1 . . . a2kc+ anan−1 . . . a2k+1 + . . .+ an + 1.

Если введем обозначение pn =
n∏

i=1

ai, то получим

Tn+1 = c
pn

p2k−1
+
pn
p2k

+ . . .+
pn
pn

= c
pn

p2k−1
+

n∑
i=2k

pn
pi
.

Используя последнее равенство, имеем

En = Tn − Tn−1 =
pn−1

pn−1
+

n−2∑
i=2k

pn−1 − pn−2

pi
+ c

pn−1 − pn−2

p2k−1
.

Заметим, что

pn =

n∏
i=1

i+ 3

i+ 1
=

(n+ 3)(n+ 2)

6
.

Поэтому

pn−1 − pn−2 =
(n+ 2)(n+ 1)

6
− (n+ 1)n

6
=
n+ 1

3
.
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Таким образом, из последних равенств следует

En = 1+

n−2∑
i=2k

pn−1 − pn−2

pi
+ c

pn−1 − pn−2

p2k−1
= 1 +

n+ 1

3

n−2∑
i=2k

1

pi
+ c

n+ 1

3

1

p2k−1
=

= 1 +
(n+ 1)

3

n−2∑
i=2k

6

(i+ 3)(i+ 2)
+ c

n+ 1

3

6

(2k + 2)(2k + 1)
=

= 1 + 2(n+ 1)
n−1∑
i=2k

(
1

i+ 2
− 1

i+ 3

)
+ c

n+ 1

(k + 1)(2k + 1)
=

= 1+2(n+1)

(
1

2k + 2
− 1

n+ 1

)
+c

n+ 1

(k + 1)(2k + 1)
= 1+

n+ 1

k + 1
−2+c

n+ 1

(k + 1)(2k + 1)
=

=
(n+ 1)(2k + 1) + c(n+ 1)

(k + 1)(2k + 1)
− 1 =

2k + 1 + c

(k + 1)(2k + 1)
(n+ 1)− 1.

Найдем константу c, вспомнив результат пункта 2:

c =

2k∑
i=0

Ei = S2k = (k + 1)Hk − k,

где Hn =
n∑

i=1

1
i .

Итак, для всех n > 2k получено выражение для En:

En =
k + 1 + (k + 1)Hk

(k + 1)(2k + 1)
(n+ 1)− 1 =

Hk + 1

2k + 1
(n+ 1)− 1.

На этом теорема полностью доказана. �
Замечание. При k = 1 наша задача является задачей об эгоистичной парковке,

рассмотренной в работе [2], и в этом случае мы получаем En = 2n−1
3 . При k = 2

имеем En = n−1
2 ; при k = 3 — En = 17n−25

42 ; при k = 4 — En = 37n−70
108 .

3. Модель II. Пусть n — целое неотрицательное число. Процесс заполнения
отрезка [0, n] интервалами длины 2 происходит по следующему правилу. Если n < 4,
то говорим, что интервал не размещается. В противном случае помещаем на отре-
зок [0, n] интервал (i, i + 2), где i — случайная величина, принимающая значения
1, 2, . . . , n − 3 с равной вероятностью (левый и правый концы размещаемого ин-
тервала должны быть на расстоянии не меньше 1 от границ заполняемого отрезка).
После размещения первого интервала получаем два отрезка: [0, i] и [i+2, n], которые
в дальнейшем заполняются интервалами длины 2 по такому же правилу независимо
друг от друга. Когда длины всех незаполненных отрезков станут меньше 4, процесс
заполнения заканчивается и подсчитывается общее количество разместившихся ин-
тервалов, которое обозначим через Yn.

Теорема 2. Для случайной величины Yn справедливо соотношение

EYn
n

−→
n→∞ λ, (12)

где λ = e−3
1∫
0

et
2+2tdt ≈ 0.274551.
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Доказательство. Предположим, что первый интервал занял место (i, i + 2),
где i = 1, 2, . . . , n − 3, и обозначим через Yn,i число разместившихся интервалов
на отрезке [0, n] при условии, что левый конец первого интервала занял место i.
При этом количества разместившихся интервалов на отрезках [0, i] и [i+2, n] равны
соответственно Yi и Yn−i−2. Тогда выполняется равенство

Yn,i = Yi + Yn−i−2 + 1.

Введем обозначение En = EYn. Учитывая, что i — случайная величина, с равной
вероятностью принимающая значения 1, 2, . . . , n − 3, получаем рекуррентное соот-
ношение

En =
1

n− 3

n−3∑
k=1

Ek +
1

n− 3

n−3∑
k=1

En−k−2 + 1 =
2

n− 3

n−3∑
k=1

Ek + 1 (13)

с начальными данными

E1 = E2 = E3 = 0, E4 = E5 = E6 = 1, E7 =
3

2
.

Введем обозначение Zn =
n∑

k=0

Ek. Тогда верно

En = Zn − Zn−1. (14)

Перепишем в новых обозначениях уравнение (13) и начальные данные:

Zn − Zn−1 =
2

n− 3
Zn−3 + 1,

Z0 = Z1 = Z2 = Z3 = 0, Z4 = 1.

Умножаем полученное уравнение на (n− 3) и получаем

(n− 3)Zn − (n− 3)Zn−1 − 2Zn−3 − (n− 3) = 0.

Далее умножим на tn и просуммируем от 3 до ∞:
∞∑
n=3

(n− 3)Znt
n −

∞∑
n=3

(n− 3)Zn−1t
n − 2

∞∑
n=3

Zn−3t
n −

∞∑
n=3

(n− 3)tn = 0. (15)

Пусть P (t) =
∞∑
n=0

Znt
n — производящая функция последовательности Zn. Тогда

P ′(t) =
∞∑

n=1

nZnt
n−1.

Преобразуем первое слагаемое уравнения (15), учитывая, что Z0 = Z1 = Z2 = Z3 = 0:

∞∑
n=3

(n− 3)Znt
n =

∞∑
n=3

nZnt
n− 3

∞∑
n=3

Znt
n = t

∞∑
n=0

nZnt
n−1− 3

∞∑
n=0

Znt
n = tP ′(t)− 3P (t).
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Аналогично преобразуем остальные слагаемые:

∞∑
n=3

(n− 3)Zn−1t
n =

∞∑
n=1

(n− 1)Zn−1t
n − 2

∞∑
n=1

Zn−1t
n = t2P ′(t)− 2tP (t),

∞∑
n=3

Zn−3t
n = t3P (t),

∞∑
n=3

(n− 3)tn =

∞∑
n=3

ntn − 3

∞∑
n=3

tn = t

( ∞∑
n=3

tn

)′
− 3t3

1− t =

= t

(
t3

1− t

)′
− 3t3

1− t = t

(
3t2

1− t +
t3

(1 − t)2

)
− 3t3

1− t =
3t3

1− t+
t4

(1− t)2−
3t3

1− t =
t4

(1− t)2 .

Таким образом, уравнение (15) преобразуется в следующее:

P ′(t)(t− t2) + P (t)(−2t3 + 2t− 3)− t4

(1− t)2 = 0. (16)

Полученное уравнение (16) является линейным неоднородным дифференциальным
уравнением первого порядка для производящей функции P (t). Для нахождения его
решения рассмотрим сначала следующее однородное уравнение:

R′(t)(t− t2) +R(t)(−2t3 + 2t− 3) = 0.

Имеем

(lnR(t))′ =
R′(t)
R(t)

=
2t3 − 2t+ 3

t− t2 = −2t− 2 +
3

t
+

3

1− t ,

lnR(t) = −t2 − 2t+ 3 ln t− 3 ln(1− t) + c1, c1 ∈ R,

откуда следует

R(t) =
c2t

3

(1− t)3 e
−t2−2t, c2 ∈ R, c2 > 0.

Вернемся к уравнению (15). Пусть P (t) = R(t)T (t). Тогда, подставив наше вы-
ражение в (16) и учитывая, что R(t) — решение однородного уравнения, получим

(t− t2)R(t)T ′(t)− t4

(1− t)2 = 0,

T ′(t) =
t3

(1− t)3 ·
1

R(t)
= c2e

t2+2t,

T (t) = c2

t∫
0

eτ
2+2τdτ + c3, c3 ∈ R.

Таким образом, можем записать общее решение уравнения (16):

P (t) = R(t)T (t) =
t3

(1− t)3 e
−t2−2t

⎛⎝c3 + t∫
0

eτ
2+2τdτ

⎞⎠ .
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Вспоминая, что P (t) — производящая функция Zn и Z0 = Z1 = Z2 = Z3 = 0, имеем

P (t)

t3
∣∣
t=0

= Z3 = 0.

Отсюда получаем, что c3 = 0 и

P (t) =
t3

(1− t)3 e
−t2−2t

t∫
0

eτ
2+2τdτ.

Вернемся к равенству (14). Умножим обе части этого равенства на tn и просумми-
руем от 1 до ∞:

∞∑
n=1

Ent
n =

∞∑
n=1

Znt
n −

∞∑
n=1

Zn−1t
n.

Если Q(t) =
∞∑

n=1
Ent

n — производящая функция последовательности En, то

Q(t) = P (t)− tP (t) = (1− t)P (t) = t3

(1− t)2 e
−t2−2t

t∫
0

eτ
2+2τdτ.

Положим f(t) = t2e−t2−2t
t∫
0

eτ
2+2τdτ , и пусть f(t) =

∞∑
n=0

bnt
n.

Через λ обозначим значение f(1) = e−3
1∫
0

eτ
2+2τdτ. Тогда

Q(t) =
t

(1− t)2 f(t) =
∞∑
n=0

ntn ·
∞∑
n=0

bnt
n.

Из последнего равенства имеем

En =

n∑
k=0

bk(n− k) =
(

n∑
k=0

bk

)
n−

n∑
k=0

bkk.

Заметим, что
n∑

k=0

bk −→
n→∞

∞∑
k=0

bk = f(1) = λ.

Далее получаем

n∑
k=0

bkk −→
n→∞

∞∑
k=0

bkk = f ′(1) =
d

dt

⎛⎝t2e−(t2+2t)

t∫
0

eτ
2+2τdτ

⎞⎠ ∣∣
t=1

=

=

⎛⎝(2t− 2t3 − 2t2)e−(t2−2t)

t∫
0

eτ
2+2τdτ + t2

⎞⎠∣∣
t=1

= 1− 2λ.
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Таким образом,
En

n
−→
n→∞ λ ≈ 0.274551,

что заканчивает доказательство теоремы 2. �

Литература
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Generalization of the selfish parking problem

S.M.Ananjevskii, A.P. Chen
StPetersburg State University, 7–9, Universitetskaya nab., St Petersburg, 199034, Russian Federation

For citation: Ananjevskii S.M., Chen A.P. Generalization of the selfish parking problem. Vest-
nik of Saint Petersburg University. Mathematics. Mechanics. Astronomy, 2022, vol. 9 (67), is-
sue 3, pp. 464–473. https://doi.org/10.21638/spbu01.2022.307 (In Russian)

The work is devoted to the study of a new model of random filling of a segment of large
length with intervals of smaller length. Two new formulations of the problem are considered.
In the first case, a model is considered in which unit intervals are placed on the segment
in such a way that with each next placement of the interval next to the left or right, there
should be a free space of length not less than a pre-fixed value. The second model is such
that intervals of length 2 are randomly placed and no two intervals should be adjacent.
In both cases, the behavior of the average number of located intervals depending on the
length of the filled segment is investigated.
Keywords: random filling, parking problem, asymptotic behavior.
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