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В этой статье мы доказываем некоторые теоремы о неподвижных точках для уплот-
няющих операторов в условиях банаховых пространств через меру некомпактности
без использования регулярности. Наши результаты улучшают и обобщают многие из-
вестные в литературе результаты.
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1. Введение. Классические принципы неподвижной точки Шаудера [1] и Ба-
наха [2] являются одними из наиболее полезных результатов в метрической теории
неподвижной точки. Благодаря приложениям в математике и других смежных дис-
циплинах эти результаты были обобщены во многих направлениях. Теорема Шауде-
ра о неподвижной точке утверждает, что любое компактное выпуклое непустое под-
множество нормированного пространства обладает свойством неподвижной точки.
В 2013 г. в работе [3] эта теорема была обобщена на полулинейные пространства. Рас-
ширения банахова принципа сжатия были получены либо путем обобщения свойств
расстояния лежащей в основе области, либо путем изменения условия сжатия на
отображениях.

В 1930 г. Куратовский [4] ввел понятие меры некомпактности, определяемое
следующим образом:

α(Ω) = inf
{
ε > 0 : Ω ⊂

n⋃
k=1

Bk, Bk ⊂ X, Diam (Bk) ≤ ε : k = 1, 2, . . . , n ∈ N
}
,

где Diam (B) обозначает диаметр ограниченного множества B.
В 1955 г. Дарбо [5] использовал эту меру для обобщения как классического

принципа неподвижной точки Шаудера, так и принципа банахова сжатия для k-
уплотняющих операторов, удовлетворяющих условию α(T (Ω)) ≤ kα(Ω) для неко-
торого k ∈ [0, 1). В том же направлении исследований Садовский [6] в 1967 г. изу-
чил класс так называемых уплотняющих отображений, удовлетворяющих условию
α(T (Ω)) < α(Ω), и обобщил теорему Дарбо.

Теорема Красносельского о неподвижной точке (1955) [7] для суммы двух опе-
раторов T + S представляет собой комбинацию банахова принципа отображения
сжатия и теоремыШаудера о неподвижной точке. Она утверждает, что сумма T +S
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имеет хотя бы одну неподвижную точку в непустом замкнутом выпуклом подмно-
жестве C банахова пространства X , где S и T удовлетворяют следующим условиям:

(i) T — сжатие с константой γ ∈ [0, 1),
(ii) S непрерывна,
(iii) S(C) принадлежит компактному подмножеству X ,
(iv) любые x, y ∈ C влекут, что Tx+ Sy ∈ C.
Этот результат был распространен в различных направлениях (см., например,

[8, 9]).
В 1962 г. Эдельштейн [10] доказал теорему о неподвижной точке для сжима-

ющих отображений на метрическом пространстве (X, d) в предположении, что это
пространство компактно. В статье [11] авторы доказали результат для сжимающих
отображений в ограниченном метрическом пространстве (X, d), удовлетворяющих
условию infx 
=y∈X{d(x, y) − d(Tx, T y)} > 0 без добавления компактности простран-
ства; другие работы в этом направлении можно найти в [12–16].

Руководствуясь вышеуказанными работами, в этой статье мы используем кон-
цепцию мер некомпактности, чтобы доказать новую неподвижную точку для нового
класса уплотняющих отображений T : C → C, определяемых следующим образом:

inf
{
μ(Ω)− μ(T (Ω)) : Ω ⊂ C, μ(Ω) > 0

}
> 0. (1)

При сравнении с основной теоремой в [6] отметим, что наши результаты доказывают-
ся без использования регулярности меры, что на практике является очень трудным
предположением.

Кроме того, мы доказываем теорему для нового класса уплотняющих отобра-
жений в себя, которые мы называем μE-слабоуплотняющими отображениями, опре-
деляемыми следующим образом:

μ(T (Ω)) ≤ μ(Ω)− φ(1 + μ(Ω)), (2)

где φ : [1,+∞[ → [0,+∞[ — функция, удовлетворяющая φ(1) = 0 и inft>1 φ(t) > 0.
Кроме того, мы используем первую теорему для доказательства новой неком-

пактной неподвижной точки типа Красносельского, которая является расширением
известной теоремы Красносельского о неподвижной точке, поскольку условие (iii)
заменено на inf

{
μ(Ω)− μ((I − T )−1S(Ω)) : Ω ⊂ C, μ(Ω) > 0

}
> 0.

Наконец, чтобы показать применимость нашего основного результата, дается
приложение для интегрального уравнения Вольтерра при новых и слабых условиях.

2. Постановка задачи. Всюду в этой статье X — банахово пространство,
MX — семейство всех ограниченных подмножеств в X , NX — семейство всех отно-
сительно компактных множеств в X и D(T ) обозначает область определения опера-
тора T . Пусть B и Cov (B) обозначают замыкание и замкнутую выпуклую оболочку
B ⊂ X соответственно. Напомним некоторые определения и результаты, необходи-
мые в дальнейшем.

Определение 1 (Банас и Гобель, 1980 [18]). Отображение μ : MX → [0,+∞[
называется мерой некомпактности, определенной на X , если оно удовлетворяет
следующим свойствам:

(i) семейство kerμ = {B ∈MX : μ(B) = 0} непусто и kerμ ⊂ NX ,
(ii) A ⊂ B ⇒ μ(A) ≤ μ(B),
(iii) μ(B) = μ(B) = μ(Cov (B)),
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(iv) μ(λA + (1− λ)B) ≤ λμ(A) + (1− λ)μ(B) для всех λ ∈ [0, 1] и A, B ∈ MX ,
(v) если {Bn} — убывающая последовательность непустых, замкнутых и огра-

ниченных подмножеств X с limμ(Bn) = 0, то B∞ = ∩nBn �= ∅.
Определение 2 [18]. Пусть μ— мера некомпактности в банаховом пространстве

X . Мера μ однородна, если μ(λA) = |λ|μ(A) для λ ∈ R. Если мера μ удовлетворяет
условию μ(A+B) ≤ μ(A) + μ(B), то она называется субаддитивной.

Мера μ, будучи одновременно однородной и субаддитивной, называется субли-
нейной.

Определение 3 [18]. Говорят, что мера некомпактности μ обладает свойством
максимума, если μ(A ∪B) = max{μ(A), μ(B)}.

Определение 4 [18]. Сублинейная мера некомпактности μ, имеющая максимум
и такая, что kerμ = NX , называется регулярной мерой.

Пример. В каждом метрическом пространстве X отображение

φ(Ω) =

{
0, если Ω предварительно компактен,
1, если иначе,

есть мера некомпактности, называемая дискретной мерой некомпактности. Эта мера
обладает свойством максимума, инвариантна при переходе на выпуклую оболочку
и не является однородной.

Теорема 1 (Шаудер [1]). Пусть C — замкнутое выпуклое подмножество
банахова пространства X. Тогда каждое компактное непрерывное отображение
T : C → C имеет хотя бы одну неподвижную точку.

В качестве существенного обобщения теоремы Шаудера о неподвижной точке
мы имеем следующую теорему о неподвижной точке.

Теорема 2 (Дарбо, 1955 [5]). Пусть C — непустое, ограниченное, замкнутое
и выпуклое подмножество банахова пространства X, и пусть T : C → C — непре-
рывное отображение. Предположим, что существует константа k ∈ [0, 1) такая,
что

μ(T (Ω)) ≤ kμ(Ω)

для любого подмножества Ω в C. Тогда T имеет хотя бы одну неподвижную точ-
ку. Здесь μ — произвольная мера некомпактности.

Обобщение теоремы 2, где μ — регулярная мера некомпактности, было доказано
Садовским, мы приводим его в следующей теореме.

Теорема 3 (Садовский [6]). Предположим, что C — непустое, ограниченное,
замкнутое и выпуклое подмножество банахова пространства X и T : C → C —
непрерывное отображение. Если для любого непустого подмножества Ω в C с
μ(Ω) > 0 имеем

μ(T (Ω)) < μ(Ω),

где μ — регулярная мера некомпактности в X, то T имеет хотя бы одну непо-
движную точку в C.

Лемма 1 [9]. Пусть (X, ||.||) — нормированное пространство, C ⊂ X. Предпо-
ложим, что отображение T : C → X является сжатием с константой γ < 1,
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тогда обратное F := I − T : C → (I − T )(C) существует и

||F−1(x)− F−1(y)|| ≤ 1

1− γ ||x− y|| для всех x, y ∈ F (C).

3. Основные результаты. Сначала докажем следующую вспомогательную
лемму.

Лемма 2. Если μ — мера некомпактности, то ν = eμ− 1 — мера некомпакт-
ности.

Доказательство. Мы имеем ν(B) = 0 тогда и только тогда, когда μ(B) = 0
для всех B ∈MX . Так как функция exp непрерывна, неубывающа и выпукла, то ν
удовлетворяет всем свойствам меры некомпактности. �

Теперь мы можем сформулировать наш основной результат.

Теорема 4. Пусть C — непустое ограниченное, замкнутое и выпуклое под-
множество банахова пространства X и T : C → C — непрерывное отображение
такое, что

inf
{
μ(Ω)− μ(T (Ω)) : Ω ⊂ C, μ(Ω) > 0

}
> 0.

Тогда T имеет хотя бы одну неподвижную точку. Здесь μ — произвольная мера
некомпактности.

Доказательство. Пусть

I = inf
{
μ(Ω)− μ(T (Ω)) : Ω ⊂ C, μ(Ω) > 0

}
, (3)

тогда
μ(T (Ω))) ≤ μ(Ω)− I (4)

для всех Ω ⊂ C, где μ(Ω) > 0.
Отсюда получаем

eμ(T (Ω)) ≤ keμ(Ω), (5)

где k = e−I < 1. Тогда имеем
ν(T (Ω)) ≤ kν(Ω) (6)

для всех Ω ⊂ C, где ν = eμ − 1.
По лемме 2 ν является мерой некомпактности. Тогда согласно теореме 2 полу-

чаем, что T имеет хотя бы одну неподвижную точку. �
Определение 5. Пусть C — непустое ограниченное, замкнутое и выпуклое

подмножество банахова пространства X и T : C → C — отображение. T будем
называть μE-слабоуплотняющим отображением, если оно непрерывно и

μ(T (Ω)) ≤ μ(Ω)− φ(1 + μ(Ω))

для всех Ω ⊂ C, где μ(Ω) > 0 и φ : [1,+∞[ → [0,+∞[ — функция, удовлетворяющая
φ(1) = 0 и inft>1 φ(t) > 0.

Теорема 5. Пусть C — непустое ограниченное, замкнутое и выпуклое под-
множество банахова пространства X и T : C → C — μE-слабоуплотняющее отоб-
ражение. Тогда T имеет хотя бы одну неподвижную точку.
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Доказательство. Пусть Ω ⊂ C, из определения 7 имеем

0 < inf
t>1

φ(t) ≤ φ(1 + μ(Ω)) ≤ μ(Ω)− μ(T (Ω)). (7)

Тогда
inf
{
μ(Ω)− μ(T (Ω)) : Ω ⊂ C, μ(Ω) > 0

}
> 0. (8)

Согласно теореме 4, отображение T имеет хотя бы одну неподвижную точку. �
Пример. Мера некомпактности Хаусдорфа определяется следующим образом

(см. [18]):

χ(Ω) = inf

{
ε > 0 : Ω ⊂

n⋃
k=1

B(xk, rk), xk ∈ X, rk ≤ ε : k = 1, 2, . . . , n ∈ N

}
=

= inf{ ε > 0 : Ω имеет конечную ε-сеть}.

Теперь пусть X = l2 = {x = (x1, x2, ..., xi, ...) :
∑∞

i=1 |xi|2 < ∞, ||x|| =(∑∞
i=1 |xi|2

)1/2} — пространство всех абсолютно 2-суммируемых рядов и C =

B(0, 1) — единичный замкнутый шар пространства X .
Определим T и φ по

Tx = (
√
1− ||x||2, x1, x2, ..., xi, ...) (9)

для всех x ∈ C, а также
φ(t) = 0 (10)

для всех t ∈ [1,+∞). Имеем
χ(T (Ω)) = χ(Ω) (11)

для любого набора Ω ⊂ C.
Действительно, если элементы

xs = (xs1 , xs2 , ..., xsi , ...), s = 1, 2, ..., n, (12)

образуют ε-сеть множества Ω, компакт K, состоящий из элементов

ys = (x0, xs1 , xs2 , ..., xsi , ...), x0 ∈ [0, 1], s = 1, 2, ..., n, (13)

образует ε-сеть множества T (Ω).
С другой стороны, если элементы (12) образуют ε-сеть множества T (Ω), то ко-

нечная ε-сеть для Ω может быть составлена из вектора

zs = (xs2 , ..., xsi , ...), s = 1, 2, ..., n. (14)

Следовательно,
χ(T (Ω)) ≤ χ(Ω)− φ(1 + χ(Ω))) (15)

для всех Ω ⊂ C.
Тем не менее T не является μE-слабоуплотняющим отображением, так как

inft>1 φ(t) = 0 и T не имеет неподвижных точек. Поэтому условие inft>1 φ(t) > 0
является существенным.
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Далее мы даем новую версию теоремы Красносельского о неподвижной точ-
ке [7].

Теорема 6. Пусть C — непустое, ограниченное, замкнутое и выпуклое под-
множество банахова пространства X с C ⊂ D(T ) ⊂ X. Предположим, что
T : D(T )→ X и S : C → X такие, что

(i) S непрерывна,
(ii) T — сжатие с константой γ < 1,
(iii) S(C) ⊂ (I − T )(D(T )),
(iv) inf

{
μ(Ω)− μ((I − T )−1S(Ω)) : Ω ⊂ C, μ(Ω) > 0

}
> 0.

Тогда T + S имеет хотя бы одну неподвижную точку.

Доказательство. Так как T — это сжатие с константой γ < 1, то по лемме 1
обратное сжатие (I − T ) существует на ее образе (I − T )(D(T )) и является непре-
рывным. Из (i) и (iii) заключаем, что отображение N = (I − T )−1S : C → D(T )
корректно определено и непрерывно. Тогда из (iv) и теоремы 4 мы заключаем, что
N имеет по крайней мере одну неподвижную точку. Это завершает доказательство
теоремы. �

4. Приложение. В этом разделе мы исследуем существование решения инте-
грального уравнения Вольтерра. Для этого предложим, что X = C([0, τ ],R) — про-
странство всех непрерывных функций из [0, τ ] в R с τ > 0. Заметим, что X является
банаховым пространством, учитывая стандартную норму ||x|| = maxt∈[0,τ ] |x(t)|.

Пусть B — выпуклое, замкнутое и ограниченное подмножество R, обозначим
через C = C([0, τ ], B) пространство всех непрерывных функций из [0, τ ] в B.

Ясно, что C — замкнутое, ограниченное и выпуклое подмножество X .
Рассмотрим интегральное уравнение Вольтерра

x(t) =

∫ t

0

k(s, x(s))ds, (16)

где x ∈ C и k : [0, τ ]×B → B — непрерывное отображение.
Пусть μ — мера некомпактности, определяемая следующим образом (см. [18]):

μ(Ω) = sup
x∈Ω

||x|| (17)

для всех Ω ∈MX . Пусть
θ : [0, τ ]→ R, t "→ 0.

Отметим, что μ — сублинейная мера некомпактности со свойством максимума и
kerμ = {θ} �= NX , поэтому μ не является регулярным.

Рассмотрим теперь оператор T : C "→ C, определенный следующим образом:

T (x)(t) =

∫ t

0

k(s, x(s))ds. (18)

Итак, (1) имеет решение тогда и только тогда, когда T имеет хотя бы одну непо-
движную точку.

При сделанных предположениях сформулируем следующую теорему.

Теорема 7. Если существует A > 0 такое, что

|k(t, x(t))| ≤ 1

τ
(|x(t)| −A) (19)

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2022. Т. 9 (67). Вып. 3 547



для всех t ∈ [0, τ ] и x ∈ C. Тогда нелинейное интегральное уравнение (1) имеет
решение.

Доказательство. Пусть t ∈ [0, τ ], Ω ⊂ C и x ∈ Ω такие, что μ(Ω) > 0, тогда
имеем

|T (x)(t)| ≤
∫ t

0

|k(s, x(s))|ds ≤ 1

τ

∫ τ

0

(|x(s)| −A)ds ≤ 1

τ

∫ τ

0

(||x|| −A)ds ≤ sup
x∈Ω

||x|| − A.

Итак,
||Tx|| ≤ sup

x∈Ω
||x|| −A. (20)

Следовательно,
μ(TΩ) ≤ μ(Ω)−A (21)

для всех Ω ⊂ C с μ(Ω) > 0.
Далее мы имеем

inf
{
μ(Ω)− μ(T (Ω)) : Ω ⊂ C, μ(Ω) > 0

}
> 0. (22)

Согласно теореме 4 заключаем, что T имеет хотя бы одну неподвижную точку. �
Авторы выражают сердечную благодарность профессору Н.А.Широкову за по-

мощь в переводе рукописи на русский язык.
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