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Проблема описания классов функций в терминах скорости приближения этих функ-
ций полиномами, рациональными функциями, сплайнами вошла в теорию аппрокси-
мации более 100 лет назад и до сих пор сохраняет свою актуальность. Среди большого
числа задач, относящихся к аппроксимации, рассматривалась задача о приближении
полиномами от двух переменных функции, заданной на континууме эллиптической
кривой в C2 и голоморфной в его внутренности. Постановка такого вопроса приво-
дила к необходимости изучения приближения функции, непрерывной на континууме
комплексной плоскости и аналитической в его внутренности, с помощью полиномов
от двоякопериодических функций Вейерштрасса и их производных. Данная работа
посвящена развитию этой темы.
Ключевые слова: аналитические функции, аппроксимация, двоякопериодические
функции Вейерштрасса.

1. Введение. Пусть E = (u, v) ∈ C2 : u2 = 4v3 − g2v − g3 — эллиптическая кри-
вая в C2 [1, Гл. 1, 7], Λ ⊂ E — континуум с непустой внутренностью L̊, Hα(Λ), 0 <
α < 1 — класс функций, голоморфных в L̊ и удовлетворяющих в Λα условию Гёльде-
ра относительно метрики в C2. В [2] было показано, что любая функция F ∈ Hα(Λ)
может быть приближена на границе ∂Λ полиномами Pn(u, v), degPn ≤ n, с такой
оценкой остатка, которая позволяет установить так называемую обратную теоре-
му приближения при условии, что длина дуги на ∂Λ соизмерима с длиной хорды,
соединяющей концы дуги.

В доказательстве использовано взаимно однозначное соответствие z ↔ (P′(z),
P(z)) между параллелограммом периодов функции Вейерштрасса P(z) и эллип-
тической кривой E. Задача, таким образом, переформулируется в вопрос о при-
ближении функции f , аналитической во внутренности D̊ области D, связанной с
континуумом Λ с помощью указанного выше отображения. Граница ∂D области D
также удовлетворяет условию соизмеримости длины дуги и стягивающей ее хорды.

Для функции f и F имеем соотношение f(z) = F (P′(z),P(z)), функцию f(z)
нужно приближать функциями Pn(P

′(z),P(z)). Требование соизмеримости длины
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дуги и стягивающей хорды на границе области существенно для проблем полино-
миального приближения функций, аналитических в этой области и непрерывных
в ее замыкании. Нарушение указанного условия для некоторых областей приводит
к несовпадению так называемых прямых и обратных теорем приближения в ряде
классов функций и тем самым к отсутствию конструктивного приближения. Кон-
структивное описание классов Гёльдера в терминах полиномиальных приближений
в областях, имеющих на границе внешние углы, равные π, сохраняется, если сходя-
щиеся в таких точках дуги достаточно гладкие, например, если граница ∂D состоит
из двух дуг, касающихся окружностей, соединенных затем кривой, длина дуги ко-
торой соизмерима с длиной стягивающей хорды.

В настоящей работе установлено, что для приближения выражениями вида
Pn(P

′(z),P(z)) с получением оценок разности, позволяющей доказывать обратные
теоремы приближения для функций, аналитических в областяхD и принадлежащих
в D классам, аналогичным гёльдеровским, достаточно требовать от обсуждаемых
дуг гладкости порядка C1+σ.

Данная статья продолжает исследования, начатые в [2], и допускает у границы
области ∂D внешние по отношению к D углы, равные 2π. В ней рассматривается
приближение функций из классов Hr+ω (см. определение в разд. 2), частным случа-
ем которых является α— гёльдеровский класс при r = 0, ω(t) = tα, 0 < α < 1. Статья
построена следующим образом: в разделе 2 приведены определения рассматривае-
мых областей и классов функции, сформулирована основная теорема 1. В разделе 3
строится приближающий полином Pn(P

′(z),P(z)), для чего применяется псевдо-
продолжение функции f вне D, представление функции f с помощью этого псевдо-
продолжения и ставший уже рутинным метод постоения приближающего полинома.
В разделе 4 проверяются оценки величин ρ1/n(z) в окрестностях точек заострения,
которые имеют вид, позволяющий провести последующие оценки — формула (17),
для чего с помощью последовательных отображений rα,β «распрямляются» точки
заострения, а затем применяется теорема Келлога в локальном варианте. В разде-
ле 5 доказательство завершается, причем сначала оценка приближения получается
в других терминах, которые переводятся в требуемые в теореме 1 с помощью леммы
из [2].

2. Определения и формулировки. Далее Q — параллелограмм на комплекс-
ной плоскости C с вершинами 0, 2ω1, 2ω2, 2ω3

def
= 2(ω1+ω2), Im

ω2

ω1
> 0,P — классиче-

ская функция Вейерштрасса с периодами 2ω1, 2ω2 [1, гл. 1]. Пусть Q̊ — внутренность,
Q,D — жорданова область, на границу которой ниже будут наложены некоторые
условия, D ⊂ Q̊ ω(t) — модуль непрерывности, удовлетворяющий соотношению∫ x

0

ω(t)

t
dt+ x

∫ ∞

x

ω(t)

t2
dt ≤ cω(x), x > 0. (1)

Через Hω(D) обозначим множество функций, аналитических в D, непрерывных в
D, для которых выполнено соотношение |f(z1)− f(z2)| ≤ cfω(|z1 − z2|), для любых
z1, z2 ∈ D, при z ∈ N.

Пусть Hω+r(D̄) — множество функций, аналитических в D и таких, что f (r) ∈
Hω(D); Hω+0(D)

def
= Hω(D).

Предполагаем, что жорданова область D обладает следующими свойствами:
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1) если имеется конечное число точек z1, . . . , zm ∈ Γ
def
= ∂D,m ≥ 1 и их окрест-

ностей Ω1, . . . ,Ωm, zj ∈ Ωj , таких, что Ωk ∩Ωl = ∅, k 
= l;
2) дуги Γ1, . . . ,Γm лежат на Γ,Γj ⊂ Γ\

⋃m
r=1 Ωr, Γk

⋂
Γl = ∅, k 
= l,

⋃m
j=1 Γj =

Γ\
⋃m

r=1 Ωr, и концы Γj — точки z02j−1 и z02j , причем если z02j−1, zj , z
0
2j, zj+1 следуют в

порядке положительного обхода Γ, то существует b > 0, такая, что для любых ξ1, ξ2
на дуге Γ с концами zj, z02j−2 или zj, z02j+1 выполняется соотношение

|Γ(ξ1, ξ2)| ≤ b|ξ2 − ξ1|. (2)

В неравенстве (2) Γ(ξ1, ξ2) ⊂ Γ — дуга с концами ξ1, ξ2, которая в первом случае не
содержит точку z02j , а во втором — не содержит z02j−1, j ≥ 2, |Γ(. . .)| — длина Γ(. . .).

Полагаем при этом zm+1
def
= z1, z

0
2m+1

def
= z01 , z

0
2m+2

def
= z02 .

Дуги Γ0(z02j−1, zj) ⊂ Ωj , Γ(zj , z02j) ⊂ Ω обладают следующим свойством: если
Θ(ξ) — угол наклона ориентированной касательной к Γ в положительном направле-
нии вещественной оси, то с некоторыми b1 > 0, σ > 0 имеется соотношение

|Θ(ξ2)−Θ(ξ1)| ≤ b1|ξ2 − ξ1|σ (3)

в случае, когда Γ(ξ1, ξ2) ⊂ Γ(z02j−1, zj) или Γ(ξ1, ξ2) ⊂ Γ(zj , z
0
2j).

Внешний по отношению к D угол η∗ между касательными к дугам Γ(z02j−1, zj)

и Γ(zj , z
0
2j) в точке zj

η∗ = 2π, j = 1 . . .m. (4)

Обозначим через ϕ(z) функцию, которая конформно отображает C\D на внешность
единичного круга D так, что ϕ(∞) =∞, ϕ′(∞) > 0, z = Ψ(ξ) — обратное отображе-
ние. Для t > 0 положим Γ1+t

def
= {z ∈ C : z = Ψ(ξ), |ξ| = 1 + t}, для z ∈ Γ полагаем

ρt(z)
def
= dist(z,Γ1+t).

Основной результат статьи состоит в следующем.

Теорема 1.Пусть D удовлетворяет указанным выше условиям, модуль непре-
рывности ω удовлетворяет соотношению (1), f ∈ Hω+r(D), r ≥ 0. Тогда суще-
ствует постоянная c = c(f), такая, что при n = 1,2. . . найдется полином Pn(u, v)
от двух переменных, degPn ≤ n, такой, что справедливо соотношение

|f(z)−P(P(z),P′(z))| ≤ cρr1
n
(z)ω(ρ 1

n
(z)), z ∈ Γ. (5)

3. Построение приближающего полинома. Найдем t, 0 < t < 1, такое, что
для параллелограмма Qt

def
= ω3+t(Q−ω3) выполнено условие D ⊂ Qt. Справедливо

следующее утверждение.

Лемма 1 ([2, лемма 5]). Для выбранного t существует полином Qm0 степени
m0, зависящей от t, такой, что функция S(z) def

= P′(z)Qm0(P(z)) будет однолист-
ной в Qt.

Нам понадобится псевдопродолжение E функции f на параллелограмм Q. �
Лемма 2 ([3–5]). Существует функция f0 со следующими свойствами:
1. f0 ∈ C(C), f0(z) = 0, если z /∈ Qt, f0|D = f .
2. f0 ∈ C1(C \D), |(f0)′z | ≤ cfdist

r−1(z,D)ω(dist(z,D)).
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Лемма 3. Для z ∈ D справедливо соотношение

f(z) = − 1

π

∫
Qt\D

f ′
0ξ
(ξ)s′(ξ)

s(ξ)− s(z)dA(ξ), (6)

где dA — двумерная мера Лебега.

Доказательство. Возьмем ε > 0, пусть Rε — двусвязная область, ограничен-
ная ∂Qt и Γ1+ε. При фиксированном z ∈ D положим ψ(ξ) = f0(ξ)s

′(ξ)/(s(ξ)− s(z)).
Учитывая свойство 1 функции f0, по формуле Грина получаем равенство

1

2πi

∫
Γ1+ε

ψ(ξ)dA(ξ) = − 1

π

∫
Rξ

ψ′
ξ
(ξ)dA(ξ). (7)

При этом в (7) кривая Γ1+ε проходится в положительном направлении. Из свойства 1
и непрерывности функции ψ в Qt \D следует, что

1

2πi

∫
Γ1+ε

ψ(ξ) dA(ξ) −−−−→
ε→+0

1

2π

∫
Γ

ψ(ξ) dA(ξ). (8)

Далее, ψ′
ξ
(ξ) = f ′

0ξ
(ξ)s′(ξ)/(s(ξ)− s(z)) при ξ ∈ Qt \D, тогда свойство 2 функции f0

в силу условий на границу области D и свойства (1) модуля непрерывности ω, как
это проверялось в [2], влечет соотношение

− 1

π

∫
Rε

ψ′
ξ
(ξ) dA(ξ) = − 1

π

∫
Qt\D

ψ′
ξ
dA(ξ) +

1

π

∫
(Qt\D)\Rξ

ψ′
ξ
dA(ξ) −−−−→

ε→+0

− 1

π

∫
Qt\D

ψ′
ξ
dA(ξ). (9)

Теперь (8), (9) и формула Коши влекут

− 1

π

∫
Qt\D

f ′
0ξ
(ξ)s′(ξ)

s(ξ)− s(z) dA(ξ) =
1

2πi

∫
Γ

f(ξ)s′(ξ)

s(ξ)− s(z) dξ = f(z),

что требуется в (6). �
Положим G = s(D), функция Φ конформно отображает C \G на C \ D так, что

Φ(∞) = ∞ , Φ′(∞) > 0, ψ — обратное к Φ отображение.
Для t ∈ C \G,Θ ∈ [0; 2π], R > 1 положим

tR,Θ
def
= ψ(Re−iΘΦ(t), tR

def
= tR,0 = tR(t). (10)

Положим k ≥ 2, и пусть q = 8k + 2, Cn,q выбрано из условия:

Cn,q

∫ π

−π

(
sinnΘ

sinΘ

)q

dΘ = 1.

Для w ∈ G, t ∈ C \G полагаем R = 1 + 1
n и Kn(w, t, R,Θ)

def
=

k∑
ν=1

(tR,Θ − t)ν−1

(tR,Θ − w)ν
,

Πn(w, t) = Cn,q

∫ π

−π

(
sinnΘ

sinΘ

)q

K(w, t, R,Θ) dΘ,
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Pn(P(z),P′(z)) = − 1

π

∫
Qt\D

f ′
0ξ
(ξ)s′(ξ)Πn(s(z), s(ξ)) dA(ξ). (11)

4. Оценка приближения. Пусть Uj = s(Ω), tj = s(zj), j = 1 . . .m, L = s(T ).
Внешние по отношению к G углы в точках tj равны 2π, угол наклона ориентирован-
ной касательной к L по отношению к положительному направлению вещественной
оси удовлетворяет условию, аналогичному (3) с той же σ и некоторым b2 > 0 на
дугах L с концами в точках tj , попадающих в окрестности Vj , 1 ≤ j ≤ m.

Выберем τj ∈ Uj и соединим точки τj и tj кривой lj ⊂ Uj ∩ G, для которой
выполнено условие (3) с тем же τ и постоянной b3 > 0.

Условие (3), наложенное на дуги Γ(z02j−1, zj) и Γ(zj , z, 02j) и, как было отмечено
выше, справедливое для дуг s(Γ(z02j−1, zj)), s(Γ(zj , z

0
2j)), позволяет определить такую

кривую lj. Для α 
= β и кривой l, соединяющей α и β, положим

rα,β(t) =
2t

β − α −
β + α

β − α +

√(
2t

β − α −
β + α

β − α

)2

− 1. (12)

В формуле (12) t /∈ l, при t → ∞, rα,β(t) = 4t
β−α + O(1). Теперь при m ≥ 2 пусть

t′2 = rτ1,t1(t2), τ
′
2 = rτ1,t1(τ2), l

′
2 = rτ1,t1(l2).

В случае m = 1 полагаем G′
1

def
= rτ1,t1(G). Если m = 2, то G′

2
def
= rτ2,t2(G

′
1). Если

m > 2, то при k ≤ m− 1

τ ′k+1
def
= r′τ ′

k,t
′
k
(rτ ′

k−1
,t′

k−1
(. . . (rτ1,t1(τk+1))), (13)

t′k+1
def
= r′τ ′

k,t
′
k
(rτ ′

k−1
,t′

k−1
(. . . (rτ1,t1(tk+1))), (14)

G′
k = r′τ ′

k,t
′
k
(G′

k−1), l
′
k = rτ ′

k
,t′

k
(lk), k ≤ m. (15)

Для построенных областей G′
1 . . .G

′
m количество точек, в которых внешний по отно-

шению к области угол на границе равен 2π, при переходе от G′
k к G′

k+1 уменьшается
на единицу, в области G′

m нет внешних по отношению к ней углов, равных 2π. Фор-
мула (12) при ее последовательном применении в (13), (14) показывает, что на дугах
∂Gmk

с концами в точках, получаемых из точек t02k−1
def
= s(z02k−1), путем применения

формул (13) и (14) и содержащими образы точек tk, выполнено условие (3) с той же
σ и некоторой постоянной b4.

Однолистность функции s в параллелограмме Qt и свойства функции rα,β(t)
показывают, что вся граница ∂G′

m области G′
m удовлетворяет условию (2) с неко-

торым b5 > 0. Пусть функция Φm конформно отображает область C\ G
′
m на

C\ D, так что Φm(∞) = ∞, Φ′
m(∞) > 0, Ψm — обратное отображение. Пусть

t̃ = ττ ′
m,t′m(. . . (ττ1,t1(tk)) . . .), 1 ≤ k ≤ m. Анализ действия отображений ττ ′

k
, t′k по-

казывает, что в некоторых окрестностях Vk точек tk с постоянной b5 > 0 и σ из
соотношения (3) выполнено свойство

|Θ(T2)−Θ(T1)| ≤ b5|T2 − T1|σ, T1, T2 ∈ ∂G′
m∂Vk,

где Θ(T ) — угол между ориентированной касательной к ∂G′
m в точке T к положи-

тельным направлениям вещественной оси. Тогда локальный вариант теоремы Кел-
лога (глобальный вариант см. в [6, гл. 10; 7, гл. 3]) является следствием глобального
и влечет соотношение

|Φ′
m(T2)− Φ′

m(T1)| ≤ b6|T2 − T1|σ, T1, T2 ∈ (C \G′
m) ∩ Vk. (16)
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Из [16], как показано в [11], следует, что для t ∈ S(Γ(z02j−1, zj)) ∪ S(Γ(zj , z02j) при
R = 1 + h, при 0 < h < h0 выполнено

|z − tR|  h(
√
|t− tj |+ h), (17)

где a  b означает c′a ≤ b ≤ c
′′
a с некоторыми постоянными c′, c

′′
. Из (17) находим,

что для T1 и T2 ∈ S(Γ(z02j−1, zj))∪S(Γ(zj , z2j) с некоторой постоянной b7 выполняется
условие

|tR(T2)−T2| ≤ b7|tR(T1)−T1|1/2(|T2−T1|+|tR(T1)−T1|)1/2, R = 1+h, 0 < h < h0. (18)

Свойство (2), справедливое для области G′, влечет существование κ, 0 < κ < 1,
такого, что для T1, T2 ∈ ∂G′

m с некоторой b8 > 0

|Ψm(RΦm(T2))−T2| ≤ b8|Ψm(RΦm(T1))−T1|κ(|T2−T1|+ |Ψ(RΦm(T1))−T1|1−κ . (19)

При уменьшении κ соотношение (19) остается верным, возможно, с увеличением
постоянной b8, поэтому, не уменьшая общности, считаем, что 0 < κ ≤ 1

2 . Для t
∗ ∈

∂G \
m⋃
i=1

Uj в силу свойств функции rα,β при j < R ≤ 2 справедливо соотношение

|t∗R − t∗|  |Ψm(RΦm(T ∗))− T ∗|, (20)

где
T ∗ = rτ ′

m,t′m(rτ ′
m−1,t

′
m−1

(. . . (rτ1,t(t
∗)) . . .) (21)

и при t′1, t′2 ⊂ ∂G\
m⋃
i=1

Uj , для T ∗
1 , T

∗
2 , получаемых из t∗1, t∗2 по формуле (21), выполнено:

|t∗1 − t∗2|  |T ∗
2 − T ∗

1 |. (22)

В таком случае (19), (20), (22) для t′1, t′2 ∈ ∂G \
m⋃
i=1

Uj дают оценку

|t∗2,R − t∗2| ≤ b9|t∗1,R − t∗1|κ(|t∗2 − t∗1|+ |t∗1,R − t∗1|)1−κ . (23)

Учитывая (18), (23) и предположение 0 < κ ≤ 1
2 , получаем, что оценка (23) спра-

ведлива при любых t∗1, t∗2 ∈ ∂G.
Нам понадобятся следующие результаты [8, 9; 10, гл. 9].

Лемма 4. Существует абсолютная постоянная c > 1 такая, что для R =
1 + 1

n , n ≥ 1, |Θ| ≤ π при t ∈ C \ G, r ∈ G справедливы оценки

c−1(n|Θ|+ 1)−4|tR − τ | ≤ |tR,Θ − τ | ≤ c(n|Θ|+ 1)4|tR − τ |. (24)

Лемма 5. [10, гл. 9; 11, гл. 2]. Пусть Ω ⊂ C — жорданова область z0 ∈ ∂Ω, f
аналитична в Ω, непрерывна в Ω и удовлетворяет условию

|f(z)| ≤M

(
1 +

|z − z0|
ρ

)A

(25)
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при A > 0 и z ∈ ∂Ω. Тогда при z ∈ Ω, |z − z0| ≤ ρ справедливо соотношение

|f(z)| ≤ CA
0 M, (26)

где C0 — абсолютная постоянная.

Применим вначале лемму 5. Выберем t̃ ∈ G, пусть Ω — область, получаемая из
области C \ G отображением z = 1

t−t̃
. Определим функции

F (t) =
tR − t
Φ(t)

, t ∈ C \G,R = 1 +
1

n
. (27)

Имеем соотношение

Φ(t)

t
−−−→
t→∞

Φ′(∞),
ψ(ξ)

ξ
−−−→
ξ→∞

ψ′(∞) =
1

Φ′(∞)
,

tR
t

=
ψ(RΦ(t))

t
−−−→
t→∞

R,F (t) −−−→
t→∞

R− 1

Φ′(∞)
.

Поэтому функция F аналитична в C \ G и непрерывна в C \G.
Пусть t0 ∈ C\G, t∗0 ∈ ∂G, t∗0 — ближайшая к t0 точка на границе ∂G. Для любых

точек t∗1, t∗2 ∈ ∂G справедливо неравенство (23). При z ∈ Ω положим g(z) = F (1z + t̃),
тогда g аналитична в Ω и непрерывна в Ω. Поскольку при t∗1, t∗2 ∈ ∂G имеем

| 1

t∗2 − t̃
− 1

t∗1 − t̃
|  |t∗2 − t∗1| и |Φ(t)| = 1,

при t ∈ ∂G, то (23) можно переписать в виде∣∣∣∣ t∗2,R − t∗2Φ(t∗2)

∣∣∣∣ ≤ b9

∣∣∣∣ t∗1,R − t∗1Φ(t∗1)

∣∣∣∣κ (
|t∗2 − t∗1|+ |

t∗1,R − t∗1
Φ(t∗1)

|
)1−κ

.

Отсюда находим соотношение:

|g(z∗2)| ≤ b10|g(z∗1)|κ(|z∗2 − z∗1 |+ |g(z∗1)|)1−κ , (28)

где z∗j = 1
t∗j−t̃

, j = 1, 2, z∗1 , z
∗
2 ∈ ∂Ω.

Положим:
z0 =

1

t0 − t̃
, z∗0 =

1

t∗0 − t̃
, ρ = |z0 − z∗0 |.

Тогда ρ  |t0 − t∗0|.
ПустьM = b10|g(z∗0)|κ(ρ+|g(z∗0)|)1−κ . Из (28) следует, что при z∗2 ∈ ∂Ω, |z∗2−z∗0 | ≤

ρ имеем оценку |g(z∗2)| ≤M . Если |z∗2 − z∗0 | > ρ, то (28) влечет

|g(z∗2)| ≤ b10|g(z∗0)|κ(|z∗2 − z∗0 |+ |g(z∗0)|)1−κ = b10|g(z∗0)|κ×

×(ρ+ |g(z∗0)|)1−κ ·
(
|z∗2 − z∗0 |+ |g(z∗0)|

ρ+ |g(z∗0)|

)1−κ

≤M(1 +
|z∗2 − z∗0

ρ
)1−κ . (29)

Из (28) следует, что к функции g и точкам z∗0 и z0 можно применить лемму 5, тогда
(26) влечет

|g(z0| ≤ C1−κ

0 M = C1−κ

0 b10|g(z∗0)|κ(ρ+ |g(z∗0)|)1−κ . (30)
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Предположим, что |t0 − t∗0| ≤ b11, тогда для функции Φ выполнена оценка |Φ(t0)| ≤
b12. Теперь из (27) и (30) находим соотношение

|t0R − t0| = |Φ(t0)| · |F (t0)| ≤ b12|g(z0)|κ(|t∗0 − t0|+ |t∗0R − t∗0|)1−κ ≤

≤ b14|F (t∗0)|κ(|t∗0 − t0|+ F (t∗0)|)1−κ = b14|t∗0R − t∗0|κ(|t∗0 − t0|+ |t∗0R − t∗0|)1−κ . (31)

Пусть t2 ∈ ∂G, t∗2 
= t∗0.
Если |t∗2 − t∗0| ≤ 2max(|t∗2R − t∗2|, |t∗0R − t∗0|), то применение (23) к t∗ и t∗0 дает

соотношение |t∗2R − t2|  |t∗0R − t∗0|. Тогда (31) влечет

|t0R − t0| ≤ b15|t∗2R − t∗2|κ(|t∗2 − t0|+ |t∗2R − t∗2|)1−κ . (32)

Если же |t∗2 − t0| > 2max(|t∗2R − t2|, |t∗0R − t∗0|), то (23) и (31) дают соотношения

|t∗0R − t∗0| ≤ b′9|t∗2R − t∗2|κ(|t∗0 − t2|)1−κ ,

|t0R − t0| ≤ b′14|t∗2R − t∗2|κ(|t∗0 − t2|1−κ)κ(|t∗2 − t0|+ (|t∗0R − t∗0|)1−κ ≤

≤ b′16|t∗2R − t∗2|κ
2 ≤ b′16|t∗2R − t∗2|κ

2

(|t2 − t0|+ |t∗2R − t∗2|))1−κ
2

. (33)

В соотношениях (33) предполагалось, что |t∗0−t0| ≥ |t∗0R−t∗0|. Если |t∗0−t0| ≤ |t∗0R−t∗0|,
то (31) влечет |t0R − t0| ≤ b

′′
14|t∗0R − t∗0|.

Объединяя (32) и (33), получим, что для любых t∗2 ∈ ∂G выполнена оценка (33)
с некоторой постоянной b16.

Выберем теперь k : k ∈ N, k > r+1
κ

2 , например k = [ r+1
κ

2 ] + 1.

5. Окончание доказательства. Воспользуемся формулами (6) и (11), тогда
при z ∈ ∂D получим равенство

f(z)− Pn(P(z),P′(z)) = − 1

π

∫
Q\D

f ′
0ξ
(ξ)s′(ξ)

(
1

s(ξ) − s(z) − Cn,q

∫ π

−π

(
sinnΘ

sinΘ

)q

×

×
k∑

r=1

(tR,Θ − t)r−1

(tR,Θ − s(z))r
dΘ

)
dA(ξ) = − 1

π

∫
Q\D

f ′
0ξ
(ξ)S′(ξ)

(
Cn,q

∫ π

−π

(
sinnΘ

sinΘ

)q

×

×
(

1

s(ξ)− s(z) −
k∑

r=1

(tR,Θ − t)r−1

(tR,Θ − s(z))r

)
dΘ

)
dA(ξ) = − 1

π

∫
Q\D

f ′
0ξ
(ξ)s′(ξ)×

×
(
Cn,q

∫ π

−π

(
sinnΘ

sinΘ
)q

(
(tR,Θ − t)k

(s(ξ)− s(z))(tR,Θ − s(z))

)k

dΘ

)
dA(ξ). (34)

В (34) для краткости полагаем t = s(ξ), функции tR,Θ определены в (10), там же
определена функция tR, R = 1 + 1

n .
Применяя лемму 4, получаем оценку

Cn,q

∫ π

−π

(
sinnΘ

sinΘ

)q

·
∣∣∣∣∣ (tR,Θ − t)k
(s(ξ)− s(z))(tR,Θ − s(z)

)k

∣∣∣∣∣ dΘ ≤ C2 · Cn,q
1

|s(ξ)− s(z)|∣∣∣∣∣
(

tR − t
tR − s(z)

)k∣∣∣∣∣
∫ π

−π

(
sinnΘ

sinΘ

)q

(n|Θ|+ 1)8 dΘ ≤ b17
1

|s(ξ)− s(z)|

∣∣∣∣∣ tR − t
tR − s(z)

∣∣∣∣∣
k

. (35)
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Из (34) и (35) находим, что

|f(z)−Pn(P(z),P′(z))| ≤ b17 ·
1

π

∫
Θr\D

|f ′
0ξ(ξ)||s′(ξ)|

1

|s(ξ) − s(z)|

∣∣∣∣ tR − t
tR − s(z)

∣∣∣∣k dA(ξ).
(36)

Положим s(z) = t∗0 ∈ ∂G, ρ = |t∗0R − t∗0| и пусть ξ = λ(t) — обратное к s(z)
отображение. Заметим, что |s′(ξ)|  1, ξ ∈ Qt, тогда |P ′(t)|  1, t ∈ s(Qt). Применяя
лемму 5, получим соотношение при t ∈ s(Qt \D):∣∣∣∣ tR − t
tR − s(z)

∣∣∣∣k ≤ b18|t∗0R− t∗0|kκ
2

(|t− t∗0|+ |t∗0R− t∗0|)(1−κ
2)k ·

(
1

|tR − t|+ |t− t∗0|

)k

. (37)

Учтем, что s′(ξ) · |λ′(τ)|2 = |λ′(τ)| при τ = s(ξ), и пустьM(τ) = |f ′
0ξ
(λ(τ)| · |λ′(τ)|, τ ∈

Qt, тогда из (36) и (37) находим, что

|f(z)−Pn(P(z),P′(z))| ≤ b19

∫
s(Qt\D)

M(τ)×

×|t
∗
0R − t∗0|kκ

2

|t− t∗0|
(|t− t∗0|+ |t∗0R − t∗0|)(1−κ

2)k

(|tR − t|+ |t− t∗0|)k
dA(t), (38)

где dA(τ) — двумерная мера Лебега.
Для функции M(τ) по лемме 1 и однолистности функции s в Θt выполнено

условие
0 ≤M(τ) ≤ Cf |λ(τ)|distr−1(λ(τ), ∂D))ω(dist(λ(τ), ∂D)) ≤

≤ b20dist
r−1(τ, ∂G)ω(dist(τ, ∂G)), τ ∈ s(Qt \D). (39)

При оценке интеграла в (38) будем использовать следующий результат [3–5], по-
скольку граница области G и функция ω(s) удовлетворяют условиям, требующимся
в этих работах. Положим Bρ0(t)

def
= {{τ ∈ C : |τ − t| < ρ0}.

Лемма 6. Для любой функции M , заданной на множестве C\G и удовлетво-
ряющей условиям (39), при t∗0 ∈ ∂G и ρ0 > 0 справедлива оценка∫

Bρ0 (t0)

M(τ)

|τ − t∗0|
dA(τ) ≤ CMρ

r
0ω(ρ0). (40)

Положим ρ = |t∗0R − t∗0|. Применение леммы 5 к функциям tR − t и 1
tR−t пока-

зывает, что для t ∈ Bρ(t
∗
0) \G имеется соотношение |tR− t|  ρ, поэтому получается

|t− t∗0|+ |t∗0R − t∗0|
|t− t∗0|+ |tR − t|

 1, t ∈ Bρ(t
∗
0) \G. (41)

Если t ∈ B2νρ(t∗0) \B2ν−1ρ(t
∗
0), ν ≥ 1, то

|t− t∗0|+ |t∗0R − t∗0|
|t− t∗0|+ |tR − t|

≤ 2,
1

|t− t∗0|+ |tR − t|
≤ 1

2ν−1ρ
,

(|t− t∗0|+ |t∗0R − t|)(1−κ
2)k

(|t− t∗0|+ |tR − t|)k
≤ 2(1−κ

2)k · 1

(2ν−1ρ)κ2k
. (42)
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Теперь ∫
s(Qt\D)

M(t)
|t∗0R − t∗0|kκ

2

|t− t∗0|
(|t− t∗0|+ |t∗0R − t∗0|)(1−κ

2)k

|t− t∗0|+ |tR − t|)k
dA(t) =

=

∫
...∩Bρ(t∗0)

. . .+

∞∑
ν=1

∫
...∩B2νρ(t

∗
0)\B2ν−1ρ

def
= I0 +

∞∑
ν=1

Iν . (43)

Применяя оценки (40)–(42), получаем следующие неравенства:

I0 =

∫
S(Qt\D)∩Bρ(t∗0)

M(t)
|t∗0R − t∗0|kκ

2

|t− t∗0|
1

|t− t∗0|+ |tR − t|)κ
2k
×

×
(
|t− t∗0|+ |t∗0R − t∗0|
|t− t∗0|+ |tR − t|

)(1−κ
2)k

· dA(t) ≤ b′20ρ
kκ2 · 1

ρkκ2×

×
∫
S(Qt\D)∩Bρo (t

∗
0)

M(t) · dA(t)|t− t∗0|
≤ b21ρ

rω(ρ), (44)

Iν =

∫
S(Qt\D)∩(B2νρ\B2ν−1ρρ)

M(t)
|t∗0R − t∗0|kκ

2

|t− t∗0|
1

|t− t∗0|+ |tR − t|)κ
2k
×

×
(
|t− t∗0|+ |t∗0R − t∗0|
|t− t∗0|+ |tR − t|

)(1−κ
2)k

dA(t) ≤ b′22ρ
kκ2 · 1

(2ν−1ρ)kκ2

∫
S(Qt\D)∩(B2ν \B2ν−1ρ)

×

×M(t)
dA(t)

|t− t∗0|
≤ b′22

1

2νκ2 · (2νρ)rω(2νρ) ≤ b22ρ
rω(ρ) · 1

2ν(kκ2−r−1)
. (45)

В (45) мы воспользовались свойством любого модуля непрерывности: при x2 > x1 >
0 имеем ω(x2) ≤ 2x2

x1
ω(x1). Из (43)–(45) заключаем, что∫

S(Θt\D)

M(t)
|t∗0R − t∗0|kκ

2

|t− t∗0|
(|t− t∗0|+ |t∗0R − t∗0|)(1−κ

2)k

(|t− t∗0|+ |tR − t|)k
dA(t) ≤

≤ c′
∞∑
ν=1

ρrω(ρ) · 2−ν(kκ2−r−1) ≤ c′ρrω(ρ), (46)

поскольку kκ2 − r − 1 > 0.
Напомним, что L = ∂G. Положим LR = {t ∈ C : t = Ψ(RΦ(τ)), τ ∈ L}.
Для области G, удовлетворяющей, как было отмечено в разделе 3, условиям,

аналогичным условиям (2), (3) для областиD и для t∗0 ∈ L, справедливо соотношение
[8, 9]:

|t∗0R − t∗0|  dist(t∗0, LR), 0 < R ≤ 1. (47)

Из (47) следует, что правую часть оценки (46) можно заменить на

c′1dist
r(t∗0, LR) · ω(dist(t∗0, LR)),

где R = 1 + 1
n .

По лемме 4 из [2] заключаем, что

ρ 1
n
(z)

def
= dist(z,Γ1+ 1

n
)  dist(s(z), L1+ 1

n
), z ∈ Γ. (48)
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Из (48), (47) и предыдущего рассуждения следует, что правую часть в (46) можно
заменить на cρr1

n

(z)ω(ρ 1
n
(z)) при z ∈ Γ. Тогда (38) и (46) доказывают теорему.
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The problem of describing classes of functions in terms of the rate of approximation of these
functions by polynomials, rational functions, splines entered in the theory of approximation
more than 100 years ago and still retains its relevance. Among a large number of problems
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related to approximation, we considered the problem of polynomial approximation in two
variables of a function defined on the continuum of an elliptic curve in C2 and holomorphic
in its interior. The formulation of such a question led to the need to study the approximation
of a function that is continuous on the continuum of the complex plane and analytic in its
interior, using polynomials in doubly periodic Weierstrass functions and their derivatives.
This work is devoted to the development of this topic.
Keywords: analytic functions, approximation, doubly periodic Weierstrass functions.
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