
УДК 539.3 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2023. Т. 10 (68). Вып. 1
MSC 74M20, 26A33

Удар жесткого шара по бесконечной
пластинке Кирхгофа—Лява с учетом объемной
и сдвиговой релаксации∗

М.В.Шитикова
Московский государственный строительный университет,
Российская Федерация, 129337, Москва, Ярославское шоссе, 26
Воронежский государственный технический университет,
Российская Федерация, 394006, Воронеж, ул. 20-летия Октября, 84

Для цитирования: Шитикова М.В. Удар жесткого шара по бесконечной пластинке
Кирхгофа—Лява с учетом объемной и сдвиговой релаксации // Вестник Санкт-Петербург-
ского университета. Математика. Механика. Астрономия. 2023. Т. 10 (68). Вып. 1. С. 139–
154. https://doi.org/10.21638/spbu01.2023.112

Рассматривается задача о нормальном низкоскоростном ударе жесткого шара по бес-
конечной вязкоупругой пластинке Кирхгофа—Лява. Динамическое поведениие вяз-
коупругой пластинки описывается моделью стандартного линейного тела с дробными
производными. Параметр дробности, определяющий порядок дробной производной,
учитывает изменение вязкости материала пластинки в зоне контакта в процессе удара.
Местное смятие материала пластинки и контактная сила определяются по обобщенной
теории Герца. Используя алгебру операторов Ю. Н. Работнова, а также учитывая дей-
ствие объемной и сдвиговой релаксации, удается получить интегральное уравнение
относительно местного смятия контактирующих тел. Приближенное решение этого
уравнения позволяет найти временные зависимости не только для контактного смя-
тия, но и для контактной силы.
Ключевые слова: низкоскоростной удар, вязкоупругая пластинка Кирхгофа—Лява,
модель стандартного линейного тела с дробными производными, алгебра дробных опе-
раторов Работнова.

1. Введение. Задачи ударного взаимодействия относятся к наиболее сложным
динамическим задачам механики деформируемого твердого тела [1], для решения
которых используются различные аналитические, численные и экспериментальные
методы.

Одним из наиболее эффективных подходов, позволяющих аналитически иссле-
довать динамические свойства соударяемых тел, является волновой подход. В об-
зорной статье [2], посвященной анализу работ, использующих этот подход, отмеча-
лось, что одной из первых в этом направлении была работа К. Зинера (C. Zener) [3],
где рассмотрена задача об ударе упругого шара по упругой бесконечной пластинке
Кирхгофа—Лява. Позже подход Зинера был обобщен в работе [4], где изучалась
задача об ударе жесткого шара по вязкоупругой бесконечной пластинке Кирхгоф-
фа—Лява. Однако в этой работе не дано четкого опеределения вязкоупругой мо-
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дели, которая использовалась для описания динамического поведения бесконечной
пластинки.

В обзоре [5] отмечается, что для описания вязкоупругих свойств соударяемых
тел в последнее время с успехом используются различные модели вязкоупругости,
содержащие производные дробного порядка [6, 7]. Некоторые из этих задач включе-
ны в «Справочник по дробным производным и их приложениям» [8] и «Энциклопе-
дию по механике сплошных сред» [9–11].

Во всех предыдущих исследованиях ударного взаимодействия вязкоупругих тел
с использованием моделей с дробными операторами (см. работы [9–12], а также и
другие статьи, процитированные в них), предполагалось, что объемные деформации
остаются упругими, что позволяет пренебречь объемной релаксацией по сравнению
с релаксацией при сдвиге. Однако это предположение не всегда является обоснован-
ным, поскольку для композитных материалов объемная релаксация может являться
весьма существенной [13–15].

В данной работе этот недостаток устранен: в качестве вязкоупругой модели,
описывающей поведение пластинки при ударном воздействии, выбрана трехмерная
модель стандартного линейного тела с дробными производными, которая позволяет
описать и сдвиговую, и объемную релаксации. Хотя трехмерные модели вязкоупру-
гости с дробными операторами были известны и ранее [14, 16–18], однако в задачах
ударного взаимодействия используются, насколько известно автору, впервые.

2. Основные соотношения трехмерной модели стандартного линейно-
го тела с дробными производными. Для девиаторных частей σ′

ij и ε′ij тензоров
напряжений σij и деформаций εij , а также для их шаровых частей σkk и εkk для
модели стандартного линейного тела с производными дробного порядка можно за-
писать следующие соотношения:

σ′
ij + τγε1D

γσ′
ij = 2μ0

(
ε′ij + τγσ1D

γε′ij
)
, (1)

σkk + τγε2D
γσkk = 3K0 (εkk + τγσ2D

γεkk) , (2)

где τε1 и τε2 — времена сдвиговой и объемной релаксации; τσ1 и τσ2 — времена
сдвиговой и объемной ретардации; μ0 и K0 — релаксированные модуль сдвига и
объемный модуль,

Dγy(t) =
d

dt

∫ t

0

(t− t′)−γ

Γ(1− γ) y(t
′)dt′ (3)

— дробная производная Римана—Лиувилля [19]; γ (0 ≤ γ ≤ 1) — параметр дробно-
сти; y(t) — произвольная функция; Γ(1− γ) — гамма-функция.

Если ввести в рассмотрение безразмерный дробный оператор Ю.Н.Работно-
ва [20]

$∗
γ (τγεi) =

1

1 + τγεiD
γ

(i = 1, 2) (4)

и учесть формулу [17]

τγεiD
γ · $∗

γ (τγεi) = 1− $∗
γ (τγεi) (i = 1, 2), (5)

справедливость которой устанавливается непосредственной проверкой, то соотноше-
ния (1) и (2) можно переписать в виде

σ′
ij = 2μ∞

[
1− μ∞ − μ0

μ∞
$∗
γ (τγε1)

]
ε′ij , (6)

140 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2023. Т. 10 (68). Вып. 1



σkk = 3K∞

[
1− K∞ −K0

K∞
$∗
γ (τγε2)

]
ε′ij , (7)

где введены обозначения для нерелаксированных модуля сдвига μ∞ и объемного
модуля K∞:

μ∞ = μ0
τγσ1
τγε1

, K∞ = K0
τγσ2
τγε2

. (8)

Используя выражения (6) и (7), запишем операторы сдвига μ̃ и объемного рас-
ширения — сжатия K̃

μ̃ = μ∞
[
1− νε1 $∗

γ (τγε1)
]
, (9)

K̃ = K∞
[
1− νε2 $∗

γ (τγε2)
]
, (10)

где

νε1 =
μ∞ − μ0

μ∞
, νε2 =

K∞ −K0

K∞
. (11)

В дальнейшем нам понадобятся операторы μ̃−1 и K̃−1, обратные к операторам
μ̃ и K̃. Чтобы их найти, нужно воспользоваться определением обратных операторов

μ̃−1 · μ̃ = 1, K̃−1 · K̃ = 1, (12)

а также учесть формулу [17]

$∗
γ (τγεi) · $∗

γ (τγσi) =
τγεi $∗

γ (τγεi)− τ
γ
σi $∗

γ (τγσi)

τγεi − τ
γ
σi

(i = 1, 2), (13)

справедливость которой устанавливается непосредственной проверкой, поскольку

$∗
γ (τγεi) · $∗

γ (τγσi) =
1

(1 + τγεiD
γ) (1 + τγσiD

γ)
=

A

1 + τγεiD
γ
+

B

1 + τγσiD
γ
,

где

A =
τγεi

τγεi − τ
γ
σi

, B = −Aτ
γ
σi

τγεi
= − τγσi

τγεi − τ
γ
σi

.

Выбирая операторы μ̃−1 и K̃−1 в виде

μ̃−1 = μ−1
∞

[
1 + νσ1 $∗

γ (τγσ1)
]
, (14)

K̃−1 = K−1
∞

[
1 + νσ2 $∗

γ (τγσ2)
]
, (15)

где νσi и τσi — пока неизвестные константы, подставляя выражения (9) и (14), (10)
и (15) в формулу (12) и учитывая соотношение (13), в результате получим

νσi $∗
γ (τγσi)

[
1− νεi

τγσi
τγσi − τ

γ
εi

]
− νεi $∗

γ (τγεi)

[
1− νσi

τγεi
τγσi − τ

γ
εi

]
= 0, (16)

откуда следует, что

1− νεi
τγσi

τγσi − τ
γ
εi

= 0, (17)

1− νσi
τγεi

τγσi − τ
γ
εi

= 0. (18)

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2023. Т. 10 (68). Вып. 1 141



Из уравнений (17) и (18) находим

τγσi =
τγεi

1− νεi
, νσi =

νεi
1− νεi

(i = 1, 2) (19)

или (
τεi
τσi

)γ

= 1− νεi,
(
τσi
τεi

)γ

= 1+ νσi (i = 1, 2). (20)

Первая формула в (19) совпадает с формулами (8), а вторая формула в (19)
имеет вид (сравни с формулами (11))

νσ1 =
μ∞ − μ0

μ0
, νσ2 =

K∞ −K0

K0
. (21)

3. Алгебра обобщенных операторов Ю.Н.Работнова. Зная операторы
(14) и (15), можно найти оператор податливости J̃ по формуле

J̃ = Ẽ−1 =
1

3

3K̃ + μ̃

3K̃μ̃
=

1

3

(
μ̃−1 +

1

3
K̃−1

)
, (22)

где Ẽ — оператор Юнга.
Подставляя выражения (14) и (15) в формулу (22), находим

J̃ = J∞
[
1 + n1 $∗

γ (τγσ1) + n2 $∗
γ (τγσ2)

]
, (23)

где

n1 =
1

3

νσ1
μ∞J∞

=
2

3
(1 + ν∞) νσ1, n2 =

1

9

νσ2
K∞J∞

=
1

3
(1− 2ν∞) νσ2.

Чтобы определить Ẽ, нужно использовать свойство взаимообратных операторов

J̃ · Ẽ = 1, (24)

а также учесть формулу (13). В результате получим

Ẽ = E∞
[
1−m1 $∗

γ (tγε1)−m2 $∗
γ (tγε2)

]
, (25)

где величины tγε1 и tγε2 определяются из квадратного уравнения

n1x

τγσ1 − x
+

n2x

τγσ2 − x
= 1, x = tγεi (i = 1, 2), (26)

или
(1 + n1 + n2)x

2 − [τγσ1(1 + n2) + τγσ2(1 + n1)]x+ τγσ1τ
γ
σ2 = 0, (27)

а величины m1 и m2 находятся из линейной системы уравнений

τγσ1
τγσ1 − t

γ
ε1

m1 +
τγσ1

τγσ1 − t
γ
ε2

m2 = 1,

(28)
τγσ2

τγσ2 − t
γ
ε1

m1 +
τγσ2

τγσ2 − t
γ
ε2

m2 = 1

при условии, что величины tγε1 и tγε2 уже известны.
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Теперь подсчитаем оператор, пропорциональный оператору цилиндрической
жесткости, который будет использоваться в дальнейшем при решении задачи на
удар

Ẽ

1− ν̃2 =
Ẽ

2(1 + ν̃)
+

Ẽ

2(1− ν̃) , (29)

где
1

1 + ν̃
=

2

9

3K̃ + μ̃

K̃
,

1

1− ν̃
=

2(3K̃ + μ̃)

3K̃ + 4μ̃
, Ẽ =

9K̃μ̃

3K̃ + μ̃
. (30)

С учетом выражений (30) формулу (29) перепишем в виде

Ẽ

1− ν̃2 = μ̃+
9K̃μ̃

3K̃ + 4μ̃
= μ̃+ s̃−1, (31)

причем

s̃ =
3K̃ + 4μ̃

9K̃μ̃
=

1

3

(
μ̃−1 +

4

3
K̃−1

)
= s∞

[
1 + n̂1 $∗

γ (τγσ1) + n̂2 $∗
γ (τγσ2)

]
, (32)

где

s∞ =
3K∞ + 4μ∞
9K∞μ∞

, n̂1 =
3K∞νσ1

3K∞ + 4μ∞
, n̂2 =

3μ∞νσ2
3K∞ + 4μ∞

.

Оператор s̃−1 находится в виде

s̃−1 =
9K̃μ̃

3K̃ + 4μ̃
= s−1

∞
[
1− m̂1 $∗

γ

(
t̂γε1

)
− m̂2 $∗

γ

(
t̂γε2

)]
, (33)

где величины t̂γεi (i = 1, 2) определяются из квадратного уравнения (27), в кото-
ром величины n1 и n2 заменены соответственно на n̂1 и n̂2, а величины m̂1 и m̂2

определяются из линейной системы уравнений (28), в которой величины tγε1 и tγε2
соответственно на t̂γε1 и t̂γε2.

Наконец, подставляя выражение (33) в формулу (31), окончательно получим

Ẽ

1− ν̃2 = d∞

⎡⎣1− 3∑
j=1

ηj $∗
γ

(
t̂γεj

)⎤⎦ , t̂γε3 = τγε1, (34)

где

d∞ =
μ∞s∞ + 1

s∞
, η1 =

m̂1

μ∞s∞ + 1
, η2 =

m̂2

μ∞s∞ + 1
, η3 =

μ∞s∞νε1
μ∞s∞ + 1

.

Обратный оператор к оператору (34) имеет вид

1− ν̃2

Ẽ
= d−1

∞

⎡⎣1 + 3∑
j=1

ζj $∗
γ

(
T γ
σj

)⎤⎦ , (35)

где величины T γ
σ1, T

γ
σ2 и T γ

σ3 находятся из кубического уравнения

η1x

t̂γε1 − x
+

η2x

t̂γε2 − x
+

η3x

t̂γε3 − x
= −1, x = T γ

σi (i = 1, 2, 3) (36)
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или

(1− η1 − η2 − η3) x3+
+

[(
t̂γε2 + t̂γε3

)
η1 +

(
t̂γε3 + t̂γε1

)
η2 +

(
t̂γε1 + t̂γε2

)
η3 − t̂γε1 − t̂

γ
ε2 − t̂

γ
ε3

]
x2+

+
[
t̂γε2t̂

γ
ε3(1 − η1) + t̂γε3t̂

γ
ε1(1− η2) + t̂γε1t̂

γ
ε2(1− η3)

]
x− t̂γε1t̂

γ
ε2t̂

γ
ε3 = 0, (37)

а величины ζ1, ζ2 и ζ3 находятся из системы трех линейных уравнений:

ζ1 t̂
γ
ε1

t̂γε1 − T
γ
σ1

+
ζ2 t̂

γ
ε1

t̂γε1 − T
γ
σ2

+
ζ3 t̂

γ
ε1

t̂γε1 − T
γ
σ3

= −1,

ζ1 t̂
γ
ε2

t̂γε2 − T
γ
σ1

+
ζ2 t̂

γ
ε2

t̂γε2 − T
γ
σ2

+
ζ3 t̂

γ
ε2

t̂γε2 − T
γ
σ3

= −1, (38)

ζ1 t̂
γ
ε3

t̂γε3 − T
γ
σ1

+
ζ2 t̂

γ
ε3

t̂γε3 − T
γ
σ2

+
ζ3 t̂

γ
ε3

t̂γε3 − T
γ
σ3

= −1.

Применяя теорему Виета к уравнению (37), получаем полезную формулу, кото-
рая обобщает первую формулу в (20):⎛⎜⎜⎜⎝

3∏
j=1

t̂εj

3∏
j=1

Tσj

⎞⎟⎟⎟⎠
γ

= 1−
3∑

j=1

ηj . (39)

Из формулы (39) видно, что при γ = 0, т. е. при отсутствии вязкости,

3∑
j=1

ηj = 0. (40)

Если считать, наоборот, что оператор (35) известен, а оператор (34) необходимо
найти, то вместо формулы (39) получаем⎛⎜⎜⎜⎝

3∏
j=1

Tσj

3∏
j=1

t̂εj

⎞⎟⎟⎟⎠
γ

= 1 +

3∑
j=1

ζj (41)

и при γ = 0
3∑

j=1

ζj = 0. (42)

Формула (41) обобщает вторую формулу в (20).
В заключение данного раздела покажем, как представить оператор (4) в виде,

удобном для приложений. С этой целью умножим числитель и знаменатель дроби,
стоящей справа в формуле (4), на Iγτ−γ

εi , где

Iγy(t) =

∫ t

0

(t− t′)γ−1

Γ(γ)
y(t′)dt′ (43)

— дробный интеграл [19].
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Учитывая, что DγIγ = IγDγ = 1, перепишем выражение (4) в виде

$∗
γ (τγεi) =

Iγτ−γ
εi

1−
(
−Iγτ−γ

εi

) . (44)

Интерпретируя формулу (35) как сумму бесконечно убывающей геометрической
прогрессии со знаменателем −Iγτ−γ

εi , представим оператор $∗
γ (τγεi) в виде

$∗
γ (τγεi) =

∞∑
n=0

(−1)nτ−γ(n+1)
εi Iγ(n+1) (45)

или

$∗
γ (τγεi) y(t) =

∫ t

0

$γ

(
− t− t

′

τεi

)
y(t′)dt′, (46)

где

$γ (−t/τεi) =
tγ−1

τγεi

∞∑
n=0

(−1)n(t/τεi)γn
Γ[γ(n+ 1)]

(47)

— дробноэкспоненциальная функция Ю.Н.Работнова [21], которая при γ = 1 пре-
вращается в обычную экспоненту

$1 (−t/τεi) =
1

τεi
exp(−t/τεi).

4. Постановка задачи и определяющие уравнения. В работе [3]
К. Зинером (C. Zener) была рассмотрена задача о нормальном низкоскоростном уда-
ре шара по достаточно протяженной упругой пластинке, используя теорию тонких
пластин. При этом предполагалось, что процесс ударного взаимодействия мишени
(пластинки) и ударника (шара) заканчивается раньше, чем в область контакта вер-
нутся волны, отраженные от границ пластинки (в [22] отмечалось, что для этого
требуется, чтобы масса ударника не была слишком большой по сравнению с массой
мишени). Было показано, что прогиб такой пластинки в месте удара шара опреде-
ляется в виде

u(t) =

√
3

16h2
√
�

(
1− ν2
E

)1/2 ∫ t

0

F (t′)dt′, (48)

где u(t) — перемещение срединной плоскости; h — толщина пластинки; � — ее плот-
ность; E и ν — ее модуль упругости и коэффициент Пуассона; F (t) — контактная
сила, которая, согласно теории Герца, связана с местным смятием материала пла-
стинки x(t) при помощи формулы

F (t) =
4
√
R

3

E

1− ν2x
3/2(t), (49)

где R — радиус жесткого шара.
Уравнение движения жесткого шара массы m имеет вид

z̈(t) = − 1

m
F (t), (50)

где точки над величинами означают производные по времени t.
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Перемещение центра шара z(t) связано с перемещением центра пластинки u(t)
и местным смятием материала пластинки в зоне контакта x(t) следующим соотно-
шением:

x(t) = z(t)− u(t). (51)

Согласно принципу Вольтерра, для вязкоупругой пластинки упругие постоян-
ные в формулах (48)–(50) нужно заменить операторами (34) и (35). Оператор, входя-
щий в уравнение (48), можно разложить в ряд Неймана и учесть только два первых
члена в силу кратковременности ударного процесса, т. е.

(
1− ν̃2

Ẽ

)1/2

= d−1/2
∞

⎡⎣1 + 3∑
j=1

ζj $∗
γ

(
T γ
σj

)⎤⎦1/2

≈ d−1/2
∞

⎡⎣1 + 1

2

3∑
j=1

ζj $∗
γ

(
T γ
σj

)⎤⎦ . (52)

Контактную силу с учетом формулы (34) можно представить в виде

F (t) =
4
√
Rd∞
3

⎡⎣x3/2(t)− 3∑
j=1

ηj

∫ t

0

$γ

(
− t− t

′′

t̂εj

)
x3/2(t′′)dt′′

⎤⎦ . (53)

Тогда с учетом выражений (52) и (53) уравнение (48) примет вид

æ−1
∞ u(t) =

∫ t

0

⎡⎣x3/2(t′)− 3∑
j=1

ηj

∫ t′

0

$γ

(
− t

′ − t′′

t̂εj

)
x3/2(t′′)dt′′

⎤⎦ dt′+
+

1

2

3∑
j=1

ζj

∫ t

0

{
$γ

(
− t− t

′

τσj

)∫ t′

0

[
x3/2(t′′)−

−
3∑

j=1

ηj

∫ t′′

0

$γ

(
− t

′′ − t′′′

t̂εj

)
x3/2(t′′′)dt′′′

⎤⎦ dt′′
⎫⎬⎭ dt′, (54)

где æ∞ = 1
4h2

√
Rd∞
3� .

Интегрируя дважды уравнение (50), находим

z(t) = − 1

m

∫ t

0

F (t′)(t− t′)dt′. (55)

Подставляя в уравнение (55) выражение (53), имеем

z(t) = −4
√
Rd∞
3m

∫ t

0

⎡⎣x3/2(t′)− 3∑
j=1

ηj

∫ t′

0

$γ

(
− t

′ − t′′

t̂εj

)
x3/2(t′′)dt′′

⎤⎦ (t−t′)dt′. (56)

Подставляя теперь соотношения (54) и (56) в (51) и учитывая начальные усло-
вия

x(0) = 0, ẋ(0) = V0, (57)

где V0 — скорость шара в момент удара, получим интегральное уравнение для опре-
деления функции x(t):
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x(t) = V0t−
4
√
Rd∞
3m

∫ t

0

⎡⎣x3/2(t′)− 3∑
j=1

ηj

∫ t′

0

$γ

(
− t

′ − t′′

t̂εj

)
x3/2(t′′)dt′′

⎤⎦ (t−t′)dt′−

− æ∞

∫ t

0

⎡⎣x3/2(t′)− 3∑
j=1

ηj

∫ t′

0

$γ

(
− t

′ − t′′

t̂εj

)
x3/2(t′′)dt′′

⎤⎦ dt′−
− 1

2
æ∞

3∑
j=1

ζj

∫ t

0

{
$γ

(
− t− t

′

τσj

)∫ t′

0

[
x3/2(t′′)−

−
3∑

j=1

ηj

∫ t′′

0

$γ

(
− t

′′ − t′′′

t̂εj

)
x3/2(t′′′)dt′′′

⎤⎦ dt′′
⎫⎬⎭ dt′. (58)

5. Приближенные вычисления. Поскольку ударный процесс является крат-
ковременным процессом, то дробноэкспоненциальную функцию (46) в уравнении
(58) можно заменить первым членом ряда (47) [23]

$γ

(
− t

tj

)
≈ tγ−1

tγj Γ(γ)
. (59)

Если при решении уравнения (58) использовать метод последовательных при-
ближений, а в качестве первого приближения выбрать выражение

x(t) = V0t, (60)

то, подставляя его в правую часть уравнения (58) и учитывая, что∫ t

0

(t− t′)γ−1(t′)3/2dt′ =
3

2γ

∫ t

0

tγ
(
1− t′

t

)γ

(t′)1/2dt′ =

=
3

2γ

∫ t

0

tγ
(
1− γ t

′

t

)γ

(t′)1/2dt′ =
3

γ

(
1

3
− 1

5
γ

)
t3/2+γ ,

находим

x(γ) = V0t−
16

105

√
Rd∞
m

V
3/2
0 t7/2 + 4

√
Rd∞
m

V
3/2
0 δγ(1/3− 1/5γ)

γ(5/2 + γ)(7/2 + γ)
t7/2+γ−

− 2

5
æ∞V

3/2
0 t5/2 + 3æ∞

V
3/2
0 δγ(1/3− 1/5γ)

(5/2 + γ)
t5/2+γ − æ∞

V
3/2
0 Δγ(1/5− 1/7γ)

γ
t5/2+γ+

+
3

2
æ∞

V
3/2
0 Δγδγ(1/3− 1/5γ)

γ2

(
1

5/2 + γ
− γ

7/2 + γ

)
t5/2+2γ , (61)

где

δγ =
1

Γ(γ)

3∑
j=1

ηj

t̂γεj
, Δγ =

1

Γ(γ)

3∑
j=1

ζj
τγσj

.

При γ = 0 из соотношения (61) с учетом формул (40) и (42) получаем зависи-
мость местного смятия упругой пластинки от времени:

x(0)(t) = V0t−
16

105

√
Rd∞
m

V
3/2
0 t7/2 − 2

5
æ∞V

3/2
0 t5/2. (62)
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Выражение (62) можно получить и из соотношения (58), если учесть формулы
(40) и (42), а также, что [см. формулу (59)]

lim
γ→0

$γ

(
− t− t

′

t̂εj

)
= lim

γ→0
$γ

(
− t− t

′

τσj

)
= δ(t− t′), (63)

где δ(t− t′) — дельта-функция Дирака.
Полагая в выражении (62) функцию x(0) равной нулю, находим время контакта

жесткого шара и упругой бесконечной пластинки:

t
(0)
cont ≈ t

(0)
1

(
1 +

8

21

√
Rd∞
mæ∞

t
(0)
1

)
, (64)

где

t
(0)
1 =

(
5

2

1√
V0æ∞

)2/3

.

Дифференцируя соотношение (62) по времени t

dx(0)(t)

dt
= V0 −

8

15

√
Rd∞
m

V
3/2
0 t5/2 − æ∞V

3/2
0 t3/2 (65)

и приравнивая полученное выражение нулю, находим время t(0)max, при которомфунк-
ция x(0)(t) достигает максимального значения

t(0)max ≈ t
(0)
2

(
1− 16

45

√
Rd∞
mæ∞

t
(0)
2

)
, (66)

где t(0)2 =
(

1
æ∞

√
V0

)2/3

, а само максимальное значение x(0)max(t
(0)
max) имеет вид

x(0)max(t
(0)
max) ≈ V0t

(0)
2

(
3

5
− 96

189

√
Rd∞
mæ∞

t
(0)
2

)
. (67)

Используя выражение (61) и пренебрегая членами более высокого порядка ма-
лости по времени t, получим соотношение x(γ)(t) для произвольных значений вели-
чины γ (0 ≤ γ ≤ 1)

x(γ)(t) ≈ V0t−
16

105

√
Rd∞
m

V
3/2
0 t7/2 − 2

5
æ∞V

3/2
0 t5/2 − æ∞V

3/2
0 Δγ

(1/5− 1/7γ)

γ
t5/2+γ .

(68)
Приравнивая нулю выражение (68), находим

t
(γ)
cont ≈ t

(0)
cont +

5

2
Δγ

(1/5− 1/7γ)

γ

(
t
(0)
1

)1+γ

. (69)

Дифференцируя соотношение (68) по времени t, имеем

dx(γ)(t)

dt
≈ V0 −

8

15

√
Rd∞
m

V
3/2
0 t5/2−

− æ∞V
3/2
0 t3/2 − æ∞V

3/2
0 Δγ

(1/5− 1/7γ)(5/2 + γ)

γ
t3/2+γ . (70)
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Приравнивая выражение (70) нулю, получим

t(γ)max ≈ t(0)max −
2

3
Δγ

(1/5− 1/7γ)(5/2 + γ)

γ

(
t
(0)
2

)1+γ

. (71)

Подставляя выражение (71) в соотношение (68), находим

x(γ)max(t
(γ)
max) = x(0)max(t

(0)
max)− V0Δγ

(1/5− 1/7γ)

γ

[
2

3

(
5

2
+ γ

)
+ 1

](
t
(0)
2

)1+γ

. (72)

Теперь получим те же самые величины при значении γ = 1. Из выражения (68)
при γ = 1 находим

x(1)(t) ≈ V0t−
2

5
æ∞V

3/2
0 t5/2 −

(
16

105

√
Rd∞
m

+
2

35
æ∞Δ1

)
V

3/2
0 t7/2, (73)

где Δ1 =
3∑

j=1

ζj
tσj

.

Соотношение (73) позволяет определить все основные характеристики ударного
взаимодействия:

t
(1)
cont = t

(0)
cont +

1

7
Δ1t

(0)2

1 , (74)

t(1)max = t(0)max −
2

15
Δ1t

(0)2

2 , (75)

x(1)max(t
(1)
max) = x(0)max(t

(0)
max)−

4

21
V0Δ1t

(0)2

2 . (76)

Из полученных выражений видно, что с увеличением вязкости время контакта
шара и пластинки увеличивается, а максимумы у контактной силы уменьшаются и
смещаются влево по временной оси, что находится в полном соответствии с резуль-
татами, полученными в работе [4] (см. рис. 2 в [4]).

6. Дискуссия и выводы. В работе [4] при решении аналогичной задачи на
удар не конкретизирована вязкоупругая модель материала, из которого состоит пла-
стинка. В данной же работе для описания вязкоупругих свойств материала пластин-
ки была использована модель стандартного линейного тела с дробными производны-
ми, что позволило подтвердить справедливость основных результатов, полученных
Дж.В.Филлипс и Х.Х.Кальвит (J.W.Phillips и H.H.Calvit) [4]. Только в качестве
основных параметров в данной работе используется не тангенс угла механических
потерь, а порядок дробной производной. Однако можно показать, что эти величины
связаны друг с другом.

С этой целью подействуем оператором J̃ , заданным формулой (23), на функцию
eiωt, предварительно заменив в формуле (23) дробные производные (3) на

Dγ
+y(t) =

d

dt

∫ t

−∞

(t− t′)−γ

Γ(1 − γ) y(t
′)dt′. (77)
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Используя формулы (3) и (45), можно получить

$∗
γ+ (τγσi) e

iωt =
eiωt

1 + τσiD
γ
+

=

∞∑
n=0

(−1)nτ−γ(n+1)
σi I

γ(n+1)
+ eiωt (i = 1, 2) (78)

или

$∗
γ+ (τγσi) e

iωt = eiωt
∞∑
n=0

(−1)n (iωτσi)−γ(n+1)
, (79)

где

Iγ+y(t) =

∫ t

−∞

(t− t′)γ−1

Γ(γ)
y(t′)dt′

— дробный интеграл [19].
Сумму, стоящую в формуле (79), можно интерпретировать как сумму бесконеч-

но убывающей геометрической прогрессии со знаменателем d = −(iωτσi)−γ , т. е.

∞∑
n=0

(−1)n (iωτσi)−γ(n+1)
=

(iωτσi)
−γ

1− [−(iωτσi)−γ ]
=

1

1 + (iωτσi)γ
. (80)

Таким образом,

$∗
γ+ (τγσi) e

iωt =
eiωt

1 + (iωτσi)γ
=

(
æ−γ

i + cosψ

æ−γ
σi +æγ

σi + 2 cosψ
− i

sinψ

æ−γ
σi +æγ

σi + 2 cosψ

)
eiωt,

(81)
где æσi = ωτσi, ψ = 1

2πγ.
Учитывая формулу (81) в соотношении

J̃eiωt = J(iω)eiωt, (82)

получим выражение для комплексной податливости

J(iω) = J ′(ω)− iJ ′′(ω) =
1

3
J∞

{
2(1 + ν∞)

æγ
σ1 +æ−γ

ε1 + [1 + (æσ1/æε1)
γ ] cosψ

æ−γ
σ1 +æγ

σ1 + 2 cosψ
+

+ (1− 2ν∞)
æγ

σ2 +æ−γ
ε2 + [1 + (æσ2/æε2)

γ ] cosψ

æ−γ
σ2 +æγ

σ2 + 2 cosψ

}
−

− i1
3
J∞

{
2(1 + ν∞)

[(æσ1/æε1)
γ − 1] sinψ

æ−γ
σ1 +æγ

σ1 + 2 cosψ
+ (1− 2ν∞)

[(æσ2/æε2)
γ − 1] sinψ

æ−γ
σ2 +æγ

σ2 + 2 cosψ

}
, (83)

где æεi = ωτεi.
Зная реальную и мнимую части комплексной податливости, входящие в выра-

жение (83), можно найти тангенс угла механических потерь, поскольку

tgδ =
J ′′(ω)

J ′(ω)
. (84)

Чтобы показать зависимость максимальной величины tgδ от параметра дроб-
ности γ, в работе [14] был рассмотрен численный пример при следующих зна-
чениях параметров вязкоупругой модели: ν∞ = 0.3, μ0/μ∞ = K0/K∞ = 0.8,
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τε1/τε2 = τσ1/τσ2 = 103, ω = 1. На рис. 1 в [14] приведен тангенс угла механических
потерь tgδ как функция от lnæε2, где в качестве параметра взята величина γ. Как
и утверждалось, с увеличением параметра дробности γ от 0 до 1 (это соответствует
увеличению вязкости) максимальное значение величины tgδ также увеличивается.
Это видно как на пиках, связанных со сдвиговой релаксацией (левые пики на рис. 1
в [14] ), так и на пиках, связанных с объемной релаксацией (правые пики на рис. 1
в [14]), при этом сдвиговый пик был в 5.5 раза больше объемного.

Таким образом, в данной работе была рассмотрена задача о нормальном ударе
жесткого шара по бесконечной вязкоупругой пластинке Кирхгофа—Лява, демпфи-
рующие свойства которой описываются трехмерной моделью стандартного линей-
ного тела с дробными производными, что позволило учесть объемную и сдвиговую
релаксацию материала в процессе ударного взаимодействия.
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The problem of a low-velocity normal impact of a rigid sphere upon an infinite viscoelas-
tic Kirhhoff—Love plate is considered. The dynamic behaviour of the viscoelastic plate is
described by the fractional derivative standard linear solid model. The fractional parame-
ter defining the order of the fractional derivative governs the variation in the viscosity of
plate’s material within the contact domain during the impact process. The local bearing of
the plate material under sphere’s indentation, as well as the contact force are defined via
the generalized Hertzian contact theory. Using the algebra of Rabotnov’s fractional-order
operators and taking the volume and shear relaxations into account, the integral equation
for the local bearing of the contacting bodies has been obtained. Its approximate solution
allows one to find the time dependence of the local indentation and the contact force.
Keywords: low-velocity impact, viscoelastic Kirhhoff—Love plate, fractional derivative
standard linear solid model, algebra of Rabotnov’s fractional operators.
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