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Рассматривается задача о равномоментности произвольного твердого тела и системы
материальных точек равных масс. Показывается, что система четырех одинаковых
масс, располагающихся в вершинах равногранного тетраэдра, равномоментна твер-
дому телу. Строится система материальных точек равных масс, располагающихся в
вершинах равногранного тетраэдра, равномоментная ядру кометы 67P Чурюмова—
Герасименко.
Ключевые слова: моменты инерции твердого тела, равномоментные системы тел, рав-
ногранный тетраэдр, ядро кометы 67P Чурюмова—Герасименко.

1. Введение. Две системы тел называются равномоментными, если их момен-
ты инерции относительно всех прямых равны один другому [1]. Хорошо известно
(см., например, [1], а также [2–7]), что тензор инерции любого твердого тела совпа-
дает с тензором инерции некоторой системы из четырех одинаковых точечных масс.
Указанная система масс будет равномоментной данному телу, если также выполне-
но, что масса тела и масса системы совпадают, а также совпадают центры их масс.
Число материальных точек в системе не может быть меньше четырех, при условии,
что тело не является плоским [1]. Двенадцать координат четырех точек должны удо-
влетворять девяти соотношениям: три соотношения для совпадения центров масс и
шесть соотношений для совпадения компонент матриц инерции. Это обстоятельство
предоставляет определенную свободу выбора точек.

Так, в [8] исследуется возможное расположение этих точечных масс. Показыва-
ется, что каждая система точечных масс с одним и тем же тензором инерции может
быть параметризована элементами ортогональной группы по модулю четыре пере-
становок этих точек. Доказывается ряд утверждений об особенностях расположения
точек в пространстве при наличии того или иного произвола. Так, например, оказы-
вается, что при фиксированной матрице инерции можно указать систему точечных
масс с такой же матрицей инерции, в которой одна из точек — произвольная. Кроме
того, как оказалось, можно разместить две точечные массы на произвольной прямой
или три точки в произвольной плоскости.

Рассмотрение системы точек, равномоментной данному телу, находит свое при-
менение в задачах динамики твердых тел (см., например, [9–11]), поскольку именно
значения моментов инерции тела фигурируют в динамических уравнениях Эйлера.
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В [1] приводятся несложные математические рассуждения для построения си-
стемы, равномоментной данному телу, состоящей из четырех одинаковых точечных
масс. Эти рассуждения опираются на преобразование координат вершин правиль-
ного тетраэдра. Эллипсоид инерции правильного тетраэдра с равными массами в
вершинах, вписанного в сферу радиуса

√
3, является единичной сферой. Проекция

этой сферы в эллипсоид с полуосями, равными соответствующим радиусам инер-
ции главных моментов инерции твердого тела, переводит правильный тетраэдр в
наклонный, а система масс, находящихся в вершинах этого наклонного тетраэдра,
будет искомой.

В настоящей работе показывается, что для заданного твердого тела существует
равномоментная система одинаковых точечных масс, располагающихся в вершинах
равногранного тетраэдра.

2. Равногранный тетраэдр. Согласно [12–14], тетраэдр называется равно-
гранным, если все его грани — равные между собой треугольники. Как известно,
у равногранного тетраэдра T бимедианы попарно перпендикулярны, являются об-
щими серединными перпендикулярами соответствующих скрещивающихся ребер и
их общая точка пересечения совпадает с барицентром тетраэдра. Тетраэдр T удоб-
но ассоциировать с прямоугольным параллелепипедом P , длины сторон которого
совпадают с длинам бимедиан тетраэдра T . Если в параллелепипеде P выбрать
две противоположные грани, тогда концы их скрещивающихся диагоналей образу-
ют равногранный тетраэдр T . Пусть длины ребер параллелепипеда P равны 2a1,
2a2, 2a3 соответственно. Легко видеть, что с одним и тем же прямоугольным парал-
лелепипедом P связаны два центрально симметричных друг другу равногранных
тетраэдра T1 и T2, отличающихся выбором пары скрещивающихся диагоналей про-
тивоположных сторон параллелепипеда. Если задать жестко связанную с P правую
систему координат Ox1x2x3 с началом в барицентре P — точке O — и осями, направ-
ленными вдоль его ребер, то вершины A1, B1, C1 и D1 тетраэдра T1 в этой системе
координат задаются радиус-векторами

rA1 =
−−→
OA1 = (a1,−a2,−a3)T , rB1 =

−−→
OB1 = (−a1,−a2, a3)T ,

rC1 =
−−→
OC1 = (−a1, a2,−a3)T , rD1 =

−−→
OD1 = (a1, a2, a3)

T ,
(1)

а вершины A2, B2, C2 и D2 тетраэдра T2 в этой системе координат задаются радиус-
векторами

rA2 =
−−→
OA2 = (a1, a2,−a3)T , rB2 =

−−→
OB2 = (−a1, a2, a3)T ,

rC2 =
−−→
OC2 = (−a1,−a2,−a3)T , rD2 =

−−→
OD2 = (a1,−a2, a3)T .

(2)

Центральная симметрия ставит вершины тетраэдров T1 и T2 в соответствие друг
другу следующим образом

A1 → B2, B1 → A2, C1 → D2, D1 → C2.

Понятие о производящей функций компонент тензора Эйлера—Пуансо одно-
родного твердого тела, введенное в [15], может быть распространено и на системы
точечных масс. Соответствующие интегралы необходимо заменить на суммы по точ-
кам системы. Для равногранного тетраэдра T1, координаты вершин которого имеют
четное число отрицательных компонент, производящая функция имеет вид

F1(t) = 4m (cosh (a1t1) cosh (a2t2) cosh (a3t3) + sinh (a1t1) sinh (a2t2) sinh (a3t3)) ,
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где m — масса, сосредоточенная в каждой вершине тетраэдра, t = (t1, t2, t3)
T — век-

тор параметров. Аналогично для равногранного тетраэдра; T2, координаты вершин
которого имеют, соответственно, нечетное число отрицательных компонент, произ-
водящая функция имеет вид

F2(t) = 4m (cosh (a1t1) cosh (a2t2) cosh (a3t3)− sinh (a1t1) sinh (a2t2) sinh (a3t3)) .

Замечание 1. Производящая функция F (t) параллелепипеда P , в вершинах
которого сосредоточены равные массы m, является суммой функций F1(t) и F2(t):

F (t) = F1(t) + F2(t) = 8m cosh (a1t1) cosh (a2t2) cosh (a3t3).

Оси Ox1x2x3 являются главными центральными осями инерции тел T1 и T2, в
этих осях главные центральные моменты тел T1 и T2 одинаковые и записываются
как

Jk = 4mj′k, k = 1, 2, 3, j′1 = a22 + a23, j′2 = a21 + a23, j′3 = a21 + a22. (3)

Тензор инерции J тела B и его тензор Эйлера—Пуансо второго порядка I2 связаны
соотношениями

J = Tr(I2)E− I2, I2 =
1

2
Tr(J)E− J, I2 =

⎛⎝ I200 I110 I101
I110 I020 I011
I101 I011 I002

⎞⎠ , (4)

где E — единичная матрица 3 × 3. У этих тензоров общие собственные векторы, а
вместе с ними — и главные оси инерции (см., например, [16, 17]).

3. Система материальных точек, равномоментная данному телу. При-
ведем еще один способ, отличный от способа, данного в [1], построения системы
четырех одинаковых точечных масс, равномоментной данному телу. В главных цен-
тральных осях инерции тела B зададим прямоугольный параллелепипед P , бари-
центр которого совпадает с центром масс тела, а ребра, параллельные его осям
инерции, имеют полудлины

a1 =

√
Ĩ200/mB, a2 =

√
Ĩ020/mB, a3 =

√
Ĩ002/mB, (5)

соответственно, где mB — масса тела B, а Ĩ200, Ĩ020, Ĩ002 — компоненты тензора Эй-
лера—Пуансо второго порядка, записанного в главных центральных осях инерции
тела B. Выберем любые две противоположные грани построенного параллелепипе-
да. Разместим на концах их скрещивающихся диагоналей точки с массами, равными
четверти от массы тела mp = mB/4. Такая система четырех точечных масс будет
равномоментной данному телу. Действительно, например, момент инерции системы
точек относительно первой оси инерции равен

4mp(a
2
2 + a23) = 4mp(I020/mB + I002/mB) = I020 + I002.

Принимая во внимание соотношение (4), имеем I020 + I002 = J1.

Замечание 2. Тензоры Эйлера—Пуансо старших порядков находят свое при-
менение в механике космического полета. Они присутствуют в разложении ньюто-
новского потенциала притяжения по малому параметру (см., например, [17–19], а
также [20–22]).

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2023. Т. 10 (68). Вып. 1 157



Пример. [Ядро кометы 67P Чурюмова—Герасименко]. В небесной механике
при изучении динамики малых тел со сложным распределением масс, форма кото-
рых далека от шарообразной, последние могут быть представлены в виде совокуп-
ности нескольких точечных масс — это так называемая модель масконов (см., на-
пример, [23, 24], а также [25, 26]). Определим для ядра кометы 67P Чурюмова—
Герасименко модельную совокупность точечных масс, опирающуюся на равномо-
ментную систему материальных точек, расположенных в вершинах равногранного
тетраэдра. Будем полагать, что поверхность ядра кометы задается в рамках полиэд-
рального представления и определяется многогранником с треугольными гранями,
содержащими 2842 вершин V , 8517 ребер E и 5678 граней F [27]. В [28] (см. также [29,
30]) предложен способ вычисления компонент тензоров Эйлера—Пуансо вплоть до
четвертого порядка для тел, поверхность которых задается многогранником. Для
рассматриваемой модели ядра кометы 67P Чурюмова—Герасименко имеют место
следующие значения для компонент тензора Эйлера—Пуансо второго порядка, за-
писанного в главных центральных осях инерции, отнесенные к массе ядра кометыm:

Ĩ200/m = 1351909 м2, Ĩ020/m = 543636 м2, Ĩ002/m = 410371 м2.

Согласно (5), полудлины бимедиан равногранного тетраэдра принимают следующие
значения:

a1 = 1163 м, a2 = 737 м, a3 = 641 м,

и координаты его вершин могут быть вычислены по формуле (1) или (2). Иллю-
страция ядра кометы 67P Чурюмова—Герасименко с наложением системы эквимо-
ментной системы точек с координатами (2) приведена на рисунке.

Ядро кометы 67P Чурюмова—Герасименко в проекциях на ко-
ординатные плоскости. Вид вдоль оси Ox2 при x2 < 0 (верхний ряд,
слева), при x2 > 0 (верхний ряд, справа), вдоль оси Ox1, x1 > 0
(нижний ряд, слева), вдоль оси Ox3, x3 > 0 (нижний ряд, справа).

Замечание 3. В [31–33] в рамках полиэдрального представления малых небес-
ных тел предложен и реализован алгоритм построения приближения поля притя-
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жения полем некоторого наперед заданного количества притягивающих центров.
Алгоритм основан на так называемом методе К -средних из теории распознавания
образов и представляется итерационной процедурой, разбивающей исходное тело
на заданное число непересекающихся частей, которые, в свою очередь, заменяются
материальными точками с массами, равными массам получившихся частей.

Замечание 4. Отметим, что не только ядро кометы 67Р Чурюмова—
Герасименко относится к контактно-двойным малым небесным объектам. В каче-
стве примеров также следует указать ядра комет Галлея, Туттля, Борелли, Хартли
(cм., например, [34]), астероид Итокава (cм., например, [35]), а также транснепту-
новый объект 2014 MU69 Аррокот (cм., например, [36, 37]).

4. Выводы. В работе рассмотрена задача о равномоментности произвольно-
го твердого тела и системы одинаковых точечных масс, расположенных в вершинах
равногранного тетраэдра. Приведен конструктивный алгоритм построения такой си-
стемы точечных масс. В качестве примера рассмотрено ядро кометы 67P Чурюмо-
ва—Герасименко и для нее построена равномоментная система точечных масс.

Можно предложить некоторое обобщение понятия системы точечных масс, рав-
номоментной данному телу, распространив его на случай совпадения моментов инер-
ции старших порядков. Так, суммарное количество компонент тензоров Эйлера—
Пуансо нулевого, первого, второго и третьего порядков равно двадцати [17]. Поэто-
му можно ставить вопрос о существовании системы из пяти материальных точек,
вообще говоря, с различными массами, моменты инерции которой совпадают с мо-
ментами инерции данного тела вплоть до третьего порядка. Имеет место система
из двадцати нелинейных уравнений для определения двадцати неизвестных — трех
координат пяти точек и пяти масс.

Так, например, равногранные тетраэдры T1 и T2 равномоментны друг другу в
классическом смысле, при этом они не являются равномоментными в предложен-
ном расширенном смысле. Действительно, для T1 единственная ненулевая компо-
нента тензора Эйлера—Паунсо третьего порядка имеет вид I111|T1

= 4ma1a2a3, при
этом для T2 единственная ненулевая компонента тензора Эйлера—Паунсо третьего
порядка отличается знаком и равна I111|T2

= −4ma1a2a3.
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The problem of equimomental systems of a rigid body is considered. It is shown that the sys-
tem of four equal masses located at the vertices of an isosceles tetrahedron is equimomental
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to a given rigid body. A system of material points of equal masses located at the vertices of
an isosceles tetrahedron, which is equimomental of cometary nuclei of 67P Churyumov—
Gerasimenko, has been constructed.
Keywords: moments of inertia of a rigid body, equimomental systems of rigid bodies, isosce-
les tetrahedron, comet 67P Churyumov—Gerasimenko.
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