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Работа посвящена актуальной задаче отделения корней нелинейных систем уравнений
в случае многих переменных. Использован известный метод сведения задачи решения
системы к эквивалентной экстремальной задаче, которую предполагается решать од-
ним из методов стохастической оптимизации. В качестве последнего выбран метод
моделирования имитации отжига и его модификация, которые особенно интересны
тем, что они допускают эффективную реализацию на квантовых вычислителях. По-
скольку квантовые вычислители, основанные на имитации отжига, демонстрируют
квантовое превосходство, полученные результаты могут быть полезны при решении
систем уравнений на этих вычислителях.
Ключевые слова: абсолютный экстремум, имитация отжига, системы уравнений, от-
деление корней, квантовые вычисления.

1. Введение. Решение систем нелинейных уравнений является одной из цен-
тральных задач вычислительной математики. При этом почти все методы требуют
на первом этапе указать малые, по возможности, окрестности нахождения корней
(отделить корни). Если в одномерном случае эта проблема хорошо изучена (графи-
ческие методы, бисекция и др.), то случай многих переменных изучен много хуже,
а непосредственное обобщение одномерных приемов приводит, как правило, к экс-
поненциальному, с ростом размерности, росту вычислительной работы.

В данной работе указана эффективная, в частности и для случая многих пере-
менных, процедура отделения корней нелинейной системы уравнений. Она основана
на хорошо известной замене задачи вычисления корней эквивалентной экстремаль-
ной задачей [1] и применением одного из методов случайного поиска глобального
экстремума. Таким методом является метод моделирования имитации отжига. В на-
стоящее время он является широко распространенным методом численного опреде-
ления глобального экстремума функций. Этот метод был предложен из физических
соображений в 1983 г. в работе [2], и за прошедшее время им было решено много
важных прикладных задач. Интересной его особенностью является то, что он до-
пускает эффективную реализацию на квантово-механических устройствах (D-wave
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компьютеры). Именно примеры его применения на этих компьютерах позволили
проиллюстрировать возможность квантового превосходства алгоритмов [3].

С математической точки зрения применяемая в работе модификация модели-
рования имитации отжига использует то обстоятельство, что определенная в об-
ласти D ⊂ Rn функция f(x), x ∈ D, удовлетворяющая условию 0 ≤ f(x) ≤
M < +∞, позволяет находить точку ее наибольшего значения, моделируя плот-
ность fm(x)�

∫
D f

m(x)dx при достаточно большом значении степени m.
Применение метода Метрополиса—Гастингса [4, 5] позволяет при этом обойти

трудности, связанные с вычислением интеграла. Из сказанного, кроме того, видно,
что метод не требует гладкости f(x) и эффективно работает, если точка экстремума
принадлежит границе D.

2. Теоретические основы модификации метода имитации отжига для
отделения корней систем уравнений. Подробное изложение теоретических ос-
нов используемой далее модификации имитации отжига можно найти в работе [6].
Ниже приводится лемма, развивающая эту модификацию для отделения корней.
В отличие от работы [6] здесь имеется в виду интеграл Римана по области D ⊂ Rn.

Пусть f(X) задана в замкнутой области D ⊂ Rn, 0 ≤ f(X) ≤ M < +∞ и M ее
наибольшее значение. Обозначим Q1 как подобласть D:

Q1 = {X : f(X) =M} (1)

и через Fm(X) — плотность распределения случайного вектора Ξm

Fm(X) =
fm(X)∫

D f
m(X)dX

. (2)

Лемма. В предположении, что мера множества Q1 положительна, вероятность
Pm = P{Ξm ∈ Q1} при m −→ ∞ стремится к 1.

Доказательство. Пусть Q2 = D \Q1, так что D = Q1 ∪Q2, Q1 = {X : f(X) =
M}.

Если
f1(X) =

{
M, X ∈ Q1,
0, X ∈ Q2,

f2(X) =

{
f(X), X ∈ Q2,
0, X ∈ Q1,

то
fm(X) = (f1(X) + f2(X))m = fm

1 (X) + fm
2 (X) =Mm + fm

2 (X) =

=Mm(1 + (f2(X)/M)m),

причем f2(X)/M < 1.

P{Ξm ∈ Q1} =

∫
Q1

Fm(X)dX =
Mm∫

D f
m(X)dX

=
1

1 +
∫
D(f2(X)/M)mdX

.

Но
∫
D f

m
2 (X)/MmdX −→ 0 при m −→ ∞, что и доказывает лемму. �

Пусть теперь задана система уравнений

gj(X) = 0, j = 1, . . . , n, X = (x1, x2, . . . , xn),
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и требуется найти ее решение.
Эквивалентная задача — найти минимум функции:

Ĝ(X) =

n∑
j=1

g2j (X) · a2j , aj �= 0 (3)

или максимум функции:

G(X) =
1

b2 +
n∑

j=1

g2j (X) · a2j
, b �= 0, (4)

здесь b и aj — произвольные константы.
Введем в рассмотрение функцию (0 < ε < 1):

Gε(X) =

{
1/b2 − ε, G(X) > 1/b2 − ε,
G(X), G(X) ≤ 1/b2 − ε.

(5)

В предположении, что мера множества, где Gε = 1/b2−ε, положительна, можно
применить доказанную лемму.

Моделируя плотность Fm(X), видим, что при фиксированном ε и m −→ ∞ все
реализации вектора Ξm, согласно лемме, будут попадать во множество Q1, что поз-
воляет, регулируя значения m и ε, отделять корни системы gj(X) = 0, j = 1, . . . , n.

Таким образом, решается задача отделения простых корней. Кратные корни бу-
дут также отделяться, но не будет известно, что они кратные и какова их кратность.

При этом очевидно, что при относительно большом ε и фиксированном, но,
может быть, небольшом m вероятность Pm будет близка к единице, в то время как
при ε малых близость Pm к единице будет обеспечиваться ростом m.

При сравнительно небольшихm процедура отделения корней может быть улуч-
шена с помощью методов кластерного анализа.

3. Численный эксперимент. Далее приводятся численные эксперименты по
отделению корней систем нелинейных уравнений. Наша цель — показать на неко-
торых примерах основные преимущества модифицированного метода имитации от-
жига для отделения корней. Будут рассмотрены три нелинейные системы: система
второго порядка с хорошо отделяемыми корнями, система второго порядка с пло-
хо отделяемыми корнями, а также нелинейная система шестого порядка с большим
количеством корней.

Процедура отделения корней проводится в два этапа: моделирование исходного
массива точек, использующего модифицированний метод имитации отжига, и кла-
стеризация.

Основное преимущество модифицированного метода имитации отжига состоит
в том, что с помощью только двух параметров, ε и m, можно сформировать множе-
ство кластеров для отделения корней.

Вычисления проводились с помощью программного обеспечения пакета R. Бы-
ли использованы пакеты «GenSA» (имитация обжига) для генерации исходных дан-
ных [7] и «Cluster» (кластеризация) [8].

Программа моделирования имитации отжига потребовала небольшой модифи-
кации.
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3.1. Нелинейная система, простые корни. Рассмотрим решение нелиней-
ной системы: {

g1(x, y) = y − sin
(
x2
)
,

g2(x, y) = y − 0.5x− 0.2.
(6)

Система имеет пять простых корней, корни хорошо отделимы, что легко пока-
зать графически. Рассмотрим далее решение с помощью модифицированного метода
имитации отжига. Перейдем от задачи поиска минимума функции (1):

Ĥ(x, y) = (y − sin
(
x2
)
)2 + (y − 0.5x− 0.2)2 (7)

к задаче поиска максимума функции (2):

H(x, y) =
1

1 + (y − sin(x2))2 + (y − 0.5x− 0.2)2
. (8)

Построим функцию Hε(x, y) согласно (5), здесь b2 = 1,

Hε(x, y) =

{
1− ε, H(x, y) > 1− ε,
H(x, y), H(x, y) ≤ 1− ε.

(9)

Рассмотрим класс функций F (m,H(x, y)), где m — параметр, а H(x, y) — это
функция, глобальные экстремумы которой должны быть найдены:

F (m,H(x, y)) =
Hm

ε (x, y)∫
DH

m
ε (x, y)dxdy

. (10)

Как было доказано в работе [6], абсолютные экстремумы функции (10) приm→
∞ будут равномерно распределены на множестве Mε = {(x, y) : Hε(x, y) = 1− ε}.

Использование модифицированного алгоритма предполагает задание последо-
вательности двух основных параметров (εk,mk), k = 1, 2, . . . . При каждом εk и mk

моделируется (Hεk(x, y))
mk с целью формирования множества глобальных экстре-

мумов Mk. Здесь εk — убывающая последовательность, а mk — возрастающая.
Из доказательства леммы легко заключить, что при большом m и малом ε

мера множества, где F (m,H(x, y)), может быть очень малой. Это приводит к то-
му, что снижается эффективность метода Метрополиса—Гастингса, возрастает его
трудоемкость. Поэтому следует довольствоваться умеренными значениями m и ε и
переходить к кластерным статистическим методам.

На вход кластерного анализа подается множество глобальных экстремумов Mk

для заданных εk и mk. Особенность кластеризации для рассматриваемой задачи со-
стоит в том, что количество кластеров должно быть равно количеству корней систе-
мы на заданном множестве D. Для разбиения на кластеры использовался метод k-
средних пакета «Cluster», минимизирующий суммарное квадратическое отклонение
точек кластеров от центров этих кластеров. Центры полученных кластеров можно
рассматривать как начальные приближения корней исходной системы (6).

Для оценки качества кластеризации использовался силуэтный анализ [9]. Про-
водилась серия кластеризаций с различным числом кластеров: от 2 до K. Для каж-
дого кластера серии определялся коэффициент силуэта, затем вычислялся введен-
ный Кауфманом [9] силуэтный коэффициент S как максимальное значение усред-
ненных значений силуэтов по всем кластерам. Чем ближе силуэтный коэффициент
к единице, тем успешнее кластеризация.
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Зафиксируем значение параметра mk = 1 и выполним моделирование для убы-
вающей последовательности εk = {10−1, 10−2, · · · , 10−10}.

На рис. 1 приведены результаты моделирования для некоторых значений εk.
Маркеры на рисунках соответствуют корням системы, которые были найдены аль-
тернативным методом для сравнения.

x

y

x
y

а б

x

y

Рис. 1. Множество Mk при m = 1: а —
εk = 10−2, б — εk = 10−4, в — εk = 10−6.

в

Результаты расчетов приведены в табл. 1, где K — число кластеров, соответ-
ствующих максимальному значению силуэтного коэффициента S для множества
глобальных экстремумов Mk, R — максимальный радиус кластеров, P — количе-
ство точек в множестве Mk.

Таблица 1. Результаты расчетов при фиксированном параметре m = 1

εk 10−1 10−2 10−3 10−4 10−5 10−6 10−7 10−8 10−9 10−10

K 2 4 5 5 5 5 5 5 4 0
S 0.53 0.78 0.91 0.97 0.99 1.0 1.0 1.0 0.92 0
R 0.41 0.25 7e-02 2e-02 9e-03 2e-03 8e-04 2e-04 9e-05 0
P 185658 63227 29922 20090 15833 8276 1349 118 13 1

Рассмотрим влияние параметра ε на отделение корней. Большое значение ε мо-
жет значительно улучшить показатель попаданий исходных точек в множество Mε,
но слишком большой ε может привести к невозможности отделения всех корней.
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Рис. 2. График функции F (m,H(x, y)) : m = 10(а), m = 30 (б ).

Таблица 2. Результаты расчетов при фиксированном параметре ε = 10−3

m 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
K 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
S 0.98 0.98 0.99 0.99 0.99 0.99 0.99 0.99 0.99 0.99
R 0.02 0.02 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01
P 15010 10993 8676 7212 6169 5342 4713 4240 3828 3504

Так, при ε = 10−2 формируется только четыре кластера, как это видно из рис. 1, a.
При дальнейшем уменьшении ε количество кластеров стабилизируется и форми-
руется предельное множество Mε, содержащее пять кластеров. Затем количество
кластеров опять начнет уменьшаться, так как частота попаданий точек в кластер
тоже станет меньше.

Расчеты в табл. 1 указывают, что оптимальное разбиение состоит из пяти кла-
стеров, максимальное достижимое значение ε = 10−8, при количестве расчетных
точек p = 106. Для большей точности корней потребуется генерация дополнитель-
ных точек.

Теперь зафиксируем ε = 10−3. В табл. 2 приведены результаты расчетов для воз-
растающей последовательностиmk = 1, 10, 20, . . . , 100. Количество расчетных точек
p оставим прежним.

Как показывают расчеты, с ростом m качество отделения корней для системы
(6) повышается незначительно, так как при ε = 10−3 корни уже достаточно хорошо
отделены. Для двумерной задачи возможна визуализация, которая дает наглядное
представление распределения корней для системы в зависимости от значения m.
Графики для ряда значений m, представленные на рис. 2, наглядно это демонстри-
руют.

3.2. Системы с плохо отделяемыми корнями. Масштабирование
модели. Рассмотрим систему гиперболических функций с плохо отделяемыми кор-
нями: {

g1(x, y) = x2 + 5y2 − 2.1x− y − 4.875,

g2(x, y) = 2x2 − y2 − 4.2x+ 0.2y + 3.4.
(11)

Для очень близких корней классический метод имитации отжига часто не поз-
воляет отделить корни. Используя модифицированный имитационный отжиг, отде-
ление корней можно регулировать параметрами m и ε.
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Рис. 3. Множество Mk при m = 1: а — εk = 10−6, б — εk = 10−8, в — εk = 10−9.

Данная система имеет четыре корня. Это точки пересечения эллипса с гипер-
болой.

Зафиксируем m = 1. Для последовательности εk = {10−1, 10−2, · · · , 10−10} про-
ведем расчеты. Результаты расчетов приведены на рис. 3.

Теперь зафиксируем ε = 10−6 и выполним расчеты для возрастающей после-
довательности mk = 1, 10, 20, . . . , 120. Результаты разбиения на кластеры при фик-
сированных значениях m = 1 и ε = 10−6 приведены в табл. 3, где K — количество
кластеров. При росте m отделение корней значительно улучшается.

Таблица 3. Результаты кластеризации при фиксированных параметрах m и ε

εk 10−1 10−2 10−3 10−4 10−5 10−6 10−7 10−8 10−9 10−10

K 2 2 2 2 2 2 4 4 4 0
mk 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
K 2 2 4 4 4 4 4 4 4 4

На рис. 3 видно, что область расположения корней узкая и длинная, это может
затруднить отделение корней. При некоторых параметрах формируются только два
кластера.

Другой подход для улучшения отделения корней — использование масштабиро-
вания. По переменной y корни хорошо отделяются, а по переменной x корни разли-
чаются со второго знака после запятой. В этом случае мы можем решить систему
f(x/10, y), выполнив замену переменной. В табл. 4 приведены результаты масшта-
бирования гиперболической системы при фиксированном параметре m = 1. Таким
образом, центры полученных кластеров дают хорошое начальное приближение для
корней системы, даже без использования масштабирования.

Таблица 4. Результаты масштабирования гиперболической системы

Масштабирование, x Без масштабирования, x y
10.350335 1.035505 −0.997932
10.350217 1.034569 1.197932
10.651704 1.065150 −0.997932
10.650104 1.065224 1.197932

В табл. 5 приведены (для сравнения) значения корней системы, полученных
при различных параметрах моделирования. Здесь (x1, y1) — корни, найденные аль-
тернативным методом, (x2, y2) — координаты центров кластеров, полученных при
фиксированном m = 1, (x3, y3) — координаты центров кластеров, полученных при
фиксированном ε = 10−6. Для системы (11) центры полученных кластеров дают
хорошое начальное приближение для поиска корней системы при заданных пара-
метрах.
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Таблица 5. Результаты отделения корней гиперболической системы

Корни x1 y1 x2 y2 x3 y3
1 1.034924 −0.997932 1.035087 −0.997934 1.032617 −0.997946
2 1.034924 1.197932 1.035087 1.197931 1.036310 1.197937
3 1.065076 −0.997932 1.034924 1.197932 1.065151 −0.997952
4 1.065076 1.197932 1.035087 1.197931 1.065382 1.197920

Таким образом, выбор основных параметров, которые используются в моди-
фицированном методе имитации отжига, может быть дополнен выбором удачного
масштабирования и использованием кластеризации.

3.3. Многомерная система нелинейных уравнений. Рассмотрим нели-
нейную систему, которая имеет 64 корня:

gi(X) =
6∑

j=1

ai,jx
2
i +

�bi, i = 1, 2, . . . 6, (12)

ai,j =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.1
0.3 0.4 0.5 0.6 0.1 0.2
0.4 0.5 0.6 0.1 0.2 0.3
0.5 0.6 0.1 0.2 0.3 0.4
0.6 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (13)

�bi =
(
1.8 2.05 2.0 1.95 1.9 1.85

)
(14)

Решение системы должно быть таким: ±1,±1,±1,±1,±1,±√
0.5, 26 = 64, всего

64 корня.
Поскольку каждое решение симметрично, достаточно рассмотреть корни с по-

ложительными координатами. Здесь будем рассматривать исходную нелинейную
систему (12), чтобы показать, что все 64 корня системы можно найти, используя
модифицированный агоритм.

Зафиксируем параметр εk = 0.00001 и будем изменять m. Расчеты показали,
что корни отделяются по мере роста m. При mk = 25 можно получить хорошие
результаты. Количество исходных точек p также влияет на точность. При указанных
параметрах множество Mk состоит из 64 кластеров:

b = 1, ε = 0.00001,m = 25, p = 10000000. (15)

Приведем некоторые результаты расчетов в табл. 6.
Предельное множество состоит из 640 точек, которые образуют 64 кластера.

Таблица 6. Результаты отделения корней многомерной системы

Номер x1 y1 x2 y2 x3 y3
кластера

1 −1.002354 0.998669 −1.005317 0.991725 −0.997220 −0.713027
2 −0.998913 −1.004592 −0.992659 1.005808 −0.995405 −0.714347
3 −0.992711 1.003100 −0.998924 −1.000868 −1.000525 −0.712992
4 1.003590 1.000243 0.982742 1.021915 0.981446 0.717876
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4. Заключение. Таким образом, в работе было показано, что обобщение ме-
тода имитации отжига, полученное в работе [6], может быть использовано в задаче
автоматического отделения корней системы нелинейных уравнений. Также могут
быть указаны начальные приближения для применения методов Ньютона и его мо-
дификаций. Теоретической основой указанных методов является доказанная лемма,
а также методы изменения масштаба и кластеризации. Приведенные численные при-
меры свидетельствуют о перспективности разработанных стохастических методов.

Авторы благодарят магистранта кафедры статистического моделирования Хэ
Пина, принимавшего участие в отдельных этапах выполнения работы.
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The work is devoted to the actual problem of separating the roots of nonlinear systems of
equations in the case of many variables. The well-known method of reducing the problem
of solving the system to an equivalent extremal problem, which is supposed to be solved by
one of the methods of stochastic optimization. The annealing simulation modeling method
and its modification are chosen, which are especially interesting in that they allow efficient
implementation on quantum computers. Since quantum ccomputers based on simulated
annealing demonstrate quantum superiority, the results obtained can be useful in solving
systems of equations on these computing systems.
Keywords: absolute extremum, simulated annealing, systems of equations, root separation,
quantum computing.
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