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Статья продолжает недавние исследования авторов о сжимающих отображениях в
ограниченном метрическом пространстве, без использования компактности простран-
ства, и классе сжимающих отображений без использования регулярности для произ-
вольной меры некомпактности. В статье используется понятие α-допустимых отоб-
ражений в банаховых пространствах, вводится понятие Tβ-сжимающих отображений
и доказываются теоремы о неподвижной точке для такого типа сжатия. Эти теоре-
мы обобщают и улучшают многие известные в литературе результаты. Кроме того,
основной результат используется для доказательства существования решения инте-
грального уравнения Вольтерра при более общих предположениях, чем это делалось
ранее.
Ключевые слова: фиксированная точка, мера некомпактности, α-допустимое отобра-
жение, Tβ-сжимающее отображение, регулярность.

1. Введение. Мера некомпактности — один из самых мощных инструментов
теории неподвижной точки. Существуют различные типы определений понятия мер
некомпактности на метрических и топологических пространствах, но первоначально
мера некомпактности была определена Куратовским [1]. Чтобы ввести меру неком-
пактности, Куратовский определил для семейства всех ограниченных подмножеств
метрического пространства (X, d) следующую функцию:

α(Ω) = inf
{
ε > 0 : Ω ⊂

n⋃
k=1

Bk, Bk ⊂ X, Diam (Bk) ≤ ε : k = 1, 2, · · · , n ∈ N
}
.

В 1955 г. Дарбо, используя этот подход, доказал теорему, гарантирующую суще-
ствование неподвижных точек так называемых уплотняющих операторов [2], и обоб-
щенную теорему Шаудера о неподвижной точке [3]. Позднее, в 1967 г., Садовский [4]
доказал теорему о неподвижной точке для уплотняющих операторов, обобщающую
теорему Дарбо о неподвижной точке.

С другой стороны, в 2012 г. Самет и др. [5] ввели понятие α-допустимого отоб-
ражения. Используя это понятие, авторы определили α-ψ-сжимающие отображения
и доказали существование неподвижной точки для таких отображений во множе-
стве метрических пространств. Этот результат можно считать одним из важнейших
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обобщений теоремы Банаха о неподвижной точке. Проводя исследования в том же
направлении, но с использованием меры некомпактности, Агаджани и Пурхад [6]
доказали существование неподвижной точки для α-допустимых отображений.

В недавней работе [7] авторы получили результат для сжимающих отображе-
ний в ограниченном метрическом пространстве (X, d), удовлетворяющих условию
infx �=y∈X{d(x, y)− d(Tx, T y)} > 0, не используя компактность пространства. Другие
работы в этом направлении можно найти в [8–14]. Аналогично этим работам, совсем
недавно, для произвольной меры некомпактности μ, авторы [15] получили результат
для класса сжимающих отображений без использования регулярности при условии

inf
{
μ(Ω)− μ(T (Ω)) : Ω ⊂ C, μ(Ω) > 0

}
> 0. (1)

Таким образом, возникает вполне естественный вопрос: можем ли мы распростра-
нить условие (1) на

inf
{
μ(Ω)− μ(T (Ω)) : Ω ⊂ C, μ(Ω) > 0

} ≥ 0? (2)

В настоящей работе, основываясь на понятии α-допустимых отображений, мы
вводим понятие Tβ-сжимающего отображения в банаховых пространствах, чтобы
доказать новую теорему о неподвижной точке для нового типа сжимающих отоб-
ражений, упомянутого в [2]. В литературе, известной авторам, это первая попыт-
ка доказать существование фиксированной точки отображений, удовлетворяющих
условию μ(T (Ω)) ≤ μ(Ω).

Наконец, в последнем разделе статьи существующий результат для интеграль-
ного уравнения Вольтерра рассматривается при новых и слабых условиях.

2. Подготовительный этап. В этом разделе мы приводим некоторые опреде-
ления и результаты, которые потребуются далее.

Пусть X — банахово пространство, MX — семейство всех ограниченных под-
множеств,X иNX — семейство всех относительно компактных множеств вX . Пусть
B и Cov (B) — замыкание и замкнутая выпуклая оболочка B ⊂ X соответственно.

Определение 1. Отображение μ : MX → [0,+∞[ называется мерой неком-
пактности, определенной на X, если оно имеет следующие свойства:

(i) семейство kerμ = {B ∈ MX : μ(B) = 0}, непустое, и kerμ ⊂ NX ;
(ii) A ⊂ B ⇒ μ(A) ≤ μ(B);
(iii) μ(B) = μ(B) = μ(Cov (B));
(iv) μ(λA+ (1− λ)B) ≤ λμ(A) + (1− λ)μ(B) для всех λ ∈ [0, 1] и A, B ∈ MX ;
(v) если {Bn} представляет собой убывающую последовательность непустых,

замкнутых и ограниченных подмножеств X с limμ(Bn) = 0, то B∞ = ∩nBn �= ∅.
Определение 2 ([16]). Пусть μ — мера некомпактности в банаховом про-

странстве X. Мера μ однородна, если μ(λA) = |λ|μ(A) для λ ∈ R. Если мера μ
удовлетворяет условию μ(A + B) ≤ μ(A) + μ(B), то она называется субаддитив-
ной. Однородная и субаддитивная мера μ называется сублинейной.

Определение 3 ([16]). Говорят, что мера некомпактности μ обладает свой-
ством максимума, если μ(A ∪B) = max{μ(A), μ(B)}.

Определение 4 ([16]). Сублинейная мера некомпактности μ, обладающая
свойством максимума и такая, что kerμ = NX , называется регулярной мерой.
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Определение 5 ([6]). Пусть заданы отображения T : C ⊂ X → X и α :
MX → [0,+∞).

Мы говорим, что T α-допустимо, если

α(Ω) ≥ 1 ⇒ α(CovTΩ) ≥ 1 для всех Ω ⊂ C, Ω ∈ MX , T (Ω) ∈ MX . (3)

Лемма 1 ([6]). Пусть C — ограниченное, замкнутое и выпуклое подмноже-
ство банахова пространства X и T : C → C — непрерывное и α-допустимое отоб-
ражение такое, что α(C) ≥ 1 и

α(Ω)μ(TΩ) ≤ kμ(Ω) для всех Ω ⊂ C,

где 0 ≤ k < 1. Тогда T имеет неподвижную точку.

Теорема 1 (Шаудер [3]). Пусть C — замкнутое выпуклое подмножество
банахова пространства X. Тогда каждое компактное непрерывное отображение
T : C → C имеет хотя бы одну неподвижную точку.

Теорема 2 (Дарбо, 1955 [17]). Пусть C — непустое, ограниченное, замкнутое
и выпуклое подмножество банахова пространства X и пусть T : C → C — непре-
рывное отображение. Предположим, что существует константа k ∈ [0, 1) такая,
что

μ(T (Ω)) ≤ kμ(Ω)

для любого подмножества Ω в C. Тогда T имеет хотя бы одну неподвижную точ-
ку, где μ — произвольная мера некомпактности.

Теорема 3 (Садовский [4]). Предположим, что C — непустое, ограниченное,
замкнутое и выпуклое подмножество банахова пространства X и T : C → C —
непрерывное отображение. Если для любого непустого подмножества Ω в C с
μ(Ω) > 0 справедливо неравенство

μ(T (Ω)) < μ(Ω),

где μ — регулярная мера некомпактности в X, то T имеет хотя бы одну фикси-
рованную точку в C.

3. Основные результаты. Вначале введем определение и докажем лемму.

Определение 6. Пусть C — ограниченное замкнутое выпуклое подмноже-
ство банахова пространства X и T : C → C — отображение. T называется Tβ-
сжимающим отображением, если

inf
{
μ(Ω)− μ(T (Ω)) + β(Ω) : Ω ⊂ C, μ(Ω) > 0

}
> 0, (4)

где β — функция, удовлетворяющая неравенству

β(Ω) ≤ 0 ⇒ β(CovTΩ) ≤ 0 для всех Ω ⊂ C, Ω ∈ MX , T (Ω) ∈ MX . (5)

Лемма 2. Если μ — мера некомпактности, то ν = eμ − 1 — мера некомпакт-
ности.
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Доказательство. Мы имеем ν(B) = 0 тогда и только тогда, когда μ(B) = 0
для всех B ∈ MX . Так как функция exp непрерывная, неубывающая и выпуклая,
то ν удовлетворяет всем свойствам меры некомпактности. �

Основной результат статьи заключается в следующем.

Теорема 4. Пусть C — ограниченное замкнутое выпуклое подмножество ба-
нахова пространства X и T : C → C — непрерывное Tβ-сжимающее отображение
такое, что β(C) ≤ 0 и

β(B) ≤ inf
{
μ(Ω)− μ(T (Ω)) + β(Ω) : Ω ⊂ C, μ(Ω) > 0

}
,

для всех B ⊂ C, где μ — произвольная мера некомпактности.
Тогда T имеет хотя бы одну неподвижную точку.

Доказательство. Пусть

A = inf
{
μ(Ω)− μ(T (Ω)) + β(Ω) : Ω ⊂ C, μ(Ω) > 0

}
.

Тогда
μ(T (Ω))− β(Ω) ≤ μ(Ω)−A,

для всех Ω ⊂ C, где μ(Ω) > 0.
Следовательно,

α(Ω) exp(μ(T (Ω))) ≤ k exp(μ(Ω)),

где k = exp(−A) < 1 и α(Ω) = exp(−β(Ω)).
Тогда

α(Ω)ν(T (Ω)) ≤ kν(Ω),

где ν — мера некомпактности, рассмотренная в лемме 2.
Согласно лемме 1, получаем, что T имеет хотя бы одну неподвижную точку. �
Следствие ([15]). Пусть C — непустое ограниченное, замкнутое и выпуклое

подмножество банахова пространства X и T : C → C — непрерывное отображе-
ние такое, что

inf
{
μ(Ω)− μ(T (Ω)) : Ω ⊂ C, μ(Ω) > 0

}
> 0.

Тогда T имеет хотя бы одну неподвижную точку, где μ — произвольная мера
некомпактности.

4. Приложение. В этом разделе мы исследуем условие существования решения
интегрального уравнения Вольтерра. С этой целью рассмотрим X = C([0, τ ],R) —
пространство всех непрерывных функций из [0, τ ] в R с τ > 0. Заметим, что X явля-
ется банаховым пространством с учетом стандартной нормы ||x|| = maxt∈[0,τ ] |x(t)|.

Пусть B — замкнутый промежуток в R. Обозначим через C = C([0, τ ], B) про-
странство всех непрерывных функций из [0, τ ] в B.

Рассмотрим интегральное уравнение Вольтерра:

x(t) =

∫ t

0

k(s, x(s))ds, (6)

где x ∈ C и k : [0, τ ]×B → B — непрерывное отображение.
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Пусть μ — мера некомпактности, определяемая следующим образом (см. [16]):

μ(Ω) = sup
x∈Ω

||x||, (7)

для всех Ω ∈ MX .
Зададим функцию θ в виде

θ : [0, τ ] → R
θ(t) = 0.

Заметим, что μ — сублинейная мера некомпактности с максимальным свойством и
kerμ = {θ} �= NX , поэтому μ не является регулярным.

Рассмотрим оператор T : C �→ C, определенный следующим образом:

T (x)(t) =

∫ t

0

k(s, x(s))ds. (8)

Таким образом, (6) имеет решение тогда и только тогда, когда T имеет хотя бы одну
неподвижную точку.

При сделанных предположениях сформулируем следующую теорему.

Теорема 5. Если существует A > 0 такое, что

|k(t, x(t))| ≤ 1

τ
(|x(t)| −A), (9)

для всех t ∈ [0, τ ] и x ∈ C, то нелинейное интегральное уравнение (6) имеет реше-
ние.

Доказательство. Пусть t ∈ [0, τ ], Ω ⊂ C \ {θ} и x ∈ Ω.
Рассмотрим функцию

β(Ω) =

{
A, если Ω = {θ},
0, если иначе,

для всех Ω ⊂ C.
Понятно, что функция β удовлетворяет условию (5).
Теперь имеем

|T (x)(t)| ≤
∫ t

0

|k(s, x(s))|ds ≤

≤ 1

τ

∫ τ

0

(|x(s)| −A)ds ≤

≤ 1

τ

∫ τ

0

(||x|| −A)ds ≤
≤ sup

x∈Ω
||x||+ β(Ω) −A

и
||Tx|| ≤ sup

x∈Ω
||x||+ β(Ω)−A. (10)

Следовательно,
μ(TΩ) ≤ μ(Ω) + β(Ω)−A. (11)
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Таким образом,
μ(Ω)− μ(TΩ) + β(Ω) ≥ A, (12)

откуда следует

inf
{
μ(Ω)− μ(T (Ω)) + β(Ω) : Ω ⊂ C, μ(Ω) > 0

} ≥ A ≥ β(B), (13)

для всех B ⊂ C.
Согласно теореме 4 заключаем, что оператор T имеет хотя бы одну неподвиж-

ную точку. �
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