
Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2023. Т. 10 (68). Вып. 2
УДК 539.3, 537.2
MSC 74B20, 74F15, 74M05

Конечные деформации двухслойной
диэлектрической нелинейно-упругой анизотропной
трубки под действием электрического поля∗

А.М.Колесников1,2, Д.А.Летунова1,3
1 Южный федеральный университет,
Российская Федерация, 344090, Ростов-на-Дону, Большая Садовая ул. 105/42

2 Донской государственный технический университет,
Российская Федерация, 344000, Ростов-на-Дону, пл. Гагарина, 1

3 Московский государственный университет им. М.В.Ломоносова,
Российская Федерация, 119991, Москва, Ленинские горы, 1

Для цитирования: Колесников А.М., Летунова Д.А. Конечные деформации двухслой-
ной диэлектрической нелинейно-упругой анизотропной трубки под действием электриче-
ского поля // Вестник Санкт-Петербургского университета. Математика. Механика. Аст-
рономия. 2023. Т. 10 (68). Вып. 2. С. 305–314. https://doi.org/10.21638/spbu01.2023.211

В работе рассматривается задача о конечных деформациях диэлектрической трубки
под действием электрического поля. Трубка состоит из двух слоев, каждый из кото-
рых спирально армирован волокнами. Углы намотки волокон в каждом слое разные.
На внутреннюю и внешнюю поверхности трубки и между слоями нанесены гибкие
электроды. Электрическое поле наводится путем подачи напряжения на первый или
второй слой, т. е. либо на электроды внутренней поверхности и между слоями, либо
на электроды между слоями и внешней поверхности. При анализе рассматривается
простая модель электроактивного анизотропного несжимаемого материала. Функция
потенциальной энергии представляется суммой энергии изотропной матрицы в форме
Джента, простейшей электрической составляющей и энергии армирующих волокон.
С помощью полуобратного представления задача статики трехмерного тела сводится
к интегральным уравнениям относительно параметров деформирования трубки: ради-
уса внешнего слоя, кратности продольного удлинения и угла закручивания. Исследует-
ся влияние толщины слоев на деформацию трубки при квазистатическом увеличении
электрического напряжения. Целью работы является определение таких соотношений
толщин слоев, при которых подача напряжения на разные слои будет приводить к
закручиванию трубки в разные стороны.
Ключевые слова: нелинейная электроупругость, диэлектрический эластомер, армиро-
вание, трубчатые приводы, мягкие роботы.

1. Введение. Диэлектрические эластомеры — это класс электроактивных по-
лимеров, которые под действием электрического поля могут претерпевать большие
деформации. Обычно конструкции из диэлектрических эластомеров представляют
собой конденсаторы с переменной емкостью, возникающей за счет сжатия в направ-
лении электростатических сил и расширения в перпендикулярном направлении. Для
их работы требуется высокое напряжение (до нескольких киловольт), но для удер-
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жания деформированного состояния тела не требуется расход энергии. Первое опи-
сание этого эффекта дано еще в 1880 г. в работах [1, 2]. В последние два десятилетия
значительно увеличилось количество научных работ по исследованию диэлектриче-
ских эластомеров и проектированию различных устройств на основе таких матери-
алов [3–5].

Одним из простых функциональных элементов при создании мягких роботов,
искусственных мышц или актуаторов является трубка. Изотропная диэлектриче-
ская трубка под действием электрического поля, возникающего при подаче напря-
жения на гибкие электроды на ее боковых поверхностях, удлиняется и расширяется
радиально [6, 7]. В работах [8–10] показано, что спиральное армирование диэлек-
трической трубки приводит к ее закручиванию под действием электрического поля.
Угол армирования оказывает существенное влияние на величину закручивания.

В данной работе рассматривается двухслойная трубка, каждый слой которой
спирально армирован волокнами. Рассмотрен специальный вид армирования, в ко-
тором намотка волокон одного слоя зеркальна намотке в другом слое. Внешняя
и внутренняя боковые поверхности трубки и поверхность между слоями покрыты
гибкими электродами. Электрическое напряжение подается на каждый слой по от-
дельности. Исследуется влияние толщин слоев на деформацию составной трубки.

2. Математическая модель. 2.1. Отсчетная конфигурация. Рассмот-
рим длинную трубку с внутренним и внешним радиусами A и B. Длину трубки L
считаем достаточно большой, чтобы пренебрегать особенностями решения вблизи
ее торцов. В цилиндрической системе координат {R,Θ, Z} с базисом {ER,EΘ,EZ}
радиус-вектор R точек трубки имеет вид

R = RER + ZEZ , R ∈ [A,B], Θ ∈ [0, 2π], Z ∈ [−L/2, L/2],
ER = cosΘi1 + sinΘi2, EΘ = − sinΘi1 + cosΘi2, EZ = i3.

Здесь i1, i2 и i3 — орты декартовой системы координат. Далее при необходимости
будем использовать обозначения: Q1 = R, Q2 = Θ и Q3 = Z. Основной и взаимный
базисы в отсчетной конфигурации примут вид

R1 = ER, R2 = REΘ, R3 = EZ ,

R1 = ER, R2 =
1

R
EΘ, R3 = EZ .

Положим, что трубка армирована волокнами по спиральным линиям. Пусть при
R ∈ [A,C] (A < C < B) угол намотки равенΦ1, а при R ∈ [C,B]— Φ2. Далее индексы
у углов намотки будем опускать, имея в виду, что выбирается соответствующее
значение в зависимости от координаты R. Тогда касательный вектор к армирующим
волокнам можно представить в виде

K = cosΦEΘ + sinΦEZ .

Пусть на боковые поверхности трубок и на поверхности {R = C,Θ ∈ [0, 2π], Z ∈
[−L/2, L/2] нанесены гибкие электроды. Далее будем называть их электродами A,
C и B, соответственно их радиальным координатам. Создание такой трубки можно
рассматривать как склеивание двух трубок, имеющих разное армирование, внешний
радиус одной из трубок равен внутреннему радиусу другой трубки (рис. 1).
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Рис. 1. Недеформированные армированные трубки; соединенные трубки; деформированные
трубки под действием электрического поля, наведенного в одном из слоев.

2.2. Текущая конфигурация. Рассмотрим деформацию двухслойной трубки,
соответствующую растяжению (с кратностью удлинения λ), закручиванию (на отно-
сительный к текущей длине трубки угол ψ) и радиальному расширению. Положение
точек трубки в текущей конфигурации определяется радиус-вектором в цилиндри-
ческой системе координат {r, θ, z} с базисом {er, eθ, ez} следующим образом:

r = rer + zez, r ∈ [a, b], θ ∈ [0, 2π], z ∈ [−λL/2, λL/2],
r = r(R), θ = Θ+ ψλZ, z = λZ,

er = cos θi1 + sin θi2, eθ = − sin θi1 + cos θi2, ez = i3.

Здесь a = r(A), b = r(B). Основной и взаимный базисы в текущей конфигурации
примут вид

r1 =
dr

dR
er, r2 = reθ, r3 = ψλreθ + λez ,

r1 =

(
dr

dR

)−1

er, r2 =
1

r
eθ − ψez, r3 =

1

λ
ez.

Градиент деформации примет вид

F = Grad r =
∂r

∂Qi
⊗Ri =

dr

dR
er ⊗ER +

r

R
eθ ⊗EΘ + λez ⊗EZ + ψλreθ ⊗EZ .

Из условия несжимаемости detF = 1 можно получить соотношение между радиаль-
ными координатами текущей и отсчетной конфигураций в виде

R =
√
B2 + λ (r2 − b2). (1)

Направления армирующих волокон в деформированном состоянии определяют-
ся вектором

k = F ·K = kθeθ + kzez, kθ = λψr sinΦ +
r

R
cosΦ, kz = λ sinΦ.

2.3. Определяющие соотношения. Рассмотрим нелинейно-упругий элек-
троактивный анизотропный несжимаемый материал. Полную удельную энергию
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представим в следующем виде [6, 7, 11, 12]:

W (I1, I5, I7) =Wiso(I1) +Wele(I5) +Wani(I7),

I1 = trc, I5 = D ·D, I7 = K · c ·K. (2)

Тогда вектор электрического поля E и полный тензор напряжений Коши τ задаются
соотношениями [6, 7]

E = 2W5D, τ = τ̃ − pI, τ̃ = 2 [W1b+W5D⊗D+W7k⊗ k] . (3)

Здесь c и b — меры деформации Коши и Фингера; D — вектор электрического
смещения; I — единичный тензор; p — неизвестная функция гидростатического дав-
ления, определяющая для несжимаемого материала напряжения, не выражаемые
через деформацию; Wi — производная энергии по инварианту Ii.

Для дальнейшего анализа задачи рассмотрим простую форму полной энергии.
Положим, что

Wiso(I1) = −μJm
2

ln

(
1− I1 − 3

Jm

)
, Wele(I5) =

1

2ε
I5,

Wani(I7) =
μγ

4
(I7 − 1)

2
.

Здесь μ, Jm — материальные параметры модели Джента; ε — диэлектрическая
проницаемость; γ — относительная жесткость армирующих волокон. Изотропная
и электрическая части полной энергии использованы в работе [14] для описания
акрилового эластомера VHB4910, производимого фирмой 3M.

Для рассматриваемого материала компоненты тензора τ̃ принимают вид

τ̃rr = 2

[(
dr

dR

)2

W1 +D2
rW5

]
,

τ̃θθ = 2

[(
ψ2λ2r2 +

r2

R2

)
W1 + k2θW7 +D2

rW5

]
,

τ̃zz = 2
[
λ2W1 + k2zW7

]
,

τ̃θz = 2
[
ψλ2rW1 + kθkzW7

]
.

(4)

2.4. Электростатика. Уравнения электростатики при отсутствии магнит-
ных полей, свободных токов и свободных объемных электрических зарядов можно
записать в виде

rotE = 0, divD = 0.

Здесь использованы операторы дивергенции и ротора в текущей конфигурации:

rotE =
∂E

∂Qi
× ri, divD =

∂D

∂Qi
· ri.

Рассмотрим два случая. В первом случае на электроды A и C наводятся одина-
ковой величиныQ, но противоположного знака заряды. Во втором случае равные, но
противоположные заряды наводятся на электроды C и B. Для достаточно длинной
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трубки, пренебрегая краевым эффектом вблизи торцов, можно считать, что такие
системы зарядов создают радиальное электрическое поле [6, 7], т. е. D = Drer. Из
теоремы Гаусса можно показать, что для первого случая электрическое поле отсут-
ствует при r < a и r > c = r(C). Для второго случая электрическое поле отсутствует
при r < c и r > b.

Уравнения электростатики сводятся к одному скалярному уравнению, которое
можно представить в виде [6, 7]

d

dr
(rDr) = 0.

Граничные условия при активации первого слоя имеют вид [6, 7]

Dr

∣∣∣
r=a

=
Q

2πλLa
, Dr

∣∣∣
r=c

=
Q

2πλLc
,

при активации второго слоя имеют вид

Dr

∣∣∣
r=c

=
Q

2πλLc
, Dr

∣∣∣
r=b

=
Q

2πλLb
.

Таким образом, решение задачи электростатики можно представить в следую-
щем виде:

D =
Q

2πλLr
er.

2.5. Уравнения равновесия. Уравнения равновесия твердого тела в отсут-
ствие массовых сил имеют вид [6, 11]

div τ = 0.

Положим, что на трубку не оказывается механического воздействия. Ее внутренняя
и внешняя боковые поверхности свободны от поверхностной нагрузки:

−er · τ
∣∣∣
r=a

= 0, er · τ
∣∣∣
r=b

= 0.

Тогда с учетом вида тензора напряжений (3) и (4) из уравнения равновесия и гра-
ничных условий получаем, что неизвестная функция гидростатического давления
p зависит только от координаты r. А векторное уравнение равновесия сводится к
одному скалярному уравнению:

dp

dR
=
dτ̃rr
dR

+
τ̃rr − τ̃θθ

r

dr

dR
.

Решение полученного обыкновенного дифферециального уравнения может быть
представлено в следующем виде [7, 10, 12]:

p(r) = τ̃rr(r) −
b∫

r

τ̃rr(ρ)− τ̃θθ(ρ)

ρ
dρ.
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По торцам трубки граничные условия задаются в интегральном смысле: про-
дольная сила и крутящий момент равны нулю. Таким образом, получаем следующую
систему уравнений [7, 10]:

b∫
a

τ̃rr(ρ)− τ̃θθ(ρ)

ρ
dρ = 0,

b∫
a

τ̃θz(ρ)ρ
2dρ = 0,

b∫
a

(2τ̃zz(ρ)− τ̃rr(ρ)− τ̃θθ(ρ)) ρdρ = 0.

(5)

Первое уравнение получено из граничных условий отсутствия нагрузки на боковых
поверхностях трубки, второе и третье уравнения являются условиями отсутствия
крутящего момента и продольной силы на торцах трубки соответственно.

С учетом (1) уравнения (5) являются системой нелинейных уравнений относи-
тельно параметров деформации λ, ψ и внешнего радиуса деформированной трубки b.
Внутренний радиус находится из условия несжимаемости:

a =

√
b2 +

1

λ
(A2 −B2).

Для решения полученной системы были использованы встроенные методы числен-
ного решения нелинейных уравнений математического пакета Maple. Запрограмми-
рованный метод вызывался в цикле при изменяющейся величине заряда Q. В каче-
стве начального приближения на первом шаге при малой величине заряда исполь-
зовались значения искомых параметров деформации, соответствующие отсутствию
нагрузок (λ = 1, ψ = 0, b = B). Далее при увеличении заряда в качестве начального
приближения использовались значения, найденные на предыдущем шаге.

3. Результаты. Введем безразмерные внешний радиус b∗ = b/B и среднее
значение электрического напряжения V ∗ при активации внутреннего слоя:

V ∗ =
V

C −A

√
ε

μ
=

Q ln
c

a
2π

√
μελL (C −A)

,

и при активации внешнего слоя:

V ∗ =
V

B − C

√
ε

μ
=

Q ln
b

c
2π

√
μελL (B − C)

.

Здесь V — напряжение электрического поля между соответствующими электродами.
Численные расчеты проведены при следующих параметрах материала: Jm = 100,
γ = 100 и следующих углах армирования: Φ1 = 3π/4, Φ2 = π/4.

Результаты численного моделирования представлены на рис. 2 при A = 0.2B.
При приложении электрического напряжения на внутренний слой зависимости

λ и b∗ до V ∗ ≈ 1 мало отличаются от 1 (черные линии на рис. 2, б и в). Для значений
C = 0.7B, 0.75B и 0.85B зависимости λ и b∗ от V ∗ очень близки. Существенное от-
личие возникает для тонкого внутреннего слоя C = 0.4B. При приложении электри-
ческого напряжения на внешний слой трубка деформируется сильнее (серые линии
на рис. 2, б и в). В основном трубки удлиняются и уменьшаются в диаметре.
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1

2

λ

V*

1           1.1           1.2          1.3−3 −1           1            3

1

2

V*

ψ

1

2

b*

V*

0.9              0.95               1

C = 0.4B                             C = 0.7B                            C = 0.75B                          C = 0.85B

а                                                                  б                                                                      в

Рис. 2. Зависимость между безразмерным электрическим напряжением V ∗ и углом закручи-
вания ψ (в градусах) (а), кратностью удлинения λ (б ), относительным внешним радиусом b∗ (в)
при A = 0.2B для разных значений C; углы намотки Φ1 = 3π/4, Φ2 = π/4. Черные линии —
напряжение прикладывается к внутреннему слою (электроды A и C). Серые линии — напряжение
прикладывается к внешнему слою (электроды C и B).

Для трубок, в которых один из слоев имеет значительно меньшую толщину
(в рассматриваемых примерах это трубки с C = 0.4B и C = 0.85B), направле-
ние закручивания не зависит от того, на какой слой прикладывается электрическое
напряжение. Если тонкий слой внутренний (C = 0.4B), то закручивание происхо-
дит против направления отсчета угловой координаты Θ. Если тонкий слой внешний
(C = 0.85B), то закручивание происходит по направлению координаты Θ. Различия
проявляются в величине закручивания. При приложении электрического напряже-
ния на внешний слой закручивание сильнее.

Для C = 0.7B и C = 0.75B получено, что направление закручивания будет зави-
сеть от того, к какому слою приложено электрическое напряжение. При приложении
напряжения на внутренний слой, армированный волокнами под углом Φ1 = 3π/4, за-
кручивание происходит по направлению отсчета угловой координаты Θ. При прило-
жении напряжения на внешний слой, армированный волокнами под углом Φ1 = π/4,
закручивание происходит против направления отсчета угловой координаты Θ. Эф-
фект закручивания невелик. Кроме этого, при приложении напряжения на внешний
слой закручивание является немонотонной функцией от электрического напряже-
ния. Так, при C = 0.75B при приложении напряжения на внешний слой трубки
функция ψ(V ∗) сначала убывает (при V ∗ < 1.6) и принимает отрицательные значе-
ния, затем возрастает (при V ∗ > 1.6) и становится положительной (при V ∗ > 2.5).

Выше представлены результаты в безразмерном виде. Для наглядности при-
ведем к размерным величинам для материала с параметрами, представленными в
работах [9, 13], μ = 45 кПа, ε = 3.98 ·10−11 Ф/м. Внешний радиус положим B = 1 см.
Тогда V ∗ = 1 соответствует (для первого и второго слоя): при C = 0.4B — VAC ≈ 67,
VCB ≈ 202 кВ; при C = 0.7B — VAC ≈ 168, VBC ≈ 101 кВ; при C = 0.85B —
VAC ≈ 219, VBC ≈ 50 кВ.

4. Заключение. Рассмотрена задача о конечных деформациях двухслойной
диэлектрической трубки под действием электрического поля. Каждый слой труб-
ки спирально армирован волокнами под разными углами. Внешняя, внутренняя
поверхности трубки и поверхность между слоями покрыты гибкими электродами.
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Электрическое напряжение подается на границы первого или второго слоя. Целью
работы является исследование закручивания трубки под действием электрических
полей. Рассмотрен частный случай армирования под углами π/4 и 3π/4 для внеш-
него и внутреннего слоя соответственно.

Обнаружено, что при специальном выборе толщин слоев трубка может закру-
чиваться в разные стороны в зависимости от того, на какой слой подается напряже-
ние. Однако величина закручивания мала. Вероятно, увеличения угла закручивания
можно добиться за счет варьирования геометрических параметров трубки и углов
армирования или за счет создания предварительных напряжений в двухслойной
трубке (деформационной анизотропии [14]), что требует дальнейшего исследования.
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In this paper the problem of finite deformations of a dielectric tube under the action of
an electric field is considered. The tube consists of two layers, each spirally reinforced with
fibres. The angles of the fibres in each layer are different. On the inner and outer surfaces
of the tube and between the layers are flexible electrodes. The electric field is induced by
applying voltage to the first or second layer, i. e. either to the electrodes on the inner side
surface and between the layers, or to the electrodes between the layers and on the outer side
surface. A simple model of an electroactive anisotropic incompressible material is considered
in the analysis. The potential energy function is represented by the sum of the energy of
the isotropic matrix in Gent form, the simplest electrical component and the energy of the
reinforced fibres. Using a semi-inverse method, the static problem of the three-dimensional
body is reduced to integral equations with respect to the tube deformation parameters: the
radius of the outer layer, the multiplicity of longitudinal elongation and the twist angle.
The influence of layer thickness on tube deformation under quasi-static increase of voltage
is investigated. The purpose of this work is to determine the thickness of the layers at which
the application of voltage to the different layers will cause the tube to twist in different
directions.
Keywords: nonlinear electroelasticity, dielectric elastomer, reinforcement, tubular actuators,
soft robots.
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В 1976 г. В. В. Козлов доказал теорему, дающую достаточные условия несуще-
ствования у гамильтоновой системы аналитического по каноническим переменным
первого интеграла, квадратичная часть которого была бы функционально незави-
сима с квадратичной частью функции Гамильтона. В докладе при помощи теоремы
Козлова обсуждаются вопросы существования дополнительного интеграла в раз-
личных задачах механики гамильтоновых систем: в задаче о движении тяжелого
твердого динамически симметричного тела с неподвижной точкой, центр масс кото-
рого лежит в экваториальной плоскости эллипсоида инерции, в задаче о движении
динамически симметричного твердого тела с неподвижной точкой, находящегося в
потоке частиц, в задаче о движении плоского двойного маятника, в задаче о движе-
нии динамически симметричного эллипсоида по абсолютно гладкой горизонтальной
плоскости.
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