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Настоящая статья является первой частью работы, посвященной исследованию нели-
нейной динамики параметрически возбуждаемых изгибных колебаний защемленной с
двух концов микробалки — базового чувствительного элемента перспективного клас-
са микродатчиков различных физических величин — при лазерном термооптическом
воздействии в форме периодически генерируемых импульсов, действующих на некото-
рую часть поверхности балочного элемента. Найдено аналитическое решение задачи
теплопроводности для установившегося гармонического распределения температуры
в объеме резонатора. Определены статические и динамические компоненты силовых
факторов температурной природы — температурных осевой силы и изгибающего мо-
мента. С помощью метода Галёркина выполнена дискретизация нелинейных связан-
ных уравнений в частных производных, описывающих продольно-изгибные колеба-
ния резонатора. С применением асимптотического метода многих масштабов получе-
но приближенное аналитическое решение для задачи нелинейной динамики системы
в условиях главного параметрического резонанса.
Ключевые слова: нелинейная динамика, параметрические колебания, балка Бернул-
ли—Эйлера, модальное взаимодействие, лазерное термооптическое воздействие.

1. Введение. Принцип лазерного термооптического воздействия на деформи-
руемую среду находит все более широкое применение в задачах неразрушающе-
го контроля оборудования и конструкций [1, 2], определения физико-механических
свойств материалов [3, 4], изучения геометрических и физических параметров объ-
ектов и структур на нано- и микромасштабном уровне [5, 6], в биомедицине [7], а
также в индустрии нано- и микросистем. Так, в работах [8, 9] представлены модели
микромеханических актуаторов, использующих оптический метод сообщения упру-
гому элементу температурных деформаций. В [10] исследуются вопросы влияния ла-
зерного излучения на деформации поверхности микромеханических зеркал. Одним
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из важных направлений разработок и исследований в указанной области является
лазерная термооптическая генерация колебаний подвижных элементов микроэлек-
тромеханических систем различного назначения (датчики, системы обработки сиг-
налов). В [11] представлены результаты разработки волоконно-оптических сенсоров,
работающих в авторезонансном режиме при оптическом возбуждении. В [12] теоре-
тически обоснован и экспериментально проверен метод лазерной термооптической
частотной подстройки микромеханического резонатора и управления его нелиней-
ной амплитудно-частотной характеристикой. В [13] сообщается об успешных экспе-
риментах по термооптическому возбуждению многомодового параметрического ре-
зонанса в графеновых мембранах. В [14, 15] представлены результаты исследования
нелинейной динамики и синхронизации колебаний в системе слабосвязанных мик-
роэлектромеханических генераторов предельных циклов с термооптическим прин-
ципом возбуждения колебаний.

При рассмотрении динамики упругих элементов резонаторов, входящих в состав
микро- и наноэлектромеханических систем (МЭМС и НЭМС), часто применяется
механическая модель Бернулли—Эйлера. На эту тему есть обширная литература.
Здесь упомянем лишь некоторые работы, в которых решены задачи, наиболее близ-
кие по постановке к представленной далее. В [16] исследуется динамическая потеря
устойчивости прямолинейного стержня с учетом процесса распространения упругих
волн в продольном направлении. Показано, что критическая осевая нагрузка при
динамическом воздействии может быть меньше эйлеровой в связи с реализацией
параметрического резонанса, возбуждаемого продольными колебаниями. В [17] ис-
следуется нелинейная динамика пространственных изгибно-крутильных колебаний
стержня в случае множественных внутренних резонансов. Методы исследования и
характер процессов модальной локализации в балке Бернулли—Эйлера исследу-
ются в работе [18]. В [19] рассматривается задача о проектировании изохронных
балочных элементов — систем, частоты свободных изгибных колебаний которых не
зависят от амплитуды колебаний даже в нелинейных режимах движения.

Большое число работ посвящено изучению сложных режимов колебаний в нели-
нейных механических системах с сосредоточенными и распределенными параметра-
ми. В [20] исследуется характер нелинейных нормальных мод в одномерных кон-
тинуальных системах с квадратичными и кубическими нелинейностями в случае
различных внутренних резонансов. В работе [21] предложены эффективные анали-
тические подходы, позволяющие описывать процессы биений и обмена энергии меж-
ду модами в системах слабосвязанных осцилляторов. Нелинейное взаимодействие
между формами изгибных колебаний микробалки при внешнем и параметрическом
возбуждении изучено в [22]. В [23] в достаточно общей постановке исследуются ка-
чественные особенности нелинейной динамики свободных колебаний для системы
с двумя степенями свободы в случае внутреннего резонанса 1:1. Теоретическое и
экспериментальное исследование внутреннего резонанса 2:1 между двумя высокими
симметричными формами изгибных колебаний микробалочного резонатора выпол-
нено в [24].

Отдельный класс исследований составляют работы, посвященные задачам нели-
нейного модального взаимодействия между продольными и изгибными движениями
струн, кабелей, стержней и пластин. Так, в работе [25] исследованы пространствен-
ные продольно-изгибные колебания натянутой струны в условиях внутреннего резо-
нанса с учетом физической нелинейности системы. Особенности нелинейного взаи-
модействия продольных и изгибных волн в стержнях, кольцах и пластинах исследо-
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ваны в [26, 27]. В [28] изучена динамика продольно-изгибных движений существенно
растяжимого кабеля в геометрически нелинейной постановке в предположении ли-
нейно-упругого поведения материала. Нелинейная динамика продольно-изгибных
колебаний балки, движущейся в осевом направлении, исследована в работе [29]. Се-
рия работ посвящена исследованию колебаний и упругой устойчивости стержней
при ударных и вибрационных нагрузках [30, 31].

Проблемы аналитического исследования связанных термоупругих колебаний
рассматриваются в большом количестве монографий и статей. В работе [32] пред-
ставлены редуцированные модели, позволяющие вычислительно эффективно моде-
лировать двусторонне связанные термоупругие процессы в пластинах. В ряде работ
изучаются тепловые и механические процессы в элементах конструкций при неста-
ционарных температурных воздействиях. В [33] разработана двухтемпературная мо-
дель, описывающая оптическое возбуждение акустических колебаний в проводни-
ках. Динамика балки Бернулли—Эйлера на упругом основании при импульсном
лазерном воздействии исследуется в работе [34]. Анализ посткритического поведе-
ния балки на винклеровском основании при температурном нагружении выполнен в
[35]. В работе [36] проведено исследование характера распростанения термоупругих
волн в балке Бернулли—Эйлера в предположениях нелокальной теории упругости
и модели Грина—Нахди.

В выполненных ранее работах [37–39] рассматривалась динамика и упругая
устойчивость балочного элемента МЭМС и НЭМС при кратковременных тепловых
воздействиях. В [40] был исследован характер свободных продольно-изгибных коле-
баний стержня в случае внутреннего комбинационного резонанса между двумя из-
гибными и низшей продольной формами колебаний. Было показано, что начальное
возмущение в продольном направлении может эффективно возбуждать изгибные
формы колебаний, что в целом приводит к режиму продольно-изгибных биений со
значительными амплитудами. В работе [41] был выполнен анализ процессов нели-
нейного модального взаимодействия между продольными и изгибными колебаниями
микробалочных резонаторов при гармоническом температурном воздействии общего
вида. С качественной стороны был исследован режим параметрических колебаний
микробалки в условиях внутреннего кратного резонанса между некоторыми изгиб-
ной и продольной формами свободных колебаний резонатора. Обнаружена возмож-
ность генерации в системе режима продольно-изгибных биений, частота медленной
огибающей которых существенным образом зависит от параметра внутренней ча-
стотной расстройки.

Настоящая статья является первой частью работы, посвященной исследованию
нелинейной динамики параметрически возбуждаемых изгибных колебаний защем-
ленной с двух концов микробалки — базового чувствительного элемента перспектив-
ного класса микродатчиков различных физических величин — при лазерном термо-
оптическом воздействии в форме периодически генерируемых импульсов, действую-
щих на некоторую часть поверхности балочного элемента. Выполняется построение
аналитического решения задачи теплопродности для установившегося гармониче-
ского распределения температуры в объеме резонатора. Определяются статические
и динамические компоненты силовых факторов температурной природы — темпе-
ратурных осевой силы и изгибающего момента. С помощью метода Галёркина про-
водится дискретизация нелинейных связанных уравнений в частных производных,
описывающих продольно-изгибные колебания резонатора. С применением асимпто-
тического метода многих масштабов строится приближенное аналитическое решение
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для задачи нелинейной динамики системы в условиях главного параметрического
резонанса.

2. Постановка задачи. Рассматривается задача об изгибных колебаниях за-
щемленной с двух концов прямолинейной тонкой микробалки, описываемой механи-
ческой моделью Бернулли—Эйлера, при лазерном термооптическом воздействии.

Графическая схема исследуемой задачи показана на рис. 1.
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= 0
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= 0

( , , )
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Рис. 1. Графическая схема рассматриваемой задачи.

В обозначениях рисунка: t — время; x, z — координаты в горизонтальном и вер-
тикальном направлениях; k — коэффициент теплопроводности; T — температура
в данной точке стержня; T0 — отсчетная температура, везде далее принимаемая
равной нулю; Q(x, z, t) — объемное тепловыделение в материале резонатора, моде-
лирующее лазерное термооптическое воздействие; значения продольной координа-
ты l1, l2 характеризуют границы области действия лазерного источника. Условия
тепловой изоляции принимаются по торцевым сечениям балочного резонатора и
конвективного теплообмена на верхней и нижней поверхностях элемента с коэф-
фициентом теплопередачи h1. Механические параметры системы имеют следующие
обозначения: u,w — продольное и поперечное перемещения; N — продольная сила;
ρ,E, αT — плотность, модуль Юнга и коэффициент линейного температурного рас-
ширения материала; S = bh; L, b, h — длина стержня, ширина и высота поперечного
сечения соответственно.

Связанные нелинейные уравнения продольно-изгибных колебаний тонкого
стержня при температурном воздействии после выполнения процедуры обезразме-
ривания имеют вид [41]

u′′ + 12βw′w′′ = 12β2ü+NT
ξ , (1)

wIV + ẅ +NTw′′ = −MT
ξξ +

1

β
u′w′′ + 6 (w′)2 w′′ + 12βüw′ (2)

с граничными условиями

u(0, τ) = w(0, τ) = w′(0, τ) = 0, u(1, τ) = w(1, τ) = w′(1, τ) = 0. (3)

Здесь продольные u и поперечные w перемещения стержня нормированы на
его толщину h; продольная координата ξ нормирована на длину стержня L; без-

размерное время τ = t/t0, где t0 =
√

ρSL4

EJ (J = bh3

12 — момент инерции сечения);
безразмерный параметр β = 1

12
h
L характеризует тонкость стержня. За производ-

ными по безразмерной продольной координате и времени сохранены обозначения
()′, (̇).
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Безразмерные температурные силовые факторы, входящие в уравнения (1)–(2),
связаны с размерными выражениями для осевой температурной силы

ÑT � EbαT

∫ h
2

−h
2

T (x, z, t) dz (4)

и изгибающего температурного момента

M̃T � EbαT

∫ h
2

−h
2

zT (x, z, t) dz (5)

следующими соотношениями [41]:

NT (ξ, τ) =
L2

EJ
ÑT , (6)

NT
ξ (ξ, τ) =

L2

ESh
Ñx, (7)

MT
ξξ (ξ, τ) =

L4

EJh
M̃T

xx, (8)

где нижние индексы обозначают дифференцирование по соответствующим перемен-
ным.

Предмет дальнейшего исследования состоит в параметрическом анализе нели-
нейной динамики системы (1)–(3). Важным предварительным этапом для решения
этой задачи является нахождение распределения температуры в объеме микроба-
лочного резонатора при рассматриваемых случаях термооптического воздействия.

3. Тепловая задача. 3.1. Общая постановка тепловой задачи. Неста-
ционарное уравнение теплопроводности в рассматриваемой прямоугольной области
x ∈ [0;L], z ∈ [−h/2;h/2] имеет вид

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂z2
− 1

α

∂T

∂t
= − 1

k
Q(x, z, t), (9)

где α = k
ρc — температуропроводность; ρ — плотность; c — удельная теплоемкость

материала; остальные обозначения представлены выше. Тепловые граничные усло-
вия для данной задачи приведены на рис. 1.

Конечной целью решения тепловой задачи, а именно — нахождение устано-
вившегося гармонического распределения температуры при заданной форме перио-
дического лазерного воздействия, является определение температурных силовых и
моментных факторов возбуждения механических колебаний резонатора.

Отметим, что в практически значимом случае термооптической генерации пара-
метрических изгибных колебаний полное решение нестационарной тепловой задачи
в объеме микробалки является излишним — достаточно найти распределение тем-
пературной осевой силы (4) по длине резонатора. Это может быть выполнено путем
формулирования задачи непосредственно для функции NT (x, t) (знак ∼ в обозна-
чениях для размерных функций ÑT (x, t) и M̃T (x, t) в разделе 3 опускается).
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Умножим уравнение (9) на EbαT , проинтегрируем его по координате z от −h/2
до h/2 и получим

∂2NT

∂x2
+ EbαT

(
∂T

∂z

)h/2

−h/2

− 1

α

∂NT

∂t
= −EbαT

k
Q̃(x, t), (10)

где Q̃(x, t) =
∫ h

2

−h
2

Q(x, z, t) dz.

С учетом граничных условий конвекции второе слагаемое в уравнении (10) мо-
жет быть преобразовано к следующему виду:

EbαT

(
∂T

∂z

)h/2

−h/2

= −EbαTh1
k

[
T |h/2 + T |−h/2

] ∼= −2EbαTh1
k

θ(x, t) = −2h1
hk

NT .

(11)
Вышеприведенная цепочка выкладок содержит приближенное равенство, от-

ражающее отождествление средней по толщине балки температуры с полусуммой
значений температуры на нижней и верхней ее поверхностях.

Таким образом, уравнение для определения осевой температурной силы прини-
мает вид

∂2NT

∂x2
−m2

TN
T − 1

α

∂NT

∂t
= FT (x, t), (12)

где m2
T = 2h1

hk , F
T (x, t) = −EbαT

k Q̃(x, t).
В рассматриваемом случае граничные условия для этой задачи имеют вид

NT = 0, x = 0, L. (13)

3.2. Моделирование и анализ периодического лазерного воздействия.
Рассмотрим лазерное термооптическое воздействие в форме периодически генери-
руемых гауссовых импульсов, действующих на некоторую часть поверхности ба-
лочного элемента. Одиночный импульс моделируется объемным тепловыделением
вида [42]

QG(x, z, t) = H(t) [H(l2 − x)−H(l1 − x)]
RaL0

δt2p
t exp

(
− t

tp

)
exp

(
z − h/2

δ

)
, (14)

где H (·) — функция Хевисайда; L0 — интенсивность лазерного воздействия; R0 —
коэффициент поглощения энергии; tp — длительность импульса; δ — глубина про-
никновения излучения в материал.

Обозначим через Tq,Ω период и частоту следования импульсов соответственно,
Tq =

2π
Ω .
Пример получаемой таким образом последовательности лазерных импульсов

показан на рис. 2.
Обозначим как f(t) часть периодического теплового нагружения (14), характе-

ризующую зависимость импульса от времени:

f(t) =
1

t2p
t exp

(
− t

tp

)
. (15)
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Рис. 2. Пример последовательности лазерных
импульсов. Объемное тепловыделение у поверхно-
сти резонатора.

Выполним разложение периодического сигнала формы f(t) в ряд Фурье:

F (t) =
1

2
a0 +

∞∑
j=1

[aj cos(jΩt) + bj sin(jΩt)] =

+∞∑
j=−∞

cj exp(ijΩt), (16)

где

aj =
2

Tq

∫ Tq

0

f(τ) cos(jΩτ)dτ,

bj =
2

Tq

∫ Tq

0

f(τ) sin(jΩτ)dτ,

cj = c̄−j =
1

Tq

∫ Tq

0

f(τ) exp(−ijΩτ)dτ =
1

2
(aj − ibj) .

(17)

Явные выражения для коэффициентов разложения aj , bj имеют вид

aj = −2Tq exp(−Tq/tp)
[
T 2
q (tp+Tq−tp exp(Tq/tp))−4π2j2t2p (tp−Tq−tp exp(Tq/tp))

]
tp(T 2

q +4π2j2t2p)
2

,

bj = −4πjTq exp(−Tq/tp)
[
2Tqtp + T 2

q − 2Tqtp exp(Tq/tp) + 4π2j2t2p
]

(T 2
q + 4π2j2t2p)

2
.

(18)

Не зависящая от времени компонента воздействия, которой соответствует ко-
эффициент разложения a0, приведет к появлению ненулевого статического распре-
деления температуры в объеме резонатора; гармонические компоненты отвечают
за характер установившегося периодического изменения температуры относительно
статического распределения. Исследуя в дальнейшем характер резонансных коле-
баний балочного резонатора, мы будем учитывать в разложении (16) только стати-
ческую компоненту (j = 0) и гармонику с низшей частотой Ω (j = 1).

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2023. Т. 10 (68). Вып. 2 321



3.3. Нахождение установившегося гармонического распределения
температуры. 3.3.1. Статическая подзадача. Статическая компонента устано-
вившегося распределения температуры в объеме резонатора Ts(x, z; Ω) определяется
уравнением

∂2Ts
∂x2

+
∂2Ts
∂z2

= − 1

k
Qs(x, z; Ω) (19)

c граничными условиями

Ts = 0 at x = 0, L;

±k∂Ts
∂z

+ h1Ts = 0 at z = ±h
2
.

(20)

Не зависящая от времени составляющая объемного тепловыделения Qs(x, z; Ω)
в соответствии с (14)–(18) имеет вид

Qs(x, z; Ω) = [H(l2 − x)−H(l1 − x)]
RaL0a0

2δ
exp

(
z − h/2

δ

)
. (21)

Решение задачи (19)–(20) получим с использованием функции Грина для рас-
сматриваемой комбинации граничных условий:

Ts(x, z; Ω) =
1

k

∫ L

0

∫ h
2

−h
2

Gs
X11Z33 (x, z|x′, z′)Qs(x

′, z′; Ω)dz′dx′, (22)

где в обозначениях [43] функция Грина имеет вид

Gs
X11Z33 (x, z|x′, z′) =

∞∑
m=1

Zm(z)Zm(z′)
Nz

m

P s
m(x, x′). (23)

Координатные функции Zm(z) имеют вид

Zm(z) = B sin

(
βm (z + h/2)

h

)
+ βm cos

(
βm (z + h/2)

h

)
, (24)

где B = h1h
k , а βm являются корнями трансцендентного уравнения

tan(βm) =
2βmB

β2
m −B2

. (25)

Нормировочные коэффициенты Nz
m определяются выражением

Nz
m = h

(
1

2

(
B2 + β2

m

)
+

tan(βm)

1 + tan2(βm)

{
1

2βm

(
β2
m −B2

)
+B tan(βm)

})
. (26)

Координатные функции P s
m(x, x′) имеют вид

P s
m(x, x′) =

e−σm(2L−|x−x′|) − e−σm(2L−x−x′) + e−σm|x−x′| − e−σm(x+x′)

2σm (1− e−2σmL)
, (27)

где σm = βm/h.
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Как отмечено выше в разделе 3.1, распределение статической компоненты тем-
пературных осевых усилий по длине балки NTS(x; Ω) может быть найдено непо-
средственно из решения краевой задачи:

∂2NTS

∂x2
−m2

TN
TS = FTS(x; Ω),

NTS = 0 at x = 0, L,

(28)

где FTS(x; Ω) = −EbαT

k

∫ h
2

−h
2

Qs(x, z; Ω)dz.
Решение может быть представлено как

NTS(x; Ω) = −
∫ L

0

∫ h
2

−h
2

Gms
X11 (x|x′)FTS(x′; Ω)dx′, (29)

где функция Грина Gms
X11 определяется выражением

Gms
X11(x, x

′) =
e−mT (2L−|x−x′|) − e−mT (2L−x−x′) + e−mT |x−x′| − e−mT (x+x′)

2mT (1− e−2mTL)
. (30)

3.3.2. Гармоническая подзадача. Установившееся гармоническое распределение
температуры в объеме резонатора Td(x, z, t; Ω) в указанных выше предположениях
определяется гармоническим решением уравнения

∂2Td
∂x2

+
∂2Td
∂z2

− 1

α

∂Td
∂t

= − 1

k
Qd(x, z, t; Ω), (31)

где учитываемая нижняя гармоника лазерного воздействия Qd описывается выра-
жением

Qd(x, z, t; Ω) = [H(l2 − x)−H(l1 − x)]
RaL0

δ
[a1 cos(Ωt) + b1 sin(Ωt)] e

z−h/2
δ . (32)

Граничные условия имеют вид, аналогичный (20).
В комплексной форме гармоническая задача может быть переформулирована

следующим образом:
∂2T̃d
∂x2

+
∂2T̃d
∂z2

− σ2T̃d = − 1

k
Q̃d, (33)

где σ2 = iΩ/α и

Q̃d = [H(l2 − x)−H(l1 − x)]
RaL0

δ
e

z−h/2
δ (a1 − ib1) . (34)

Физическое распределение температуры при этом представляется как

Td(x, z, t; Ω) = Re
{
T̃d(x, z; Ω)e

iΩt
}
= T amp

d cos
(
Ωt+ T phase

d

)
, (35)

где амплитуда и сдвиг фазы гармонического изменения температуры определяются
выражениями

T amp
d (x, z; Ω) =

√
T̃d

¯̃Td, T phase
d (x, z; Ω) = atan

(
ImT̃d

ReT̃d

)
. (36)
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Решение гармонической задачи (33)–(34) с помощью функции Грина может
быть представлено следующим образом [43]:

T̃d(x, z,Ω) =
α

k

∫ L

0

∫ h
2

−h
2

Gd
X11Z33 (x, z|x′, z′; Ω) Q̃d(x

′, z′; Ω)dz′dx′. (37)

Здесь функция Грина Gd
X11Z33 (x, z|x′, z′; Ω) имеет вид (23) с заменой в функ-

циях P s
m(x, x′) параметров σm на νm =

√
σ2 + β2

m/h
2.

Распределение гармонической компоненты температурных осевых усилий по
длине балки NTD(x; Ω) может быть найдено непосредственно из решения краевой
задачи

∂2ÑTD

∂x2
− (m2

T + σ2)ÑTD = F̃TD(x; Ω),

ÑTD = 0 at x = 0, L,

(38)

где F̃TD(x; Ω) = −EbαT

k

∫ h
2

−h
2

Q̃d(x, z; Ω)dz. При этом

NTD(x, t; Ω) = Re
{
ÑTD(x; Ω)eiΩt

}
. (39)

Решение краевой задачи (38) может быть представлено как

ÑTD(x; Ω) = −
∫ L

0

∫ h
2

−h
2

Gmd
X11 (x|x′) F̃TD(x; Ω)dx′, (40)

где функция Грина Gmd
X11 имеет вид (30) с заменой mT на ν =

√
m2

T + σ2.

3.4. Определение температурных силовых и моментных факторов
воздействия на микробалку. Итак, установившееся гармоническое распределе-
ние температуры в объеме резонатора имеет вид

T (x, z, t; Ω) = Ts(x, z; Ω) + T amp
d (x, z; Ω) cos

[
Ωt+ T phase

d (x, z; Ω)
]
. (41)

В соответствии с (4)–(5) температурная осевая сила и температурный изгибаю-
щий момент могут быть записаны как

NT (x, t; Ω) = NTS (x; Ω) +NTD (x, t; Ω) , (42)

MT (x, t; Ω) =MTS (x; Ω) +MTD (x, t; Ω) , (43)

где статические NTS ,MTS и динамические NTD,MTD компоненты теплового воз-
действия имеют вид

NTS (x; Ω) = EbαT

∫ h
2

−h
2

Ts(x, z; Ω) dz, (44)

MTS (x; Ω) = EbαT

∫ h
2

−h
2

zTs(x, z; Ω) dz, (45)
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NTD (x, t; Ω) = EbαT

∫ h
2

−h
2

T amp
d (x, z; Ω) cos

[
T phase
d (x, z; Ω)

]
dz · cos (Ωt)−

−EbαT

∫ h
2

−h
2

T amp
d (x, z; Ω) sin

[
T phase
d (x, z; Ω)

]
dz · sin (Ωt) ,

(46)

MTD (x, t; Ω) = EbαT

∫ h
2

−h
2

zT amp
d (x, z; Ω) cos

[
T phase
d (x, z; Ω)

]
dz · cos (Ωt)−

−EbαT

∫ h
2

−h
2

zT amp
d (x, z; Ω) sin

[
T phase
d (x, z; Ω)

]
dz · sin (Ωt) .

(47)

Подчеркнем, что приведенные выше выражения для температурных осевых уси-
лий (44), (46) в случае достаточно тонких балок могут быть эффективно аппрокси-
мированы более простыми выражениями (29), (39).

4. Механическая задача. 4.1. Построение приближенного аналити-
ческого решения. Полученное решение тепловой задачи позволяет перейти к ис-
следованию нелинейной динамики резонатора.

С использованием введенных обозначений уравнения (1)–(2) продольно-изгиб-
ных колебаний резонатора в безразмерной форме примут вид

u′′ + 12βw′w′′ = 12β2ü+NTS
ξ (x; Ω) +NTD

ξ (x, τ ; Ω) , (48)

wIV + ẅ +
[
NTS (ξ; Ω) +NTD (ξ, τ ; Ω)

]
w′′ =

= −MTS
ξξ (ξ; Ω)−MTD

ξξ (ξ, τ ; Ω) +
1

β
u′w′′ + 6 (w′)2 w′′ + 12βüw′, (49)

где учтены соотношения (6)–(8).
В работе [41] был выполнен качественный анализ процессов нелинейного мо-

дального взаимодействия между продольными и изгибными колебаниями в систе-
ме, описываемой уравнениями (48)–(49), без конкретизации вида температурных
факторов, соответствующих рассматриваемым сценариям лазерного воздействия.
Отметим здесь лишь основные положения применяемой аналитической методики.

Для исследования нелинейной динамики системы (48)–(49) применяется проце-
дура Галёркина по рассматриваемым формам продольных и изгибных колебаний:

u(ξ, τ) = φn (ξ)Un (τ) , w(ξ, τ) = ψl (ξ)Wl (τ) , (50)

где n и l — номера форм продольных и поперечных колебаний, находящихся в
условиях внутреннего субкратного резонанса 1 : 2. Ограничения на значения этих
параметров, обусловленные применением механической модели балки Бернулли—
Эйлера, обсуждаются в вышеупомянутой статье [41].

Изучая сценарий параметрического возбуждения, пренебрежем в уравнении
(49) моментными температурными факторами MTS

ξξ (ξ; Ω) и MTD
ξξ (ξ, τ ; Ω).

С учетом условий нормировки∫ 1

0

φ2ndξ =

∫ 1

0

ψ2
l dξ = 1 (51)
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редуцированные уравнения продольно-изгибных колебаний стержня примут вид

Ün + ω̄2
nUn =

A1

β
W 2

l +
1

12β2

[
FS
u (Ω) + FD

u (τ ; Ω)
]
, (52)

Ẅl +
[
ω2
l + kSw (Ω) + kDw (τ ; Ω)

]
Wl =

B1

β
UnWl + 6B2W

3
l + 12B3βÜnWl, (53)

где

A1 =

∫ 1

0

ψ′
lψ

′′
l φndξ, B1 =

∫ 1

0

ψlψ
′′
l φ

′
ndξ, B2 =

∫ 1

0

ψlψ
′2
l ψ

′′
l dξ, B3 =

∫ 1

0

ψlψ
′
lφndξ,

(54)

FS
u (Ω) = −

∫ 1

0

NTS
ξ (ξ; Ω)φndξ, FD

u (τ ; Ω) = −
∫ 1

0

NTD
ξ (ξ, τ ; Ω)φndξ, (55)

kSw (Ω) =

∫ 1

0

NTS (ξ; Ω)ψlψ
′′
l dξ, kDw (t; Ω) =

∫ 1

0

NTD (ξ, τ ; Ω)ψlψ
′′
l dξ. (56)

Представим решение уравнения (52) в виде

Un = US
n + U (d)

n (τ) , (57)

где статическое деформированное состояние стержня в продольном направлении US
n

находится из соотношения

ω̄2
nU

S
n (Ω) =

1

12β2
FS
u (Ω) . (58)

Обозначим в дальнейшем U (d)
n ≡ Un. Система (52)–(53) примет вид

Ün + 2ω̄nξuU̇n + ω̄2
nUn =

A1

β
W 2

l +
1

12β2

[
f cos
u (Ω) cos(Ωτ) + f sin

u (Ω) sin(Ωτ)
]
, (59)

Ẅl+2ωlξwẆl+

[
ω2
l +k

S
w (Ω)−B1

β
U (s)
n (Ω)+f cos

w (Ω) cos(Ωτ)+f sin
w (Ω) sin(Ωτ)

]
Wl=

=
B1

β
UnWl + 6B2W

3
l + 12B3βÜnWl. (60)

В системе (59)–(60) учитывается наличие линейного вязкого трения с ко-
эффициентами относительного затухания ξu, ξw; параметры f cos

u (Ω) , f sin
u (Ω) и

f cos
w (Ω) , f sin

w (Ω) характеризуют амплитуды синус- и косинус-гармоник функций
FD
u (τ ; Ω) и kDw (τ ; Ω) соответственно. Числовые значения всех приведенных пара-
метров теплового воздействия определяются на основе полученного решения темпе-
ратурной задачи (см. раздел 3).

В конкретном рассматриваемом случае главного параметрического резонанса

Ω = 2ωl + σΩ, (61)

где σΩ — частотная расстройка лазерного излучения по отношению к удвоенной
частоте изгибных колебаний резонатора.
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Для построения приближенного аналитического решения нелинейной системы
(59)–(60) применяется асимптотический метод многих масштабов. Общий вид реше-
ния для медленно эволюционирующих амплитудно-фазовых переменных системы
был получен в работе [41]. В принятых обозначениях нулевое асимптотическое при-
ближение имеет вид

U0n = Au (τ1, τ2) e
iω̄nτ0 + Āu (τ1, τ2) e

−iω̄nτ0 ,

W0l = Aw (τ1, τ2) e
iωlτ0 + Āw (τ1, τ2) e

−iωlτ0 ,
(62)

где комплексные амплитуды колебаний могут быть записаны как

Au,w (τ1, τ2) =
1

2
au,w (τ1, τ2) e

iβu,w(τ1,τ2). (63)

Здесь au,w и βu,w — подлежащие определению амплитуды и сдвиги фаз колеба-
ний как функции медленных переменных τ1, τ2 ( τk = εkτ — различные масштабы
времени).

Условия отсутствия секулярных слагаемых в решениях уравнений для старших
приближений позволяют записать систему дифференциальных уравнений первого
порядка относительно величин au, aw, χu, χw:

24β2ω̄n
dau
dτ

= 6A1βa
2
w sin(χw)− 24β2ω̄2

nξuau − f sin
u cos(χu) + f cos

u sin(χu),

4βωl
daw
dτ

= −aw
(
βf cos

w sin(χu − χw)− βf sin
w cos(χu − χw) +B1au sin(χw)+

+ 4βξwω
2
l − 12B3β

2ω̄2
nau sin(χw)

)
,

24β2ω̄nau
dχu

dτ
= 24β2ω̄n (σΩ + σω) au + 6A1βa

2
w cos(χw) + f cos

u cos(χu) + f sin
u sin(χu),

24β2ω3
l ω̄nau

dχw

dτ
= ω3

l f
cos
u cos(χu) + ω3

l f
sin
u sin(χu)− 6B2

1 ω̄n

(
U (s)
n

)2
au −

− 6β2ω̄n

(
kSw
)2
au + 24β2ω2

l ω̄n

(
kSw + ωlσω

)
au + 6A1βω

3
l a

2
w cos(χw)+

+ 12β2ω2
l ω̄nau

(
f cos
w cos(χu − χw) + f sin

w sin(χu − χw)
)
+

+ 144B3β
3ω2

l ω̄
3
na

2
u cos(χw) + 12B1βω̄nU

(s)
n

(
kSw − 2ω2

l

)
au−

− 108B2β
2ω2

l ω̄naua
2
w − 12B1βω

2
l ω̄na

2
u cos(χw), (64)

где модифицированные фазовые переменные χu, χw связаны с βu, βw соотношениями

χu = −βu + (σΩ + σω) τ,

χw = 2βw − βu + σωτ.
(65)

Стационарным колебательным режимам термооптически возбуждаемого мик-
рорезонатора соответствуют особые точки автономной динамической системы (64).
Качественному исследованию динамики этой системы с учетом конкретных харак-
теристик лазерного воздействия, найденных в разделе 3, посвящена вторая часть
настоящей работы.

5. Заключение. В настоящей статье представлена односторонне связанная тер-
моупругая модель механически нелинейных колебаний микробалочного резонатора
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при гармоническом лазерном термооптическом воздействии. Найдено аналитическое
решение задачи теплопроводности для установившегося гармонического распреде-
ления температуры в объеме резонатора. Определены статические и динамические
компоненты силовых факторов температурной природы — температурных осевой
силы и изгибающего момента. С помощью метода Галёркина выполнена дискре-
тизация нелинейных связанных уравнений в частных производных, описывающих
продольно-изгибные колебания резонатора. С применением асимптотического мето-
да многих масштабов получено приближенное аналитическое решение для задачи
нелинейной динамики системы в условиях главного параметрического резонанса.
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The present article is the first part of the work devoted to investigation of the nonlinear
dynamics of parametrically excited flexural vibrations of a clamped-clamped microbeam —
the basic sensitive element of a promising class of microsensors of various physical quanti-
ties — under laser thermooptical action in the form of periodically generated pulses acting
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on a certain part of the surface of the beam element. An analytical solution of the heat
transfer problem is found for the steady harmonic distribution of temperature in the vol-
ume of the resonator. The static and dynamic components of temperature-induced axial
force and bending moment are determined. Using the Galerkin method, the discretization
of nonlinear coupled partial differential equations describing the longitudinal-flexural oscil-
lations of the resonator is performed. Using the asymptotic method of multiple time-scales,
an approximate analytical solution is obtained for the nonlinear dynamics problem under
the conditions of primary parametric resonance.
Keywords: nonlinear dynamics, parametric oscillations, Bernoulli —Euler beam, modal in-
teraction, laser-induced opto-thermal excitation.
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