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Обсуждается возможность управления связанностью затухающих изгибно-крутиль-
ных колебаний композитного крыла за счет использования моноклинных структур
армирования обшивки. Декомпозиция потенциальной энергии деформации и кинети-
ческой энергии собственных форм на связанные и несвязанные составляющие позволи-
ла в качестве мер связанности мод колебаний ввести два коэффициента, интегрально
учитывающие влияние геометрии и структуры армирования на параметры динамиче-
ского отклика конструкции. Первый из этих коэффициентов характеризует упругую,
а второй — инерционную связанности мод собственных колебаний. Выполнены чис-
ленные исследования влияния ориентации образующих обшивку слоев существенно
анизотропного углепластика на величины собственных частот, коэффициентов меха-
нических потерь, коэффициентов упругой и инерционной связанности для несколь-
ких низших тонов собственных изгибно-крутильных колебаний крыла. Совместный
анализ полученных результатов позволил установить, что для каждой пары изгибно-
крутильных мод колебаний существуют диапазоны изменения углов ориентации слоев
армирующего материала, в которых инерционная связанность, обусловленная несим-
метрией профиля поперечного сечения относительно главных осей инерции, уменьша-
ется (вплоть до полного подавления) за счет возникновения упругой связанности в
материале обшивки. Указанные диапазоны характеризуются двумя основными при-
знаками: 1) минимальным различием величин собственных частот рассматриваемой
пары изгибно-крутильных мод колебаний и 2) принадлежностью собственных частот
изгибно-крутильных колебаний отрезку, ограничиваемому соответствующими парци-
альными собственными частотами рассматриваемой пары мод колебаний.
Ключевые слова: композитное крыло, связанные колебания, упругая связанность,
инерционная связанность, собственная частота, коэффициент механических потерь.

1. В последние десятилетия нарастает интерес к проблеме создания адаптивных
композитных конструкций, обеспечивающих наилучшее согласование с неоднород-
ным потоком жидкости или газа [1]. Первая адаптивная конструкция была предло-
жена Мунком, который использовал эффект изгибно-крутильного взаимодействия
для минимизации угла атаки деревянных лопастей и увеличения силы тяги про-
пеллера за счет рациональной ориентации древесных волокон [2, 3]. В дальнейшем
подобные решения применялись при создании композитных несущих поверхностей
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летательных аппаратов, позволяющих управлять величиной критических скоростей
флаттера или дивергенции за счет оптимизации структур армирования [4]. Успехи,
достигнутые в авиационной технике, инициировали аналогичные работы в других
отраслях, в частности при создании конструкций «зеленой» энергетики. Оптимиза-
ция структур армирования адаптирующихся к условиям набегающего потока ком-
позитных лопастей ветровой и приливной турбин продемонстрировала возможность
снижения возникающих в них напряжений за счет обусловленной изгибно-крутиль-
ной связанностью корректировки угла закручивания, приводящей к уменьшению уг-
ла атаки и, следовательно, возможности создания более экономичной турбины [5–8].
Еще одной перспективной областью применения адаптивных конструкций являются
композитные лопасти судовых гребных винтов [9]. Использование таких лопастей
сопровождается снижением амплитуд колебаний упора, увеличением критической
скорости кавитации и повышением КПД движителя за счет пассивной корректи-
ровки формы лопасти [10].

Востребованность адаптивных композитных крыльевых конструкций породила
множество исследований влияния изгибно-крутильной связанности на параметры их
статического [11–21] и динамического [22–42] отклика. Однако до сих пор отсутству-
ют количественные критерии оценки степени изгибно-крутильной связанности, ин-
тегрально учитывающие как геометрию конструкции, так и механические свойства
материала. Попытка заполнить отмеченный пробел предпринята в данной работе.

2. В первом приближении крыло, работающее в набегающем потоке жидкости
или газа, можно рассматривать как тонкостенный стержень замкнутого профиля,
упругая ось которого не совпадает с линией центров масс. Поэтому его колебания
всегда будут связанными, представляющими собой комбинацию изгиба и кручения
[43]. При обтекании такой конструкции потоком жидкости или газа возникают ди-
намические силы, возбуждающие ее колебания. Если скорость обтекания мала, то
колебания демпфируются. Однако после достижения определенной скорости пото-
ка динамические силы могут приводить к отрицательному затуханию, следствием
которого является возникновение интенсивных изгибно-крутильных автоколебаний
(флаттера). Изгибно-крутильное движение крыла, возникающее за счет сил инер-
ции, называется инерционным взаимодействием. Если линия центров масс крыла
совпадает с его упругой осью, то инерционное взаимодействие исчезает. Так как
в большинстве случаев чисто изгибные и чисто крутильные колебания крыльев
устойчивы, то ясно, что эффективным способом предотвращения флаттера явля-
ется подавление инерционного изгибно-крутильного взаимодействия. При создании
крыльев из легких сплавов для подавления инерционной связанности наибольшее
распространение получил усложняющий конструкцию способ массовой балансиров-
ки [43]. Более перспективным подходом к решению данной проблемы представляет-
ся использование композитов, позволяющих создавать эффективные конструкции
крыла. В настоящей работе этот подход демонстрируется на примере консольного
тонкостенного стержня замкнутого (авиационного) профиля, математическая мо-
дель собственных затухающих колебаний которого изложена в [34, 40, 41]. Основной
целью исследования является поиск структуры армирования крыла, обеспечиваю-
щей минимизацию инерционного изгибно-крутильного взаимодействия, возникаю-
щего при его собственных колебаниях.

Ранее было показано [20, 21, 34, 40, 41], что в зависимости от угла ориентации ар-
мирующих слоев θ относительно упругой оси композитного тонкостенного стержня
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при θ �= 0◦, 90◦, в нем возникает упругое изгибно-крутильное взаимодействие. Сте-
пень изгибно-крутильной связанности определяется анизотропией материала слоев.
Следовательно, в композитном крыле помимо массовой балансировки появляется
дополнительная возможность управления уровнем инерционной связанности изги-
ба с кручением за счет упругой связанности, возникающей в материале обшивки.

В результате упругого изгибно-крутильного взаимодействия в каждом попе-
речном сечении крыла при изгибе возникает дополнительный крутящий момент,
а при кручении — дополнительный изгибающий момент. В зависимости от вели-
чины угла θ эти дополнительные моменты могут либо увеличивать, либо умень-
шать уровень инерционной изгибно-крутильной связанности конструкции. Появле-
ние дополнительных моментов влечет за собой изменение координат центра изгиба
поперечного сечения, т. е. изменяет положение упругой оси. Вопросу определения
координат центра изгиба анизотропных стержней замкнутого профиля посвящены
работы [12, 14], в которых показано, что эти координаты не являются константа-
ми, а меняются вдоль оси стержня. Поэтому применение классических локальных
оценок теории аэроупругости, связанных с рассмотрением геометрических характе-
ристик поперечного сечения [43], в данном случае нецелесообразно, поскольку они
не позволяют получить интегральную характеристику уровня изгибно-крутильной
связанности крыла в целом.

Оценку изгибно-крутильной связанности анизотропного композитного крыла
получим путем декомпозиции потенциальной энергии деформации U и кинетической
энергии T его свободных колебаний:

U = U1 + U2, T = T1 + T2,

где U1, U2, T1, T2 — несвязанная и связанная составляющие потенциальной энергии
деформации и кинетической энергии соответственно, определяемые зависимостями:
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Здесь u0, v0, w0, Φ0, Θ0y, Θ0z — линейные и угловые перемещения оси крыла;
ckl = Re ckl+i ·Im ckl = Re ckl[1+i ·ηkl] — элементы комплексной матрицы жесткости
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крыла и mmn — элементы вещественной матрицы масс крыла, получаемые путем
интегрирования по замкнутому контуру поперечного сечения [40].

Для записи уравнений затухающих колебаний композитного крыла использует-
ся вариационный принцип Гамильтона:

δ

t2∫
t1

L dt = δ

t2∫
t1

(T − U) dt = 0. (5)

Подставляя выражения (1)–(4) в (5), производя преобразования, включающие ин-
тегрирование по частям, и учитывая, что крыло движется по квазигармоническо-
му закону, сведем задачу о затухающих колебаниях конструкции к алгебраической
проблеме комплексных собственных значений. Для ее формирования применяется
метод Ритца с использованием многочленов Лежандра в качестве координатных
функций. В итоге приходим к системе(

C− ω2M
)
X = 0.

Сначала, после отбрасывания мнимых частей в исходной информации, находится
вещественное решение этого уравнения. Затем, используя в качестве начальных зна-
чений найденные вещественные собственные частоты и добавив к ним ожидаемую
долю комплексной части, вычисляем комплексные собственные частоты из уравне-
ния

det
(
C− ω2M

)
= 0

методом Чебышёва итераций третьего порядка, обобщающего классический метод
Ньютона [40]. Одновременно с собственными частотами определяются собственные
формы каждой моды колебаний крыла. По найденным собственным формам, ис-
пользуя соотношения (1)–(4), легко вычисляются несвязанные и связанные состав-
ляющие потенциальной энергии деформации и кинетической энергии U1i, U2i, T1i,
T2i для каждой i-й моды колебаний.

В качестве обобщенной меры изгибно-крутильной связанности для каждой мо-
ды колебаний композитного крыла введем два коэффициента:

KUi =
ReU2i

ReU1i + ReU2i
, KTi =

ReT2i
ReT1i + ReT2i

.

Первый из этих коэффициентов KUi, представляющий собой отношение веществен-
ной части связанной составляющей потенциальной энергии деформации ReU2i к
вещественной части полной потенциальной энергии деформации ReUi = ReU1i +
ReU2i, характеризует уровень упругой связанности i-й моды колебаний. Второй ко-
эффициент KTi, определяемый как отношение вещественной части связанной со-
ставляющей кинетической энергии ReT2i к вещественной части полной кинетиче-
ской энергии ReTi = ReT1i + ReT2i, характеризует уровень инерционной связанно-
сти i-й моды колебаний. Введение коэффициентов KUiи KTi, интегрально учиты-
вающих влияние профиля поперечного сечения, состава и структуры армирования
конструкции на параметры ее динамического отклика, позволяет определять сте-
пень изгибно-крутильной связанности каждой моды колебаний крыла и, следова-
тельно, намечать конструктивные пути ее минимизации.
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3. Численные исследования влияния ориентации армирования на степень изгиб-
но-крутильной связанности на отрезке θ ∈ [−90◦, 90◦] выполнялись для нескольких
низших тонов колебаний композитного крыла (L = 1.5 м, c = 0.3 м, b = 0.046 м,
h = 0.005 м). Идентификация мод колебаний осуществлялась по виду собственных
функций. Рассматривались две структуры армирования: [−θ]n и [+θ]n (рис. 1).
Считалось, что обшивка крыла изготовлена из однонаправленного углепластика
HMS/DX-209 (ρ = 1580 кг/м3, E11 = 191(1 + i · 7.8 · 10−4) ГПа, E22 = 5(1 + i ·
6.7 ·10−3) ГПа, G12 = G13 = 3(1+ i ·1.16 ·10−2) ГПа, G23 = 2.5(1+ i ·1.15 ·10−2) ГПа,
ν12 = 0.279). Все армирующие слои по толщине обшивки ориентировались под уг-
лом θ к направлению глобальной оси x (рис. 1). Начало системы координат распола-
галось в центре сдвига корневого сечения крыла при ориентации всех армирующих
слоев вдоль оси стержня (θ = 0◦). В этом случае плоскость поперечного сечения
крыла является плоскостью изотропии, и координаты центра сдвига вычислялись
по приближенным соотношениям [44]:
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использование которых позволяет минимизировать число отличных от нуля эле-
ментов матрицы жесткости крыла. Здесь A0 — площадь фигуры, ограниченной за-
мкнутым контуром поперечного сечения s; Iy, Iz — моменты инерции поперечного
сечения относительно осей y и z соответственно; rn — проекция радиуса-вектора
точки контура поперечного сечения на внешнюю нормаль.

а б

Рис. 1. Схемы армирования композитного крыла: а — структура армирования [−θ]n;
б — структура армирования [+θ]n.

Результаты расчета собственных частот fi (i = 1, 4), коэффициентов механи-
ческих потерь ηi (i = 1, 4), а также коэффициентов упругой KUi (i = 1, 3) и инер-
ционной KTi (i = 1, 3) связанностей мод колебаний рассматриваемой конструкции
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Рис. 2. Зависимость собственных частот низших то-
нов колебаний композитного крыла от угла ориентации ар-
мирующих слоев θ.

в зависимости от угла ориентации слоев армирующего материала θ приведены на
рис. 2–5.

На рис. 2 помимо графиков зависимостей fi = fi(θ) также нанесены графи-
ки зависимостей парциальных собственных частот f̄i = f̄i(θ). Величины парци-
альных собственных частот определялись по «свободным» комплексным модулям
упругости Exx = Exx(θ) и «свободным» комплексным модулям межслойного сдви-
га Gxz = Gxz(θ), Gyz = Gyz(θ), в то время как «свободный» комплексный модуль
сдвига в плоскости армирования Gxy = Gxy(θ) заменялся «чистым» комплексным
модулем сдвига в плоскости армирования Ḡxy(θ) = Gxy(θ)/[1− μxy,x(θ) · μx,xy(θ)],
соответствующим полному запрещению изгибных деформаций при кручении крыла.
Здесь μx,xy(θ), μxy,x(θ) — коэффициенты взаимного влияния первого и второго рода
слоя композита. Понятия «свободных» и «чистых» модулей введены Фойгтом [45].

Совместный анализ всех приведенных зависимостей позволяет заключить, что
изменения угла ориентации армирующих слоев θ ∈ [− 90◦, 90◦] сопровождаются
изменениями функций fi = f(θ), f̄i = f̄i(θ), ηi = ηi(θ), KUi = KUi(θ), KTi =
KTi(θ). При |θ| ∈ [0◦, 45◦] происходит корректировка степени инерционной изгибно-
крутильной связанности собственных форм изгибно-крутильных колебаний крыла
за счет возникающей в обшивке дополнительной упругой изгибно-крутильной свя-
занности.

Показателем повышения или понижения степени инерционной изгибно-
крутильной связанности взаимодействующих мод колебаний является взаимное рас-
положение зависимостей связанных fi = fi(θ) и парциальных f̄i = f̄i(θ) собственных
частот при изменении угла θ. Если на отрезке [θm, θn] (m < n) для пары связан-
ных частот fi(θ), fi+1(θ) (fi(θ) < fi+1(θ)) выполняются неравенства fi(θ) � f̄i(θ) и
fi+1(θ) � f̄i+1(θ) (f̄i(θ) < f̄i+1(θ)), то инерционная изгибно-крутильная связанность
i-й и (i+1)-й мод колебаний крыла понижается. Если на отрезке [θm, θn] для пары
связанных частот справедливы неравенства fi(θ) � f̄i(θ) и fi+1(θ) � f̄i+1(θ), то инер-
ционная изгибно-крутильная связанность i-й и (i+1)-й мод колебаний крыла возрас-
тает. В частности, на отрезке θ ∈ [−10◦, 0◦] справедливы неравенства f1(θ) � f̄1(θ),
f2(θ) � f̄2(θ), следовательно, на нем происходит корректировка собственных форм
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Рис. 3. Зависимость коэффициентов механических потерь низших тонов колебаний композит-
ного крыла от угла ориентации армирующих слоев θ.

Рис. 4. Зависимость коэффициентов упру-
гой связанности низших тонов колебаний ком-
позитного крыла от угла ориентации армирую-
щих слоев θ.

Рис. 5. Зависимость коэффициентов инер-
ционной связанности низших тонов колебаний
композитного крыла от угла ориентации арми-
рующих слоев θ.

изгибно-крутильных колебаний. При θ ≈ −4◦ коэффициент инерционной связанно-
стиKT1(−4◦) = 0 и коэффициент упругой связанностиKU1(−4◦) = 0, т. е. инерцион-
ная изгибно-крутильная связанность первой моды колебаний крыла полностью по-
давлена. Это утверждение также хорошо иллюстрирует график функции η1 = η1(θ)
(рис. 3), подтверждающий вывод о том, что при θ ≈ −4◦ собственная форма пер-
вой моды колебаний крыла чисто изгибная. Дальнейшее убывание угла θ < −4◦

сопровождается изменениями |KT1(θ)| и |KU1(θ)|, которые становятся равны нулю
лишь при θ = −90◦. На этом же отрезке θ ∈ [−90◦, 0◦] |KU2(θ)| �= 0, а функция
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KT2 = KT2(θ) меняет знак при θ ≈ −54◦ не в результате подавления инерционной
изгибно-крутильной связанности аналогичной упругой связанностью, а за счет изме-
нения соотношений между величинами изгибной, крутильной и изгибно-крутильной
жесткостей.

Переходя к анализу результатов на отрезке θ ∈ [0◦, 90◦] отметим, что |KT1(θ)| >
0 при всех значениях θ, за исключением θ = 90◦. Значит, инерционная изгибно-кру-
тильная связанность первой моды колебаний крыла не исчезает. В свою очередь, при
θ ≈ 14◦ KT2(14

◦) = 0, а функция KU2 = KU2(14
◦) достигает глобального экстрему-

ма. Следовательно, при θ ≈ 14◦ собственная форма второй моды колебаний крыла
чисто изгибная. Подавление изгибно-крутильной связанности является результатом
взаимодействия второй и третьей мод колебаний, о чем свидетельствует справедли-
вость неравенств f2(θ) ≥ f̄2(θ), f3(θ) ≤ f̄3(θ) на отрезке θ ∈ [0◦, 19◦]. Увеличение
угла θ > 14◦ сопровождается изменениями |KT2(θ)| и |KU2(θ)|, которые становятся
равны нулю лишь при θ = 90◦.

Процесс подавления изгибно-крутильной связанности более высоких мод коле-
баний описывается аналогично.

4. Обобщая полученные результаты, можно утверждать, что при создании ком-
позитного крыла целесообразно использовать существенно анизотропные материа-
лы, открывающие возможность управления инерционной изгибно-крутильной свя-
занностью колебаний за счет взаимных трансформаций собственных форм взаимо-
действующих мод. Для минимизации объема вычислений при проведении оптими-
зации состава и структуры армирования крыла целесообразно использовать введен-
ные коэффициенты упругой и инерционной связанности, позволяющие существенно
сузить область варьирования углов ориентации армирующих слоев. Анализ резуль-
татов исследования двух структур армирования позволил установить, что полное
подавление инерционной изгибно-крутильной связанности первой моды колебаний
крыла, с которой и связано возникновение флаттера, возможно лишь при отрица-
тельных значениях угла ориентации армирующих слоев.
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The paper discusses the possibility to control coupled bending-twisting vibrations of com-
posite wing by means of the monoclinic structures in the reinforcement of the plating.
Decomposing the potential straining energy and kinetic energy of natural vibration modes
into interacting and non-interacting parts, it became possible to introduce the two coef-
ficients that integrally consider the effect of geometry and reinforcement structure upon
the dynamic response parameters of the wing. The first of these coefficients describes the
elastic coupling of the natural vibration modes, the second coefficient describes the inertial
one. The paper describes the numerical studies showing how the orientation of considerably
anisotropic CRP layers in the plating affects natural frequencies, loss factors, coefficients of
elastic and inertial coupling for several lower tones of natural bending-twisting vibrations of
the wing. Besides, for each vibration mode, partial values of the above mentioned dynamic
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response parameters were determined by means of the relationships for orthotropic struc-
tures where instead of “free” shearing modulus in the reinforcement plant, “pure” shearing
modulus is used. Joint analysis of the obtained results has shown that each pair of bending-
twisting vibration modes has its orientation angle ranges of the reinforcing layers where
the inertial coupling caused by asymmetry of the cross-section profile with respect to the
main axes of inertia decreases, down to the complete extinction, due to the generation of
the elastic coupling in the plating material. These ranges are characterized by the two main
features: 1) the difference in the natural frequencies of the investigated pair of bending-
twisting vibration modes is the minimum and 2) natural frequencies of bending-twisting
vibrations belong to a stretch restricted by corresponding partial natural frequencies of the
investigated pair of vibration modes. This result is of practical importance because it en-
ables approximate analysis of real composite wings with complex geometry in the existing
commercial software packages.
Keywords: composite wing, coupled vibrations, elastic coupling, inertial connectivity, nat-
ural frequency, loss factors.
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ХРОНИКА

23 ноября 2022 г. на заседании секции теоретической механики им. проф.
Н. Н. Поляхова в Доме ученых им. М. Горького (Санкт-Петербург) выступили
ст. преп. А. В. Орехов, канд. хим. наук, доцентЮ.М. Артемьев и канд. физ.-мат.
наук, доцент Г. В. Павилайнен (СПбГУ) с докладом на тему «Математическая
модель фотокаталитической усталости полимерных нанокомпозитов».

Краткое содержание доклада:

Рассматривается математическое моделирование изменения механических
свойств полимерных нанокомпозитов, содержащих фотоактивные компоненты. Ме-
ханизмы процессов фотодеградации связаны с полупроводниковой природой фо-
токатализаторов, которая предполагает возможность их перехода в электрон-воз-
бужденное состояние при поглощении квантов света. Выход из такого состояния
происходит через окислительно-восстановительные реакции с молекулами-соседя-
ми, а эти реакции, в свою очередь, могут вызывать изменения в полимере, которые
снижают его механическую прочность. Под фотокаталитической усталостью (ФКУ)
понимается частный случай фотодеградации этих полимеров, связанный только с
изменением их прочности. Возможным подходом к математическому моделирова-
нию процессов ФКУ может быть использование уравнений для кривых многоцик-
ловой усталости металлов, в которых количество циклов нагружения заменяется
на время экспозиции. Экспериментальные параметры математической модели ФКУ
вычисляются одним из методов Монте-Карло.
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