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Построена математическая модель совместной динамики поверхностных вод и влеко-
мых наносов, в которой учитываются нелинейная динамика жидкости и деформации
дна. Динамика поверхностных вод описывается уравнениями Сен-Венана с учетом
пространственно неоднородного распределения рельефа местности. Перенос влекомых
наносов описывается уравнением Экснера, обобщенным на случай неоднородного рас-
пределения параметров подстилающей поверхности. Для численного интегрирования
уравнений Сен-Венана и Экснера применяется устойчивый и хорошо апробирован-
ный метод CSPH-TVD второго порядка точности, параллельный CUDA-алгоритм ко-
торого реализован в виде программного комплекса «EcoGIS-Simulation» для высоко-
производительных вычислений на суперкомпьютерах с графическими сопроцессорами
(GPU). Проведено гидродинамическое моделирование процессов размыва ограждаю-
щей дамбы реального гидротехнического объекта и затопления прилегающих терри-
торий. Определены параметры прорана ограждающей дамбы и зон затопления, обра-
зовавшихся в результате развития гидротехнической аварии на хвостохранилище. На
основе полученных результатов сделан вывод, что предложенный в работе метод чис-
ленного моделирования совместной динамики поверхностных вод и влекомых наносов
может являться более универсальным и эффективным (обладает существенно лучшей
точностью и производительностью) по сравнению с существующими методиками рас-
чета параметров прорана и зон затопления, особенно для гидродинамических течений
со сложной геометрией на неоднородном рельефе дна.
Ключевые слова: математическое моделирование, уравнения Сен-Венана и Экснера,
вычислительная гидродинамика, метод CSPH-TVD, зоны затопления, мелкая вода,
влекомые наносы, прорыв и размыв дамб, хвостохранилище, параллельные вычисле-
ния, CUDA-алгоритм.

1. Введение. Деформация поверхности дна при слабых течениях сопровожда-
ется образованием структур в виде ряби, волн, рифелей, гряд, дюн и т. д., которые
могут быть отслежены при исследовании донных отложений. В случае сильных те-
чений происходит существенный размыв грунта, например при прорыве дамб, и
образуется канал (проран), который быстро эволюционирует (углубляется и расши-
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ряется) под воздействием возрастающей интенсивности потока воды. К настоящему
времени динамика поверхностных вод и влекомых наносов хорошо изучена как на
основе экспериментальных данных, так и с использованием хорошо известных и
апробированных математических моделей [1–8]. На основе этих моделей разработа-
ны методики (см., например, [9, 10]) по расчету развития гидродинамических ава-
рий на промышленных объектах, возникающих при прорыве ограждающих дамб.
Данные методики используются как основа экспертной оценки безопасности при
проектировании гидротехнических сооружений и определении границ зон затопле-
ния в окрестности промышленных объектов. Как правило, аналитические формулы,
используемые в этих методиках, основаны на решениях упрощенных (линеаризован-
ных и одномерных) уравнений, являющихся некоторыми приближениями исходной
нелинейной двумерной модели динамики поверхностных вод и наносов, что, в свою
очередь, приводит к увеличению погрешности расчетов, ограничению класса реша-
емых задач по геометрии водных объектов и структуре течения, а также требует
больших временных затрат при выборе параметров моделей и нормировочных ко-
эффициентов.

В настоящее время для изучения гидродинамических течений в природных и
технических системах наряду с физическим экспериментом и аналитическими ме-
тодами исследования математических моделей применяется важный и мощный ин-
струмент — вычислительный эксперимент, основанный на численном решении урав-
нений гидродинамики хорошо апробированными методами и применении параллель-
ных технологий для повышения производительности расчетов [11–18].

Цель данной работы — разработка эффективной методики расчета зон затопле-
ния и размыва грунта дамб гидротехнических объектов (хвостохранилищ) с произ-
вольной геометрией на сложном рельефе местности, основанной на прямом числен-
ном интегрировании уравнений нелинейной динамики поверхностных вод и влеко-
мых наносов. В разделе 2 описана математическая модель совместной динамики по-
верхностных вод и влекомых наносов, а в разделе 3 — численный алгоритм и струк-
тура параллельного вычислительного модуля программного комплекса «EcoGIS-
Simulation». Результаты численного моделирования гидродинамической аварии на
реальном гидротехническом сооружении представлены в разделе 4.

2. Математическая модель динамики поверхностных вод и наносов.
Динамика поверхностных вод с учетом основных физических и метеорологических
факторов, влияющих на процессы затопления территорий, описывается системой
уравнений Сен-Венана:

∂H

∂t
+∇⊥ (Hu) = q , (1)

∂(Hu)

∂t
+∇⊥ (Hu⊗ u) = −gH∇⊥η +Hf , (2)

где b — функция рельефа местности; H — толщина слоя поверхностной воды;
η = H + b — уровень свободной водной поверхности; u = {u, v} — вектор скоро-
сти течения поверхностного слоя жидкости; ∇⊥ = {∂/∂x, ∂/∂y} — дифференци-
альный оператор набла в плоскости (x, y); g = 9.81 м/с2 — ускорение свободного
падения. Величина q определяет скорость притока/оттока жидкости за счет дей-
ствия источников/стоков в поверхностном слое воды [19]. Уравнения Сен-Венана
основаны на модели мелкой воды [21], в которой уравнения гидродинамики усред-
няются по вертикальной z-координате в предположении однородной несжимаемой
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жидкости, находящейся в гидростатическом равновесии. Условие гидростатического
равновесия слоя жидкости означает, что мы пренебрегаем вертикальной компонен-
той скорости жидкости, считая ее среднее значение в слое равным нулю, а на сво-
бодной поверхности жидкости задается условие равенства давлений: p(η) = pa, где
p — гидродинамическое давление в жидкости, pa — атмосферное давление. С уче-
том этих предположений из z-компоненты уравнения движения жидкости получаем:
p(z) = pa + �g(η − z), где � = const — плотность жидкости.

В общем случае суммарная удельная сила f , действующая на слой жидкости
в модели мелкой воды, включает силы придонного (fλ) и вязкого турбулентного
трения (fν), Кориолиса (fΩ), ветра (fw) (см., например, [11, 20]).

В рамках стандартной модели квадратичного трения жидкости о дно водоема
величина fλ представима в виде

fλ = −1

2
λu | u | , (3)

где λ = 2gn2
M/H

4/3 — коэффициент гидравлического трения, nM — коэффициент
Маннинга, определяющий уровень шероховатости дна.

Величина удельной силы вязкого турбулентного трения имеет вид

fν =
1

H
∇⊥T̂ , (4)

где T̂ — тензор вязких напряжений с компонентами:

Txx = 2ν H
∂u

∂x
, Tyy = 2ν H

∂v

∂y
, Txy = Tyx = ν H

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
. (5)

Для коэффициента турбулентной вязкости ν в (5) имеем

ν = Cνh
2

√(
∂u

∂x

)2

+

(
∂v

∂y

)2

+
1

2

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)2

, (6)

где Cν � 0.4 — эмпирическая постоянная; h2 — площадь расчетной ячейки.
Удельная сила Кориолиса:

fΩ = (fΩx, fΩ y) = 2 (−vΩcosΘ, uΩ sinΘ) , (7)

где Ω — угловая скорость вращения Земли; Θ — географическая широта.
Удельная сила ветра, действующая на слой жидкости:

fw =
Ca�a
H�

(w − u) | w − u | , (8)

где �a — плотность атмосферы; w = (wx, wy) — скорость ветра; Ca — параметр,
зависящий от состояния водной поверхности (Ca ∼ 10−3).

Динамика наносов описывается уравнением Экснера [22]: (1−ψ)∂b/∂t+∇⊥J = 0,
где величина расхода наносов J в общем случае определяется нелинейной зависи-
мостью от скорости потока поверхностных вод. На неоднородном дне величина J
должна также зависеть и от наклона дна ∇⊥b �= 0 (см., например, работы [5, 7, 8,
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23, 24]) — J = Jb − cJ |Jb|∇⊥b, где Jb — расход наносов на плоском дне, а cJ ≈ 1.5–
5 — эмпирическая постоянная [24], зависящая от типа и состояния грунта. Таким
образом, для моделирования динамики размыва грунта и перемещения влекомых
наносов в донных отложениях получим следующее уравнение:

(1− ψ)
∂b

∂t
+∇⊥Jb = cJ∇⊥ {|Jb|∇⊥b} , (9)

где ψ — пористость донного грунта. Расход наносов на плоском дне будем определять
по формуле Грасса [23]:

Jb =

{
aJ u |u|m, |u| > vcr

0, |u| ≤ vcr
, (10)

где aJ и m — коэффициенты, зависящие от характеристик переносимого материа-
ла; vcr = cv d

1/3
50 H1/6 — критическая (неразмывающая) скорость, определяемая по

формуле Шамова [2], cv ≈ 3.7–6 — эмпирическая постоянная [2], зависящая от типа
и состояния грунта.

Стоящее в правой части (9) слагаемое диффузионного типа связано с допол-
нительным потоком материала грунта на наклонном дне (∇⊥b �= 0), которое обес-
печивает, в частности, наблюдаемое обрушение стенок канала за счет поперечного
к направлению скорости жидкости потока материала грунта. Во многих моделях
при замыкании уравнения Экснера аналитическими соотношениями для расхода
наносов параметр m = 2 (см., например, [5, 6, 8]). Величину AJ можно определить
следующим образом [4, 25]:

AJ =
0.05n3

M

(s− 1)
√
gH d50

, (11)

где s = ρs/ρ — удельная плотность наносов; d50 — медианная крупность наносов;
nM — коэффициент Маннинга [20].

В качестве начальных условий для системы уравнений (1)–(9) задаются: функ-
ция рельефа дна b(x, y, t = 0) = b0(x, y), построение которой рассмотрено в разделе 4;
распределение воды H(x, y, t = 0) > 0 с постоянным уровнем свободной поверхно-
сти η(x, y, t = 0) = η0(x, y) = const и u(x, y, t = 0) = 0 внутри хвостохранилищ,
ограниченных дамбами, а за их пределами — H(x, y, t = 0) = u(x, y, t = 0) = 0.
Кроме того, при моделировании гидротехнической аварии в начальный момент вре-
мени на ограждающих хвостохранилище дамбах вносится возмущение на функцию
рельефа дна (b(x, y, t = 0) = b0(x, y) + b̃(x, y)) для создания начального относитель-
но небольшого прорана (канала), в котором формируется интенсивный поток воды,
разрушающий дамбу и приводящий к затоплению прилегающих территорий.

Гидротехнические объекты размещаются внутри прямоугольной расчетной об-
ласти x ∈ [xmin, xmax] и y ∈ [ymin, ymax], на границах которой задаются условия
свободного протекания: ∇⊥f(x, y, t)|Γ = 0 , где f = {b,H,u}.

3. Численный метод и программная реализация. Для численного инте-
грирования системы уравнений (1)–(9) воспользуемся устойчивым и хорошо апро-
бированным методом CSPH-TVD второго порядка точности, подробно описанным
в работах автора [11, 20] при решении практических задач динамики поверхност-
ных вод на реальном рельефе местности. С учетом транспорта донных наносов,
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описываемых уравнением (9), необходимо обобщить численный алгоритм метода
СSPH-TVD, дополнив вектор консервативных переменных U, потоки F и G, а так-
же вектор источников и сил Φ из [11, 20] новыми величинами. Здесь ограничим-
ся кратким описанием основных этапов СSPH-TVD-алгоритма на декартовой сетке
(xi, yj), уделив внимание только ключевым моментам, связанным с модификацией
метода из-за учета совместной динамики поверхностных вод и влекомых наносов.
Лагранжев этап СSPH-TVD-метода запишем в виде

Ũi,j(t+ τ) = Ui,j(t) + τΦi,j

(
Ũi,j(t+ 0.5τ)

)
, (12)

где τ — шаг интегрирования по времени, а для нахождения величины Φ в момент
времени t+ 0.5τ применяется процедура предиктор-корректор (leapfrog):

U =

⎛⎜⎜⎝
H

Hu

b

⎞⎟⎟⎠ , Φ =

⎛⎜⎜⎜⎝
q

gH∇⊥(H + b) +Hf
1

1− ψ
CJ∇⊥ {|Jb|∇⊥b}

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Аппроксимация пространственных производных в (12) осуществляется в соответ-
ствии с модифицированным SPH-подходом [11].

Эйлеров этап СSPH-TVD-метода можно представить в следующем виде:

Ui,j(t+ τ) = Ũi,j(t+ τ) − τ

h

(
F̄i+1/2,j − F̄i−1/2,j + Ḡi,j+1/2 − Ḡi,j−1/2

)
, (13)

где дробные пространственные индексы i ± 1/2 и j ± 1/2 соответствуют границам
ячеек расчетной сетки; h = Δx = Δy — пространственный размер ячеек; F̄i±1/2,j

и Ḡi,j±1/2 — средние на временном промежутке [t, t+ τ ] значения потоков массы и
импульса вдоль соответствующих направлений (x, y),

F =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Hu

Hu2

Huv
Jbx

1− ψ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , G =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Hv

Huv

Hv2

Jby
1− ψ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Вычисления потоков F̄i±1/2,j и Ḡi,j±1/2 на эйлеровом этапе CSPH-TVD-метода осу-
ществляются на основе модифицированного TVD-подхода [11, 26] и приближенных
методов решения задачи Римана для уравнений мелкой воды (Лакса—Фридрихса —
LF, Хартена—Лакса—Ван Лира — HLL, HLLC) [27, 28].

Условие устойчивости численного алгоритма совместной динамики поверхност-
ных вод и наносов (12), (13), основанного на CSPH-TVD-методе, имеет вид

τ = Kmin

(
h

2 υp
,
h

υs
,
h2

2D

)
, (14)

где 0 < K < 1 — число Куранта; υp = max |u|; υs = max
(|u|+√

gH
)
; D =

max |Jb| /(1 − ψ), а функции max и min вычисляются в момент времени t для всей
пространственной области моделирования. Третий аргумент функции min в (14)

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2023. Т. 10 (68). Вып. 2 361



обеспечивает устойчивость явной численной схемы для дифференциального уравне-
ния параболического типа (9) и дополняет условие устойчивости метода CSPH-TVD
[11] с учетом динамики наносов.

Отметим, что численный алгоритм совместной динамики поверхностных вод и
наносов имеет тот же второй порядок точности, как и CSPH-TVD-метод для урав-
нений Сен-Венана (см. [11]), поскольку для аппроксимации пространственных про-
изводных в уравнении Экснера (9) применяются SPH- и TVD-подходы, обладающие
точностью O(h2), а использование для интегрирования по времени алгоритма пре-
диктор-корректор (leapfrog) обеспечивает точность O(τ2).

При разработке расчетного модуля с рабочим названием «EcoGIS-Simulation»,
предназначенного для моделирования самосогласованной динамики поверхностных
вод и наносов («CUDA-SWD» + «CUDA-SD»), использовалась технология парал-
лельных вычислений CUDA для графических процессоров (GPU). Реализация рас-
четного модуля «EcoGIS-Simulation» на основе параллельной технологии CUDA поз-
воляет эффективно использовать компьютерные платформы (CPU+GPU) и повы-
сить производительность вычислений в сотни раз по сравнению с последовательной
версией на CPU.

CPU — GPU
Передача данных

GPU — CPU
Передача данных

Рис. 1. Потоковая диаграмма для расчетного модуля «EcoGIS-Simulation». Показаны после-
довательность выполнения блоков CUDA-ядер на GPU и потоки данных между CPU и GPU.

На рис. 1 показана структура вычислительного модуля «EcoGIS-Simulation» в
виде потоковой диаграммы, демонстрирующей последовательность выполнения сле-
дующих CUDA-модулей: SWD — вычисление временного шага (14) и расчет дина-
мики поверхностных вод (1), (2) на основе CSPH-TVD-метода, подробное описание
численного алгоритма представлено в работах [14, 17]; SD — расчет динамики нано-
сов (9) на основе обобщенного численного алгоритма CSPH-TVD-метода (12)–(14).

4. Результаты моделирования гидродинамической аварии. Рассмотрим
особенности применения построенной математической модели и разработанного про-
граммного комплекса для моделирования аварий на гидротехнических сооружени-
ях, связанных с размывом дамб и затоплением прилегающих территорий. Для де-
монстрации имитационного моделирования гидродинамических аварий с использо-
ванием нашего программного комплекса было выбрано хвостохранилище Орловской
обогатительной фабрики (ООФ), расположенной на равнине в отсутствии каких-
либо русловых стоков. При решении задачи по прогнозированию динамики развития
гидродинамических аварий необходимо: построить матрицы высот моделируемого
участка местности на основе данных дистанционного зондирования Земли (ДЗЗ),
топографических карт и чертежей территории хвостохранилища; провести модели-
рование гидродинамической аварии в результате частичного разрушения огражда-
ющей дамбы хвостохранилища; определить размеры прорана и скорость потока в
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нем; спрогнозировать развитие потенциальной гидродинамической аварии с опре-
делением зоны затопления и указанием их границ; построить карты распределения
глубины воды и скорости течения в зонах затопления; провести оценку общей площа-
ди и протяженности затопления, оценить площади затопления населенных пунктов,
промышленной и дорожной инфраструктуры.

Описание объекта исследования и исходные данные. Объект исследования —
хвостохранилище Орловской обогатительной фабрики, которое расположено в
140 км северо-западнее от г. Усть-Каменогорск и на 4.5 км западнее промышлен-
ной площадки ООФ (рис. 2, a).

Высотные отметки различных резервуаров (прудков) хвостохранилища ООФ:
A) уровни верхнего яруса ограждающей дамбы 274.5–275 м, дна прудка — 273 м,
у подножия хвостохранилища — 264 м, высота ограждающей дамбы относительно
дна прудка 1.5–2 м; B) уровни верхнего яруса ограждающей дамбы 274.5–277 м, дна
прудка — 273 м, у подножия хвостохранилища — 265 м, высота ограждающей дамбы
относительно дна прудка 1.5–4 м; C) уровни верхнего яруса ограждающей дамбы
270 м, дна прудка — 266 м, у подножия хвостохранилища — 263 м, высота огражда-
ющей дамбы относительно дна прудка 4 м; D) уровни верхнего яруса ограждающей
дамбы 269.5–270 м, дна прудка — 264 м, у подножия хвостохранилища — 263 м,
высота ограждающей дамбы относительно дна прудка 5.5–6 м.

Площадь и объем различных прудков хвостохранилища ООФ: A) на уровне
274 м — 848 тыс. м2 и 738 тыс. м3; B) на уровне 274 м — 281 тыс. м2 и 233 тыс. м3;
C) на уровне 269.5 м — 201 тыс. м2 и 696 тыс. м3; D) на уровне 269 м — 201 тыс. м2

и 967 тыс. м3.

Построение цифровой модели местности. Построение цифровой модели релье-
фа для целей гидродинамического моделирования проводилось в несколько этапов
на основе топографических планов и данных дистанционного зондирования Зем-
ли (SRTM). Сначала строился локальный рельеф хвостохранилища на основе про-

а б

Рис. 2. Положение хвостохранилища ООФ на карте (a). Трехмерная модель (матрица высот)
моделируемого участка местности (б ). Латинскими буквами (A, B, C, D) отмечены различные
резервуары хвостохранилища ООФ.
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ектных планов, который в дальнейшем сшивался с глобальным рельефом (SRTM).
Затем проводилась дополнительная обработка матриц высот для устранения зуб-
чатости рельефа (применялись различные методы сглаживания) и адаптации их к
использованию в расчетном модуле программного комплекса «EcoGIS-Simulation»
(проводилась нарезка матриц и конвертация в обменный формат .grd). В резуль-
тате дополнительной обработки была получена матрица высот 1200× 1200 ячеек с
размером элемента 5 м. Моделируемый участок охватывает территорию 6 × 6 км
(xmin = ymin = 0 м, xmax = ymax = 6000 м).

Таким образом, на основе методов геоинформационного моделирования постро-
ена итоговая цифровая модель рельефа (ЦМР) местности с учетом проектных ре-
шений по реконструкции хвостохранилища ООФ, представленная на рис. 2, б в виде
трехмерной карты высот.

Сценарий гидродинамической аварии. 1. Начальное состояние и сценарий гид-
родинамической аварии. Начальный уровень воды в хвостохранилище ООФ перед
моделированием составляет: для резервуара A — η0 = 274 м (максимальная глубина
прудка 1 м); для резервуара B — η0 = 274 м (максимальная глубина прудка 1 м),
для резервуара C — η0 = 269.5 м (максимальная глубина прудка 3.5 м); для резер-
вуара D — η0 = 269 м (максимальная глубина прудка 5 м). Для задания величины b̃
считаем, что в начальный момент времени в результате механического локального
повреждения (повреждение экскаватором при проведении земляных работ или об-
вала дамбы) формируется канал (траншея) шириной ∼ 5 м (поперек дамбы), длиной
10–20 м (от дна прудка до внешнего края дамбы) и глубиной 1–1.5 м от верхней от-
метки дамбы, формируя таким образом канал с водным потоком прорыва глубиной
порядка метра. Далее в результате воздействия потока воды происходят размыв дна
канала и обрушение боковых стенок канала с образованием естественного откоса.
После образования прорана селевой поток (смесь воды и грунта) устремляется к
подножию дамбы и впоследствии образует зону затопления в окрестности хвосто-
хранилища ООФ. При моделировании динамики затопления рассмотрены несколько
вариантов (моделей) формирования прорана на различных участках дамб резерву-
аров A, B, C, D хвостохранилища ООФ: модель A — на восточной части дамбы
резервуара A; модель B — на южной части дамбы резервуара B; модель C — на юж-
ной части дамбы резервуара C; модель D — на западной части дамбы резервуара D.

2. Параметры дамбы для моделирования размыва и затопления. Верхние ярусы
дамб, которые будут размываться, состоят из насыпных грунтов (хвостов). Пара-
метры грунтов, используемые в моделировании размыва дамбы и затопления, сле-
дующие: медианная крупность d50, пористость ψ, плотность частиц грунта ρ. По
данным инженерно-геологических исследований для основной фракции дамбы име-
ем: ψ = 0.5, ρ = 3.8 г/см3, d50 = 0.031 мм.

Средняя объемная доля первой фракции на верхних ярусах дамбы порядка
75%. В результате механического воздействия и последующего обрушения грунта
по бокам канала основная фракция может перемешиваться с другими более круп-
ными фракциями (песок, щебень), среднее значение медианной крупности которых
d50 � 1 мм. В численных расчетах для полученной смеси фракций при нормальных
условиях примем d50 = 0.273 мм, nM = 0.02, cJ = 1.5 и cv = 4.4 (см., например,
[24, 25]).

Расчет образования прорана. Численное моделирование процесса разрушения
дамбы в результате развития гидродинамической аварии на хвостохранилище ООФ
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Рис. 3. Структура прорана дамбы хвостохранилища ООФ на конечной стадии
развития гидродинамической аварии в различных моделях. Положение контрольных
точек показано красным символом.

проводилось на основе алгоритма самосогласованной динамики затопления и размы-
ва грунта (12)–(14). Время моделирования составляло 24 ч от момента возникнове-
ния аварии. За это время резервуары A, B, C, D хвостохранилища ООФ полностью
опустошаются. Результаты расчетов для моделей A, B, C, D приведены на рис. 3–4.

Структура сформировавшихся в процессе развития гидродинамической аварии
на хвостохранилище ООФ проранов показана на рис. 3. Из рисунка видно, что поток
воды и размывает дно канала, созданного в результате механического локального
повреждения, и приводит к обрушению боковых стенок канала, увеличивая также
и его ширину. На рис. 3 хорошо заметны намывные структуры внутри хвостохрани-
лища и снаружи, которые возникают в результате оседания и переноса грунта дамб.
Ширина образовавшегося в процессе размыва дамб прорана составляет 25–50 м: A —
30–35 м, B — 25–30 м, C и D — 45–50 м.

С ростом размера прорана увеличиваются скорость и глубина образовавшегося
селевого потока (смеси воды и грунта), что в свою очередь приводит к еще больше-
му размыву грунта в области прорана и быстрому увеличению объемного расхода
воды. Временная зависимость объемного расхода водыQ(t), вытекающего через про-
ран ограждающей дамбы хвостохранилища, показана на рис. 4, a. Для моделей A и
B величина Q достигает максимального значения ∼ 40–50 м3/с через 100–120 мин
после прорыва дамбы. Кроме того, в модели A на временах 320–340 мин хорошо за-
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Рис. 4. Характеристики прорана дамбы в зависимости от времени для различных моделей.
Показаны: a — объемный расход воды, вытекающей через проран дамбы; уровень дна б, скорость в
и глубина потока г в контрольной точке (см. рис. 3).

метен второй максимум со значением Qmax ≈ 25 м3/с, который связан с размывом
канала внутренней дамбы, разделяющей резервуар A на две части, и увеличением
сброса за счет быстрого притока воды из внутреннего резервуара. Модели C и D
характеризуются более быстрым размывом дамб и существенно большей величиной
объемного расхода воды через образовавшийся проран, что обусловлено большей
глубиной воды в прудке и геометрической структурой дамб, которые имеют мень-
шую ширину и больший уклон. Максимальный уровень сброса (расхода) воды со
значениями Qmax ≈ 350–500 м3/с достигается к моменту времени t ≈ 40 мин в
моделях C и D соответственно.

На рис. 4, б–г показаны временные зависимости параметров потока в окрестно-
сти контрольных точек, отмеченных на рис. 3 красными крестиками. В моделях A и
B происходит плавный процесс размыва грунта и за время tp ≈ 120–140 мин уровень
дна канала в проране опускается на 4 м до отметки 269 м (рис. 4, б ). На временах
t > tp вода продолжает вытекать из прудков не размывая грунт, так как скорость по-
тока оказывается меньше критической (неразмывающей) скорости vcr (рис. 4, в, г).
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Максимальные значения скорости и глубины потока для моделей A и B составляют
5 м/c и 0.5–1 м соответственно. В моделях C и D происходит более интенсивный
размыв грунта с быстрым уменьшением уровня дна канала в проране за ∼ 40 мин.
Для модели C уровень дна канала в проране опускается на 6 м, а в D — на 7.5 м. На
временах 40 мин < t < tp ≈ 100 мин уровень дна канала в проране в этих моделях
увеличивается на 1.5 м за счет обрушения боковых стенок канала. Максимальные
значения скорости и глубины потока для моделей C и D составляют 7 м/c и 3.3–4 м
соответственно.

Расчет зон затопления. В процессе размыва ограждающей дамбы хвостохра-
нилища ООФ формируется широкий и глубокий канал (проран), через который об-
разовавшийся селевой поток устремляется к подножию дамбы и приводит к затоп-
лению прилегающих территорий. Результаты гидродинамического моделирования и
расчета зон затопления для различных моделей представлены на рис. 5–6.

На рис. 5 показаны временные зависимости объема воды в хвостохранилище
ООФ V (t) и площади затопления S(t) прилегающих к дамбам территорий. В моде-
лях B, C, D полное опустошение прудков хвостохранилища ООФ происходит менее
чем за 4 ч. Для модели A через 4 ч после начала прорыва объем воды в хвостохра-
нилище уменьшается приблизительно наполовину, а через 16 ч в хвостохранилище
остается менее 5 тыс. м3, при этом глубина воды в хвостохранилище оказывается
меньше 5 см. Как видно из рис. 5, б, площади затопления в моделях C, D практи-
чески совпадают и составляют ∼ 4 км2. Несмотря на то что объем воды в пруд-
ке A почти в три раза больше, чем в прудке B, площадь затопления в модели A
оказывается приблизительно в 2.5 раза меньше, чем в модели B. Это обусловлено
особенностями рельефа прилегающих к дамбам территорий. На восточной стороне
имеется ограниченная с севера дорожной насыпью котловина, в которую и вылива-
ется весь объем воды в модели A, а с южной и западной сторон хвостохранилища
рельеф приблизительно равнинный и не ограничен насыпями.

а б
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Рис. 5. Зависимость объема воды от времени в прудке хвостохранилища (a) и площадь затоп-
ления (б ) для различных моделей.

В технических приложениях границы зон потенциального затопления террито-
рий определяются по максимальному значению глубины воды в расчетных ячейках
за все время моделирования. Расчетные границы зон затопления прилегающих к

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2023. Т. 10 (68). Вып. 2 367



x, км

H
, 

м

y,
 к

м

x, км

H
, 

м

y,
 к

м

x, км

H
, 

м

y,
 к

м

x, км

H
, 

м

y,
 к

м

Рис. 6. Распределение максимальной глубины воды в зоне затопления для различных моде-
лей (A, B, C, D). Граница затопления выделена красной линией.

хвостохранилищу ООФ территорий для различных моделей (A, B, C, D) показаны
на рис. 6. Распределение глубин в зонах затопления отображается различным полу-
прозрачным цветом. Минимальное значение глубины воды, по которому строилась
граница затопления, составляет 0.05 м (цвет границы красный).

Общая характеристика зон затопления для различных расчетных моделей:
Модель A — затапливается только территория, прилегающая к хвостохранили-

щу с восточной стороны. Зона затопления ограничена на севере дорожной насыпью.
Максимальная площадь затопления составляет 1.2 км2, максимальная глубина во-
ды — 2.5 м, максимальная скорость течения — 2.8 м/с.

Модель B — затапливаются территории, прилегающие к ООФ с южной и запад-
ной сторон. Максимальная площадь затопления составляет 2.5 км2, максимальная
глубина воды — 1.3 м, максимальная скорость течения — 1.7 м/с.

Модель C — также затапливаются территории, прилегающие к ООФ с южной
и западной сторон. Максимальная площадь затопления составляет 4.1 км2, макси-
мальная глубина воды — 2.3 м, максимальная скорость течения — 5.7 м/с.

Модель D — затапливается только территория, прилегающая к хвостохрани-
лищу с западной стороны. Максимальная площадь затопления составляет 4.2 км2,
максимальная глубина воды — 2.2 м, максимальная скорость течения — 7 м/с.

В зонах затопления для моделей A, B, C, D отсутствует промышленная и жилая
инфраструктура. Затапливаются только дороги протяженностью 1.5, 1.4 и 0.8 км в
моделях A, B, C соответственно.
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5. Выводы. В заключение сформулируем основные результаты работы и обсу-
дим области их возможного практического применения.

Построенная математическая модель самосогласованной динамики поверхност-
ных вод и влекомых наносов позволяет рассматривать гидродинамические течения
в окрестности водоемов произвольной геометрии с учетом неоднородного распре-
деления параметров подстилающей поверхности (донных отложений и грунтов),
различные типы течений в селевых потоках (смеси воды и грунта) при размыве
грунта ограждающих дамб, включая как продольный перенос наносов, так и по-
перечный, связанный с обрушением боковых стенок канала в образовавшемся про-
ране. Модель основана на уравнениях Сен-Венана, описывающих динамику поверх-
ностных вод в приближении теории мелкой воды, и уравнении Экснера, описыва-
ющего динамику влекомых наносов на наклонном дне. Представленный в работе
численный алгоритм (лагранжево-эйлеров метод CSPH-TVD) решения задачи са-
мосогласованной динамики поверхностных вод и влекомых наносов является услов-
но устойчивым для широкого диапазона возможных скоростей потока, имеет вто-
рой порядок точности O(τ2, h2) и является двухшаговым типа предиктор-коррек-
тор. Устойчивость алгоритма, т. е. отсутствие осцилляций, в численном решении
достигается благодаря применению TVD-подхода и приближенных методов реше-
ния задачи Римана при вычислении гидродинамических потоков. Существуют и
другие устойчивые численные методы решения уравнений типа Экснера, имеющие
второй порядок точности [16, 29, 30]. На основе построенной численной модели раз-
работан параллельный CUDA-алгоритм, реализованный в виде программного ком-
плекса для суперкомпьютеров с GPU с рабочим названием «EcoGIS-Simulation»,
и проведено гидродинамическое моделирование размыва грунта дамб и затопле-
ния прилегающих территорий при возникновении аварийных ситуаций на реальном
гидротехническом объекте — хвостохранилище ООФ. Определены размеры, глуби-
на и скорость потока в образовавшемся проране ограждающей дамбы. Построены
границы зон затопления прилегающих к хвостохранилищу территорий, определены
общая площадь и протяженность затопления промышленной и дорожной инфра-
структуры.

Отметим, что методики расчета образования прорана в процессе размыва и
разрушения дамб (см., например, [9, 10]), основанные на аналитических решениях
упрощенных (линеаризованных и одномерных) уравнений динамики поверхностных
вод и влекомых наносов, в общем случае, т. е. для реальной местности со сложной
геометрией водных объектов и неоднородного распределения параметров подсти-
лающей поверхности, являются существенно менее точными и более затратными
по сравнению с предложенной в работе универсальной методикой численного мо-
делирования самосогласованной динамики поверхностных вод и влекомых наносов.
С учетом неоднородного распределения параметров реальных грунтов, сложной гео-
метрии водных объектов, нестационарности потока воды и нелинейных эффектов,
возникающих при взаимодействии гидродинамических потоков поверхностных вод
и влекомых наносов, погрешность упрощенного подхода [10] может существенно воз-
расти и привести к некорректным (неадекватным) оценкам параметров прорана и
границ зон затопления. Кроме того, применение в наших численных моделях высо-
копроизводительных параллельных вычислений на суперкомпьютерах с GPU позво-
ляет эффективно рассчитывать динамику зон затопления и размыва подстилающей
поверхности (грунта) на обширных территориях с высоким пространственным раз-
решением.
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Для определения точности и пределов применимости рассматриваемой в ра-
боте модели самосогласованной динамики поверхностных вод и влекомых наносов
требуется проведение как натурных экспериментов с реальными грунтами, так и
модельных численных расчетов на основе полной трехмерной гидродинамики мно-
гослойных сред.
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A mathematical and numerical model of the joint dynamics of surface water and traction
sediment is built, which takes into account the nonlinear dynamics of fluid and bottom de-
formation. The dynamics of surface waters is described by the equations of Saint-Venant,
taking into account the spatially inhomogeneous distribution of the terrain. The transport
of sediment loads is described by the nonlinear Exner equation, generalized to the case of a
spatially inhomogeneous distribution of the parameters of the underlying surface. For the
numerical integration of the Saint-Venant and Exner equations, a stable and well-tested
CSPH-TVD method of the second order of accuracy is used, the parallel CUDA algorithm
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of which is implemented as a software package “EcoGIS-Simulation” for high-performance
computing on supercomputers with graphic coprocessors (GPU). Hydrodynamic modeling
of the processes of erosion of the enclosing dam of a real hydraulic facility and flooding of
adjacent territories has been carried out. The parameters of the penetration of the enclosing
dam and flooding zones, formed as a result of the development of a hydraulic accident at
the tailing dump, have been determined. Based on the results obtained, it was concluded
that the proposed method for numerical modeling of the joint dynamics of surface water
and traction sediment can be more universal.
Keywords: mathematical modeling, Saint-Venant and Exner equations, computational fluid
dynamics, CSPH-TVD method, flood zones, shallow water, entrained sediment, dam break-
through and erosion, tailing dump, parallel computing, CUDA algorithm.
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