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Получены новые результаты об асимптотическом поведении вероятностей больших
уклонений комбинаторных сумм независимых случайных величин, удовлетворяющих
условию Линника. Найдена зона, в которой вероятности больших уклонений эквива-
лентны хвосту стандартного нормального закона. Ранее подобные результаты были
получены автором при выполнении условия Бернштейна. При доказательстве новых
результатов использован метод усечений.
Ключевые слова: вероятности больших уклонений, комбинаторная центральная пре-
дельная теорема, комбинаторная сумма.

1. Введение. Пусть {(Xnij), 1 � i, j � n, n = 2, 3, . . .} — последователь-
ность матриц независимых случайных величин, а {�πn = (πn(1), πn(2), . . . , πn(n)),
n = 2, 3, . . .} — последовательность случайных перестановок чисел 1, 2, . . . , n. Пусть
�πn имеет равномерное распределение на множестве всех перестановок 1, 2, . . . , n и не
зависит от (Xnij) для любого n. Определим комбинаторную сумму Sn соотношением

Sn =

n∑
i=1

Xniπn(i).

Отметим, что если распределения Xnij совпадают для всех 1 � j � n при всех n,
то Sn имеет такое же распределение, как сумма независимых случайных величин.
Этот случай хорошо исследован, но его следует принимать во внимание при оценке
оптимальности полученных результатов.

При определенных условиях последовательность распределений нормализован-
ных комбинаторных сумм слабо сходится к нормальному закону. Любой подобный
результат называется комбинаторной центральной предельной теоремой (ЦПТ). Ис-
следования в этом направлении начались давно. Комбинаторной ЦПТ посвящены
работы Вальда и Вольфовица [1], Нётера [2], Хёффдинга [3], Мото [4], Колчина и
Чистякова [5]. Позднее были получены неасимптотические оценки типа неравенств
Берри—Эссеена и Эссеена. Подобные результаты получены Больтхаузеном [6], фон
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Баром [7], Хо и Ченом [8], Голдстейном [9], Неммани и Санторнчостом [10], Нем-
мани и Ратанавонгом [11], Ченом, Голдстейном и Шао [12], Ченом и Фангом [13],
Фроловым [14, 15], а для случайного числа слагаемых — Фроловым [16].

Оценки в ЦПТ дают возможность получить асимптотику вероятностей больших
уклонений в логарифмических зонах. Обычно в этом случае говорят об умеренных
уклонениях. Такие результаты для комбинаторных сумм были получены автором
в [17].

В работе автора [18] впервые были получены результаты об асимптотическом
поведении вероятностей больших уклонений комбинаторных сумм в степенных зо-
нах. Там предполагалось, что случайные величины удовлетворяют некоторому ана-
логу условия Бернштейна. За исключением отдельных частных случаев комбина-
торные суммы не имеют независимых приращений. Поэтому классические методы
теории суммирования независимых случайных величин трудно использовать. В [18]
были получены оценки производящей функции моментов и ее логарифмических про-
изводных самой нормированной комбинаторной суммы, а не отдельных слагаемых.
Это и позволило получить соответствующие результаты.

Условие Бернштейна — это одна из форм условия существования экспоненци-
ального момента. Естественной задачей является получение новых результатов об
асимптотике вероятностей больших уклонений при его нарушении. Этому и посвя-
щена настоящая работа. Мы заменим условие Бернштейна более слабым условием
Линника. Для доказательства результатов мы будем использовать метод усечений.

2. Результаты. Пусть {(Xnij), 1 � i, j � n, n = 2, 3, . . .} — последовательность
матриц независимых случайных величин такая, что

n∑
i=1

EXnij =

n∑
j=1

EXnij = 0 (1)

для любого n. Пусть {�πn = (πn(1), πn(2), . . . , πn(n)), n = 2, 3, . . .} — последователь-
ность случайных перестановок чисел 1, 2, . . . , n. Предположим, что �πn имеет рав-
номерное распределение на множестве перестановок Pn и не зависит от (Xnij) для
любого n.

Положим

Sn =

n∑
i=1

Xniπn(i).

Несложно проверить, что

ESn = 0, DSn = ES2
n − (ESn)

2 =
1

n− 1

n∑
i,j=1

(EXnij)
2 +

1

n

n∑
i,j=1

DXnij .

Таким образом, условие (1) обеспечивает центрированность комбинаторных сумм.
Делая замену DXnij = EX2

nij − (EXnij)
2 в последней формуле, мы получим

DSn =
1

n(n− 1)

n∑
i,j=1

(EXnij)
2 +

1

n

n∑
i,j=1

EX2
nij .
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Если DSn → ∞, то главной частью дисперсии будет нормированная сумма вторых
моментов

Bn =
1

n

n∑
i,j=1

EX2
nij .

Поэтому в дальнейшем {Bn} будет использоваться в качестве нормирующей после-
довательности для Sn.

Далее мы будем предполагать, что у слагаемых существуют все моменты. По-
ложим

γn = max

⎧⎨⎩max
i,j

√
n√
Bn

E|Xnij |, max
i

n∑
j=1

EX2
nij

Bn
, max

j

n∑
i=1

EX2
nij

Bn
,

n∑
i,j=1

E|Xnij |3√
nB

3/2
n

⎫⎬⎭ . (2)

Отметим, что γn � 1. Это следует из того, что nBn =
n∑

i,j=1

EX2
nij � nmax

i

n∑
j=1

EX2
nij .

Следующий результат был получен в работе автора [18].

Теорема 1. Пусть {Mn} — неубывающая последовательность положитель-
ных постоянных такая, что для s = 1, 2, 3 неравенства∣∣EXk

nij

∣∣ � Dk!Mk−s
n E|Xnij |s (3)

выполняются для всех k � s, всех 1 � i, j � n и всех n � 2, где D — абсолютная
положительная постоянная.

Тогда для любой последовательности вещественных чисел {un} такой, что
un → ∞, u3n = o(

√
n/γn) и un = o(

√
Bn/Mn) при n→ ∞, выполняется соотношение

P
(
Sn � un

√
Bn

)
∼ 1− Φ(un) при n→ ∞, (4)

где Φ(x) — стандарная нормальная функция распределения.

Условие u3n = o(
√
n/γn) является естественным для соотношения (4), представ-

ляющего собой точную (не логарифмическую) асимптотику больших уклонений. Ес-
ли предположить, что все Xnij распределены одинаково, то это условие превратится
в оптимальное условие un = o(n1/6).

Условие (3) аналогично условию Бернштейна, являющемуся формой экспонен-
циального моментного условия. В [18] приведены некоторые варианты этого усло-
вия, а также примеры случайных величин, удовлетворяющих условию теоремы 1. В
частности, к ним относятся ограниченные случайные величины. В последнем случае
одним из важных примеров комбинаторной суммы является коэффициент ранговой
корреляции Спирмена.

Наш главный результат — следующая теорема. В ней условие Бернштейна за-
меняется более слабым условием Линника, что расширяет область ее применимо-
сти. Например, распределение Вейбулла с параметром α, возникающее, в частности,
как предельное распределение в теории экстремальных порядковых статистик, при
α < 1 удовлетворяет условию Линника, но не удовлетворяет условию Бернштейна.

Теорема 2. Пусть для некоторого β ∈ (0, 1) неравенства

Ee|Xnij|β � CE|Xnij |s (5)
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выполняются для s = 1, 2, 3, всех 1 � i, j � n и всех n � 2, где C — абсолютная
положительная постоянная.

Пусть {un} — последовательность вещественных чисел такая, что un → ∞,
u3n = o(

√
n/γn), un = o(B

β/(2(2−β))
n ) и ln(ncn + 1) = o(uβnB

β/2
n ) при n→ ∞, где

cn =
1

n
max
i

n∑
j=1

ϕnij +
1

n
max
j

n∑
i=1

ϕnij +
1

n2

n∑
i,j=1

ϕnij ,

ϕnij = Ee|Xnij |βI{|Xnij | � un
√
Bn}.

Тогда выполняется соотношение (4).
Условие (5) выполнено, если для любого i, j, n случайная величина Xnij может

иметь одно из k заданных распределений. Кроме того, если существуют положи-
тельные постоянные A и B такие, что Ee|Xnij|β � A и E|Xnij |s � B для всех i, j, n и
s, то условие (5) выполнено.

Если Xnij одинаково распределены для всех i, j, n, то по теореме 2 соотноше-
ние (4) будет выполнено при un = o(nα), где α = min{1/6, β/(2(2− β))}. Из работы
Линника [19] известно, что в этом случае при β ∈ (0, 1/2] условие Линника явля-
ется оптимальным для выполнения соотношения (4) в зоне un = o(nβ/(2(2−β))), а
при β > 1/2 для этого требуются дополнительные условия. Таким образом, условия
теоремы 2 неулучшаемы в этом случае.

Замечание 1. Заключение теоремы 2 остается справедливым при β = 1. При
этом нужно заменить cn нулем.

3. Доказательства. Перейдем к доказательствам наших результатов.
Доказательство теоремы 2. Положим yn = un

√
Bn, Xnij = XnijI{|Xnij | <

yn}, X̃nij = XnijI{|Xnij | � yn} и Tn =
n∑
i=1

Xniπn(i). Пусть B0 =
n⋂
i=1

{Xniπn(i) =

Xniπn(i)} и B1 =
n⋃
i=1

{Xniπn(i) �= Xniπn(i)}. Мы имеем

P(Sn � yn) = P({Sn � yn} ∩B0) +P({Sn � yn} ∩B1) � P(Tn � yn) +P(B1) �

� P(Tn � yn) +

n∑
i=1

P(|Xniπn(i)| � yn) = P(Tn � yn) +
1

n

n∑
i,j=1

P(|Xnij | � yn).

Аналогично мы получим

P(Tn � yn) � P(Sn � yn) +
1

n

n∑
i,j=1

P(|Xnij | � yn).

Следовательно, выполняется неравенство

|P(Sn � yn)−P(Tn � yn)| � 1

n

n∑
i,j=1

P(|Xnij | � yn). (6)

Для всех 1 � i, j � n положим anij = EXnij , σ2
nij = DXnij ,

ani. =
1

n

n∑
j=1

anij , an.j =
1

n

n∑
i=1

anij , an.. =
1

n2

n∑
i,j=1

anij , μnij = ani. + an.j − an...

Обозначим Ynij = Xnij − μnij , Rn =
n∑
i=1

Yniπn(i), Bn = 1
n

n∑
i,j=1

EY 2
nij .
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Покажем сначала, что выполняется соотношение

P(Rn � un

√
Bn) ∼ 1− Φ(un) при n→ ∞. (7)

Для этого мы применим теорему 1, а при проверке ее условий мы используем сле-
дующий результат.

Лемма 1. Пусть y > 0, β ∈ (0, 1), μ ∈ (−1, 1), α > 0 и a ∈ (0, 1). Пусть X —
случайная величина и X = XI{|X | < y}. Предположим, что Ee|X|β � αE|X − μ|s
при s = 1, 2, 3 и |μ| �M ln 2, где M = y1−β/a.

Тогда
|E(X − μ)k| � C(a, β)αk!Mk−sE|X − μ|s

для всех k > s при s = 1, 2, 3, где C(a, β) = 8(2 + 31/β((1 − a)β)−1/β).

Доказательство. Для всех z из круга |z| � ayβ−1 = 1/M и s = 1, 2, 3 мы
имеем

|E(X − μ)sez(X−μ)| � E|X − μ|se|z|(|X|+|μ|) � 2s−1e|z||μ|E(|X|s + |μ|s)e|z||X| �
� 8E(|X |s + 1)e|z||X|βy1−β � 8E|X |sea|X|β + 8Eea|X|β �
� 8Ee|X|β sup

x�0
xse(a−1)xβ

+ 8Ee|X|βI{|X | < y}+ 8P(|X | � y) �

� 8

(
s1/β

((1 − a)β)1/β
+ 2

)
Ee|X|β � C(a, β)αE|X − μ|s.

В силу неравенств Коши для коэффициентов разложения аналитической функции
E(X − μ)sez(X−μ) мы получаем требуемое. �

Покажем, что условие (3) выполнено для Ynij сMn = y1−βn /a. Учитывая условие
(5), нам достаточно показать, что |μnij | �Mn ln 2 и E|Xnij |s � αE|Xnij − μnij |s при
s = 1, 2, 3.

Функции xe−x
β

, x2e−x
β

и x3e−x
β

убывают при x � x0 > 0. Далее мы считаем,
что yn > x0.

Принимая во внимание условие (1), для всех i мы имеем

n|ani.| � |
n∑
j=1

EXnij | = |
n∑
j=1

EX̃nij | �
n∑
j=1

E|Xnij |I{|Xnij | � yn} � yne
−yβn

n∑
j=1

ϕnij . (8)

Аналогично мы получим

n|an.j | � yne
−yβn

n∑
i=1

ϕnij для всех j и n2|an..| � yne
−yβn

n∑
i,j=1

ϕnij . (9)

Следовательно,

max
i,j

|μnij | � cnyne
−yβn = εn = o(1). (10)

Далее, для s = 1, 2, 3 и всех i и j неравенства

E|X̃nij |s = E|Xnij |sI{|Xnij| � yn} � ysne
−yβnϕnij �

� y3ne
−yβnCE|Xnij |s � 0.05E|Xnij|s,
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|μnij |s � 0.05C−1 � 0.05C−1Ee|Xnij|β � 0.05E|Xnij|s (11)

выполнены для всех достаточно больших n. Поэтому

E|Xnij |s � 3s−1(E|Xnij − μnij |s +E|X̃nij |s + |μnij |s) � 9E|Xnij − μnij |s + 0.9E|Xnij|s.
Отсюда следует, что E|Xnij |s � 90E|Xnij − μnij |s. Кроме того, E|Xnij − μnij |s �
4(E|Xnij |s+ |μnij |s) � 5E|Xnij |s. Таким образом, для s = 1, 2, 3 и всех i и j неравен-
ства

0.2E|Xnij − μnij |s � E|Xnij |s � 90E|Xnij − μnij |s (12)

выполнены для всех достаточно больших n. Следовательно, по лемме 1 условие (3)
выполнено для Ynij с Mn = y1−βn /a.

Оценим теперь разность дисперсий Bn и Bn. Мы имеем

Bn −Bn =
1

n

n∑
i,j=1

(EX2
nij −EY 2

nij) =
1

n

n∑
i,j=1

(EX2
nij −E(Xnij − μnij)

2) =

=
1

n

n∑
i,j=1

(EX̃2
nij − 2μnijEXnij + μ2

nij) =

=
1

n

n∑
i,j=1

EX̃2
nij −

2

n

n∑
i,j=1

μnijanij +
1

n

n∑
i,j=1

μ2
nij .

Далее,

1

n

n∑
i,j=1

μnijanij =
1

n

n∑
i,j=1

ani.anij +
1

n

n∑
i,j=1

an.janij − an..
1

n

n∑
i,j=1

anij =

=
n∑
i=1

a2ni. +
n∑
j=1

a2n.j − na2n..

В силу соотношений (8)–(11) мы получим

n∑
i=1

a2ni. � nε2n,
n∑
j=1

a2n.j � nε2n, na2n.. � nε2n,
n∑

i,j=1

μ2
nij � n2ε2n,

n∑
i,j=1

EX̃2
nij � ynn

2εn. (13)

Следовательно,

|Bn −Bn| � 8ynnεn.

Кроме того,

ynnεn(1 − Φ(un))
−1 = exp{−yβn + 2 ln yn + ln(ncn) +

u2n
2

+ ln
(√

2πun

)
} =

= exp{−yβn + o(uβnB
β/2
n )} → 0 при n→ ∞. (14)
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В частности, Bn ∼ Bn. Учитывая неравенства (12), мы заключаем, что величина γ,
определенная по формуле (2) с заменой Xnij на Ynij , удовлетворяет соотношению
γn = O(γn) при n→ ∞.

По теореме 1 соотношение (7) выполнено для любой последовательности ве-
щественных чисел {un} такой, что un → ∞, u3n = o(

√
n/γn) = o(

√
n/γn) и

un = o(
√
Bn/Mn) = o(B

β/(2(2−β))
n ) при n→ ∞.

Далее, мы имеем

P(Tn � yn) = P(Rn + nan.. � yn) = P(Rn � vn

√
Bn),

где

vn =
yn − nan..√

Bn
=
un

√
Bn +O(ynnεn) +O(nεn)√

Bn
∼ un при n→ ∞.

Так как

v2n
2

=
u2n(Bn +O(ynnεn)) +O(un

√
Bnnεn)

2Bn
=
u2n
2

+ o(1) при n→ ∞,

мы заключаем, что 1− Φ(vn) ∼ 1− Φ(un) при n→ ∞. Учитывая (7), мы получим

P(Tn � yn) = P(Rn � vn

√
Bn) ∼ 1− Φ(un) при n→ ∞.

Из неравенств (6) и (13) и соотношения (14) следует, что

P(Sn � yn) = P(Tn � yn) +O(ynnεn) = (1− Φ(un))(1 + o(1)) при n→ ∞.

Теорема полностью доказана. �
Доказательство замечания 1. Если β = 1, то по лемме 1 с X = X и

μ = 0 (усечение и центрирование в этом случае не требуются) условие (3) выпол-
нено с Mn = 1/a. Замечание 1 следует из теоремы 1. Условия на cn в этом случае
излишни. �

Автор выражает благодарность рецензентам за ряд полезных замечаний, спо-
собствовавших улучшению текста статьи.
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