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В статье получены неравенства для производных рациональных функций с заданны-
ми полюсами и ограниченными нулями, уточняющие и обобщающие известные клас-
сические результаты. Вместо предположения о том, что рациональная функция r(z) с
заданными полюсами имеет в начале координат нуль порядка s, предполагается, что
функция имеет нуль кратности s в любой точке внутри единичной окружности, тогда
как остальные нули находятся внутри или вне круга радиуса k. Помимо обобщения
некоторых неравенств для рациональных функций в статье как частные случаи уточ-
няются полиномиальные неравенства.
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1. Введение. Пусть Pn — класс всех комплексных полиномов p(z) :=
n∑
j=0

cjz
j

степени не более n. Пусть для положительного действительного числа k Dk обозна-
чает область внутри δDk := {z : |z| = k}, а Dk является замыканиемDk. В частности,
мы пишем D вместо D1 иM(f, 1) для max

z∈δD
|f(z)|. Положим для aj ∈ C, j = 1, 2, . . . , n

w(z) :=

n∏
j=1

(z − aj); B(z) :=
n∏
j=1

(
1− ajz

z − aj

)
и

Rn = Rn(a1, a2, . . . , an) :=

{
p(z)

w(z)
: p ∈ Pn

}
.

Таким образом,Rn — это множество всех рациональных функций с полюсами не
более чем a1, a2, . . . , an и с конечным пределом в ∞. Во всей статье предполагается,
что aj ∈ C\D. Далее заметим, что B(z) ∈ Rn. Если p ∈ Pn и p′ является производной
от p, то

M(p′, 1) ≤ nM(p, 1). (1)

(1) — известное точное неравенство Бернштейна (для справки см. [1, 2]). Если мы
ограничимся классом полиномов p ∈ Pn таких, что p(z) �= 0 при z ∈ D, то нера-
венство (1) можно уточнить. На самом деле, Эрдош предположил, а впоследствии
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Лакс доказал [3], что если p(z) не обращается в нуль в D, то

M(p′, 1) ≤ n

2
M(p, 1). (2)

Туран показал [4], что в случае, если p(z) не обращается в нуль в C\D,

M(p′, 1) ≥ n

2
M(p, 1). (3)

Для многочленов p ∈ Pn, с p(z) �= 0, z ∈ Dk, k ≥ 1 Маликом [5] доказано

M(p′, 1) ≤ n

1 + k
M(p, 1), (4)

где в случае p(z) �= 0, z ∈ C\Dk, k ≤ 1, им получено неравенство

M(p′, 1) ≥ n

1 + k
M(p, 1). (5)

Азиз и Шах [6] обобщили (5) и доказали, что если p(z) имеет все нули в Dk, k ≤ 1,
с s-кратными нулями в начале координат, то

M(p′, 1) ≥ n+ sk

1 + k
M(p, 1). (6)

В литературе [7–9] существуют улучшения и обобщения приведенных выше резуль-
татов. Ли, Мохапатра и Родригес [8] распространили неравенства (1)–(3) на раци-
ональные функции r ∈ Rn с заданными полюсами a1, a2, . . . , an с заменой zn на
произведение Бляшке B(z). Расширенные варианты этих неравенств можно запи-
сать как: для r ∈ Rn и z ∈ δD

|r′(z)| ≤ |B′(z)|M(r, 1). (7)

В случае r(z) �= 0, z ∈ D, тогда для z ∈ δD

|r′(z)| ≤ 1

2
|B′(z)|M(r, 1) (8)

и r(z) �= 0 для z ∈ C\D,

|r′(z)| ≥ 1

2

{
|B′(z)| − (n−m)

}
|r(z)|, для z ∈ δD, (9)

где m — количество нулей, а n — количество полюсов r(z).
Азиз и Шах [10] рассмотрели случай рациональных функций, не обращающих-

ся в нуль в круге C\Dk, k ≤ 1, и обобщили неравенство (9), получив следующий
результат.

Теорема А. Предположим, что r ∈ Rn, имеет ровно n полюсов a1, a2, . . . , an и
все нули r лежат в Dk, k ≤ 1, тогда для z ∈ δD

|r′(z)| ≥ 1

2

{
|B′(z)|+ 2m− n(1 + k)

1 + k

}
|r(z)|, (10)

где m — количество нулей r.
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Этот результат является точным (наилучшим из возможных), и равенство вы-
полняется для

r(z) =
(z + k)m

(z − a)n
и B(z) =

(
1− az

z − a

)n
для z ∈ δD и ∈ C\D.

Недавно Вали [11] предположил, что r(z) имеет в начале координат нуль крат-
ности s, и получил следующий результат, который является обобщением и уточне-
нием (9).

Теорема Б. Предположим, что r ∈ Rn, причем r имеет n полюсов в точках
a1, a2, . . . , an, и все нули лежат в D с s-кратными нулями в начале координат. Тогда
для z ∈ δD

|r′(z)| ≥ 1

2

{
|B′(z)|+ (s+m− n) +

|cm| − |cs|
|cm|+ |cs|

}
|r(z)|,

где m — количество нулей r. Результат точен, и равенство выполняется для

r(z) =
zs(zm−s − 1)

(z − a)n
и B(z) =

(
1− az

z − a

)n
при z = 1 и |a| > 1.

2. Основные результаты.

Теорема 1. Пусть r ∈ Rn такое, что r(z) =
p(z)

w(z)
, где p(z) = (z − z0)

s

m−s∑
j=0

cjz
j и

все нули r лежат в C\Dk, k > 1, кроме нуля кратности s в z0, |z0| ≤ 1− ρ, тогда для
n > η0 и z ∈ δD

|r′(z)| ≤ 1

2

[
|B′(z)|+ 2s(k + |z0|)

(k + 1)(1− |z0|) −
n(k + 1)− 2m

k + 1

|r(z)|2
(M(r, 1))2

]
M(r, 1), (11)

где ρ =
2s(k + 1)

n(k + 1) + 2(s−m)
и η0 =

2(m+ sk)

k + 1
.

Результат является наилучшим из возможных при z0 = 0, и равенство выпол-
няется для рациональной функции

r(z) =
zs(zm−s + k)

(z − a)n
и B(z) =

(
1− az

z − a

)n
,

вычисленной при z = 1 и |a| > 1.
Если предположить, что r(z) имеет n нулей и полюс порядка n при z = a,

|a| > 1, то

w(z) = (z − a)n и B(z) =
(
1− az

z − a

)n
,

так что
r(z) =

p(z)

(z − a)n
.
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Это дает

r′(z) =
−np(z) + (z − a)p′(z)

(z − a)n+1
=

−Dap(z)

(z − a)n+1
,

где Dap(z)— полярная производная от p(z) относительно точки a, которая обобщает
обычную производную в том смысле, что

p′(z) = lim
a−→∞

Dap(z)

a− z
.

Используя эти факты в теореме 1, мы получаем следующий результат.

Следствие 1. Пусть p ∈ Pn такое, что p(z) = (z−z0)s
ns∑
j=0

cjz
j, все нули которого

находятся в C\Dk, k > 1, кроме нуля кратность s в точке z0, |z0| ≤ 1 − ρ′ тогда для
z ∈ δD, a ∈ C\D и n > η′0

|Dap(z)| ≤ 1 + |a|
2

[
n+

2s(k + |z0|)
(k + 1)(1− |z0|) −

n(k − 1)

k + 1

|p(z)|2
(M(p, 1))2

]
M(p, 1), (12)

где ρ′ = 1− 2s(k + 1)

n(k − 1) + 2s
и η′0 =

2sk

k − 1
.

Если мы разделим обе части (12) на |a| и положим |a| −→ ∞, следствие 1
сведется к результату, недавно доказанному авторами [12]. Также при z0 = 0, имеем
следствие из теоремы 1.

Следствие 2. Пусть r ∈ Rn, что r(z) =
p(z)

w(z)
, где p(z) = zs

m−s∑
j=0

cjz
j имеет все

нули в C\Dk, k > 1, кроме нуля кратности s в начале координат, тогда для z ∈ δD

|r′(z)| ≤ 1

2

[
|B′(z)|+ 2sk

k + 1
− n(k+)1)− 2m

k + 1

|r(z)|2
(M(r, 1))2

]
M(r, 1), (13)

где n >
2(m+ sk)

k + 1
.

При s = 0 теорема 1 сводится к результату Азиза и Заргара [13, теорема 1].
Также из теоремы 1 при s = 0 следует результат, отличный от результата Азиза и
Заргара [13].

Следствие 3. Пусть r ∈ Rn такое, что r(z) =
p(z)

w(z)
, где p(z) =

m∑
j=0

cjz
j со всеми

нулями в C\Dk, k > 1, тогда для z ∈ δD

|r′(z)| ≤ 1

2

[
|B′(z)|+

{
m− n− |c0| − km|cm|

|c0|+ km|cm|

}
|r(z)|2

(M(r, 1))2

]
M(r, 1). (14)

В следствии 3 при m = n, взяв r(z) =
p(z)

(z − a)n
и действуя как указано выше,

получаем следующее.
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Следствие 4. Пусть p ∈ Pn, что p(z) =
n∑
j=0

cjz
j имеет все нули в C\Dk, k > 1,

тогда для z ∈ δD и a ∈ C\D

|Dap(z)| ≤ 1 + |a|
2

[
n− |c0| − kn|cn|

|c0|+ kn|cn|
|p(z)|2

(M(p, 1))2

]
|p(z)|. (15)

Если мы разделим обе части (15) на |a| и положим |a| −→ ∞, то получим

|p′(z)| ≤ 1

2

[
n− |c0| − kn|cn|

|c0|+ kn|cn|
|p(z)|2

(M(p, 1))2

]
|p(z)|.

Далее докажем теорему.

Теорема 2. Предположим, что r ∈ Rn, что r(z) =
p(z)

w(z)
, где p(z) := (z − z0)

s

m−s∑
j=0

cjz
j, z0 ∈ D, 0 ≤ s < m и все нули r лежат в Dk, а k ≤ 1 — ноль кратности s в

точке z0, тогда для z ∈ δD

|r′(z)| ≥ 1

2

{
|B′(z)|+ 2s(k − |z0|)

(k + 1)(1 + |z0|) +
2m− n(k + 1)

k + 1

}
|r(z)|.

Результат точен при z0 = 0, а равенство имеет место для рациональной функции

r(z) =
zs(zm−s + k)

(z − a)n
и B(z) =

(
1− az

z − a

)n
,

которая вычисляется при z = 1 и a ∈ C\D.
Подставляя вместо r(z) =

p(z)

(z − a)n
, получаем следующее.

Следствие 5. Пусть p ∈ Pn такое, что p(z) = (z − z0)
s

n−s∑
j=0

cjz
j, z0 ∈ D, все нули

которого находятся в Dk, k ≤ 1, кроме нуля кратности s в точке z0, тогда для z ∈ δD
и a ∈ C\D

|Dap(z)| ≥ |a| − 1

k + 1

{
n+ s

(
k − |z0|
1 + |z0|

)}
|p(z)|.

При z0 = 0 теорема 2 сводится к результату Вали [11, теорема 2.2]. Более того,
при s = 0 теорема 2 сводится к теореме A. Азиза и Шаха [6].

Естественно задаться вопросом: есть ли возможность уточнения теоремы 2?
В связи с этим имеет место следующий результат, показывающий, что уточнение
теоремы 2 возможно только в случае cm−s �= 0.
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Теорема 3. Предположим, что r ∈ Rn такое, что r(z) =
p(z)

w(z)
, где p(z) :=

(z − z0)
s

m−s∑
j=0

cjz
j , z0 ∈ D, и все нули r лежат в Dk, k ≤ 1, с кратным нулем s в z0,

тогда для z ∈ δD

|r′(z)| ≥ 1

2

{
|B′(z)|+ 2s(k − |z0|)

(k + 1)(1 + |z0|) +
2m− n(k + 1)

k + 1
+

+
2k

k + 1

(
km−s|cm−s| − |c0|
km−s|cm−s|+ |c0|

)}
|r(z)|, (16)

где m — количество нулей r(z).

Следствие 6. Пусть p ∈ Pn такое, что p(z) = (z−z0)s
n−s∑
j=0

cjz
j, все нули которого

лежат в Dk, k ≤ 1, кроме нуля кратности s в z0, тогда для z ∈ δD и a ∈ C\D

|Dap(z)| ≥ |a| − 1

k + 1

{
n+ s

(
k − |z0|
1 + |z0|

)
+ k

(
kn−s|cn−s| − |c0|
kn−s|cn−s|+ |c0|

)}
|p(z)|.

Разделив обе части на |a| и полагая |a| −→ ∞, получаем следующий результат.

Следствие 7. Пусть p ∈ Pn такое, что p(z) = (z−z0)s
n−s∑
j=0

cjz
j, все нули которого

лежат в Dk, k ≤ 1, кроме нуля кратности s в z0, тогда для z ∈ δD

|p′(z)| ≥ 1

k + 1

{
n+ s

(
k − |z0|
1 + |z0|

)
+ k

(
kn−s|cn−s| − |c0|
kn−s|cn−s|+ |c0|

)}
|p(z)|.

При k = 1 и s = 0 следствие 7 сводится к результату Дубинина [14]. Более того,
при z0 = 0 теорема 3 сводится к следующему результату.

Следствие 8. Предположим, что r ∈ Rn такое, что r(z) =
p(z)

w(z)
, где p(z) :=

zs
m−s∑
j=0

cjz
j, и все нули r лежат в Dk, k ≤ 1, кроме нуля кратности s в начале коор-

динат, тогда для z ∈ δD

|r′(z)| ≥ 1

2

{
|B′(z)|+ 2(m+ sk)− n(k + 1)

k + 1
+

2k

k + 1

(
km−s|cm−s| − |c0|
km−s|cm−s|+ |c0|

)}
|r(z)|,

где m — количество нулей r(z).
При k = 1 следствие 8 сводится к теореме B, принадлежащей Вали [11].

3. Леммы.
Лемма 1. Пусть r ∈ Rn и все нули r лежат в C\Dk, k > 1, кроме нуля кратности

s, 0 ≤ s < m при z0, z0 ∈ D, тогда для z ∈ δD

Re

(
zr′(z)
r(z)

)
≤ 1

2

{
|B′(z)|+ 2s− n(1− |z0|)

1− |z0| + 2
m−s∑
j=1

k

k + |zj |

}
.
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Доказательство. Пусть r ∈ Rn такое, что

r(z) =
p(z)

w(z)
,

где p(z) = (z − z0)
sq(z) и q(z) =

∑ms
j=0 cjz

j — многочлен степени m − s, все нули
которого лежат в C\Dk. Следовательно, если z1, z2, . . . , zm−s — нули q(z), тогда |zj| ≥
k, k > 1, j = 1, 2, . . . ,m− s. Отсюда имеем

zr′(z)
r(z)

=
sz

z − z0
+
m−s∑
j=1

z

z − zj
− zw′(z)

w(z)
.

Это, в частности, дает для z ∈ δD

Re

(
zr′(z)
r(z)

)
= Re

(
sz

z − z0

)
+Re

(
m−s∑
j=1

z

z − zj

)
− Re

(
zw′(z)
w(z)

)
≤

≤ s|z|
|z − z0| +Re

(
m−s∑
j=1

z

z − zj

)
− Re

(
zw′(z)
w(z)

)
. (17)

Теперь для zj ∈ C\Dk и z ∈ δD имеем

Re

(
z

z − zj

)
= Re

(
eiθ

eiθ − |zj |eiΦ
)

≤ 1

1 + |zj| ,

если

(1 + |zj|)(1 − |zj | cos(θ − ϕ)) ≤ 1 + |zj |2 − 2|zj| cos(θ − ϕ),

что верно, так как

cos(θ − ϕ) ≥ −1.

Следовательно, для zj ∈ C\Dk, k > 1, и для z ∈ δD имеем

Re

(
z

z − zj

)
≤ 1

1 + |zj | ≤
k

k + |zj | . (18)

Кроме того,

B(z) = w∗(z)
w(z)

,

где w∗(z) = znw

(
1

z

)
.

Из вышесказанного следует, что

Re

(
zB′(z)
B(z)

)
= Re

(
z(w∗(z))′

w∗(z)

)
− Re

(
zw′(z)
w(z)

)
.
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Используя то, что

zB′(z)
B(z) = |B′(z)|, for z ∈ δD,

получаем

|B′(z)| = Re

(
z(w∗(z))′

w∗(z)

)
− Re

(
zw′(z)
w(z)

)
. (19)

Как и ранее,

Re

(
z(w∗(z))′

w∗(z)

)
= n− Re

(
zw′(z)
w(z)

)
. (20)

Из (19) и (20) следует, что

Re

(
zw′(z)
w(z)

)
=
n− |B′(z)|

2
. (21)

Подставляя (18) и (21) в (15), получаем для z ∈ δD

Re

(
zr′(z)
r(z)

)
≤ s

1− |z0| +
m−s∑
j=1

k

k + |zj | −
(
n− |B′(z)|

2

)
. (22)

То есть для z ∈ δD имеем

Re

(
zr′(z)
r(z)

)
≤ 1

2

{
|B′(z)|+ 2s− n(1− |z0|)

1− |z0| + 2
m−s∑
j=1

k

k + |zj |

}
.

Это доказывает лемму 1.

Лемма 2. Предположим, что r ∈ Rn такая, что r(z) =
p(z)

w(z)
, где p(z) := (z−z0)s

m−s∑
j=0

cjz
j, z0 ∈ D, имеет ровно n полюсов a1, a2, . . . , an, и все нули r лежат в Dk, k ≤ 1

с кратным нулем s в точке z0 тогда для каждой точки z ∈ δD, такой, что r(z) �= 0,

Re

(
zr′(z)
r(z)

)
≥ 1

2

{
|B′(z)|+ 2s(k − |z0|)

(k + 1)(1 + |z0|) +
2m− n(k − 1)

k + 1

}
.

Доказательство. Пусть r ∈ Rn такое, что

r(z) =
p(z)

w(z)
.

Поступая аналогично лемме 1, для |zj | < k, k ≤ 1, j = 1, 2, . . . ,m− s имеем

zr′(z)
r(z)

=
sz

z − z0
+
m−s∑
j=1

(
z

z − zj

)
− zw′(z)

w(z)
.
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Это, в частности, дает для z ∈ δD

Re

(
zr′(z)
r(z)

)
= Re

(
sz

z − z0

)
+Re

(
m−s∑
j=1

z

z − zj

)
− Re

(
zw′(z)
w(z)

)
.

Теперь для zj ∈ Dk, j = 1, 2, . . . ,m и z ∈ δD имеем при k ≤ 1

Re

(
z

z − zj

)
≥ 1

1 + |zj| ≥
1

1 + k
. (23)

Используя (23), мы получаем для z ∈ δD

Re

(
zr′(z)
r(z)

)
≥ s

1 + |z0| +
m− s

k + 1
−
(
n− |B′(z)|

2

)
=

=
s(k − |z0|)

(k + 1)(1 + |z0|) +
2m− n(k + 1)

2(k + 1)
+

|B′(z)|
2

.

То есть для z ∈ δD

Re

(
zr′(z)
r(z)

)
≥ 1

2

{
|B′(z)|+ 2s(k − |z0|)

(k + 1)(1 + |z0|) +
2m− n(k + 1)

k + 1

}
.

Лемма 3. Предположим, что r ∈ Rn, где r(z) =
p(z)

w(z)
, p(z) := (z− z0)

s

m−s∑
j=0

cjz
j,

z0 ∈ D имеет ровно n полюсов a1, a2, . . . , an, и все нули r лежат в Dk, k ≤ 1, кроме
нуля кратности s в точке z0, тогда для каждой точки z ∈ δD такой, что r(z) �= 0,
выполняется следующее неравенство:

Re

(
zr′(z)
r(z)

)
≥ 1

2

{
|B′(z)|+ 2s(k − |z0|)

(k + 1)(1 + |z0|) +
2m− n(k + 1)

k + 1
+

+
2k

k + 1

(
km−s|cm−s| − |c0|
km−s|cm−s|+ |c0|

)}
.

Доказательство. Как и при доказательстве леммы 1, имеем для z ∈ δD при
k ≤ 1

Re

(
zr′(z)
r(z)

)
= Re

(
sz

z − z0

)
+Re

(
m−s∑
j=1

z

z − zj

)
− Re

(
zw′(z)
w(z)

)
≥

≥ s

1 + |z0| +
1

k + 1

m−s∑
j=1

k − |zj|
1 + |zj| +

m− s

k + 1
− n

2
+

|B′(z)|
2

=

=
s

1 + |z0| +
k

k + 1

m−s∑
j=1

k − |zj|
k + k|zj| +

m− s

k + 1
− n

2
+

|B′(z)|
2

≥

≥ s

1 + |z0| +
k

k + 1

m−s∑
j=1

k − |zj|
k + |zj| +

m− s

k + 1
− n

2
+

|B′(z)|
2

. (24)
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Простым применением принципа математической индукции получаем

n∑
j=1

1− bj
1 + bj

≥ 1−∏n
j=1 bj

1 +
∏n
j=1 bj

, ∀n ∈ N и bj ≤ 1, j = 1, 2, . . . , n.

Используя этот факт в (24) при
|zj |
k

≤ 1, а затем, используя формулу Виета, полу-
чаем

Re

(
zr′(z)
r(z)

)
≥ s

1 + |z0| +
k

k + 1

(
1−∏m−s

j=1 |zj |/k
1 +
∏m−s
j=1 |zj |/k

)
+
m− s

k + 1
− n

2
+

|B′(z)|
2

≥

≥ 1

2

{
|B′(z)|+ 2s(k − |z0|)

(k + 1)(1 + |z0|) +
2m− n(k + 1)

k + 1
+

+
2k

k + 1

(
km−s|cm−s| − |c0|
km−s|cm−s|+ |c0|

)}
.

Нам также понадобится следующая лемма, принадлежащая Ли, Мохапатре и Род-
ригесу [8].

Лемма 4. Если r ∈ Rn, то для z ∈ δD

|(r∗(z))′|+ |r′(z)| ≤ |B′(z)|M(r, 1). (25)

Равенство выполняется для r(z) = λB(z) с λ ∈ δD.
4. Доказательства теорем.
Доказательство теоремы 1. Поскольку r ∈ Rn и все нули r лежат в

C\Dk, k > 1, кроме нуля кратности s в точке z0, следовательно, |zj | ≥ k, k > 1, j =
1, 2, . . . ,m− s и, следовательно, из неравенства (15) леммы 1 имеем для z ∈ δD

Re

(
zr′(z)
r(z)

)
≤ s

1− |z0| +
m−s∑
j=1

Re

(
z

z − zj

)
− Re

(
zw′(z)
w(z)

)
≤ (26)

≤ s

1− |z0| +
m−s∑
j=1

Re

(
z

z − zj

)
−
(
n− |B′(z)|

2

)
≤

≤ s

1− |z0| +
m−s∑
j=1

1

1 + |zj| −
(
n− |B′(z)|

2

)
≤

≤ s

1− |z0| +
m− s

1 + k
−
(
n− |B′(z)|

2

)
. (27)

Также, если r∗(z) = B(z)r
(
1

z

)
, тогда для z ∈ δD имеем

|(r∗(z))′| =
∣∣∣∣∣1z
[
zB′(z)r

(
1

z

)
− B(z)

z
r′
(
1

z

)]∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
(
zB′(z)
B(z)

)
r(z)− zr′(z)

∣∣∣∣.
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Используя
zB′(z)
B(z) = |B′(z)|, z ∈ δD, получаем

|(r∗(z))′| = ||B′(z)|r(z)− zr′(z)|.

Это дает для z ∈ δD∣∣∣∣∣z(r∗(z))′r(z)

∣∣∣∣∣
2

= |B′(z)|2 +
∣∣∣∣∣zr′(z)r(z)

∣∣∣∣∣
2

− 2|B′(z)|Re
(
zr′(z)
r(z)

)
. (28)

Комбинируя (26) и (28), мы получаем для z ∈ δD∣∣∣∣∣z(r∗(z))′r(z)

∣∣∣∣∣
2

≥ |B′(z)|2 +
∣∣∣∣∣zr′(z)r(z)

∣∣∣∣∣
2

− 2|B′(z)|
{

s

1− |z0| +
m− s

1 + k
−
(
n− |B′(z)|

2

)}
=

= |B′(z)|2 +
∣∣∣∣∣zr′(z)r(z)

∣∣∣∣∣
2

− |B′(z)|
{
|B′(z)| − n+

2s

1− |z0| +
2(m− s)

k + 1

}
.

То есть для z ∈ δD

|(r∗(z))′|2 ≥
[
|r′(z)|2 +

{
n(k + 1)− 2m

k + 1
− 2s(k + |z0|)

(1− |z0|)(k + 1)

}
|B′(z)||r(z)|2

]
. (29)

Поскольку по предположению
|z0| ≤ 1− ρ,

где

ρ =
2s(k + 1)

n(k + 1) + 2(s−m)
,

легко проверить, что

n(k + 1)− 2m

k + 1
− 2s(k + |z0|)

(k + 1)(1− |z0|) ≥ 0.

Также очевидно, что

0 < ρ =
2s(k + 1)

n(k + 1) + 2(s−m)
< 1,

если

n >
2(m+ sk)

k + 1
.

Выбираем

η0 =
2(m+ sk)

k + 1
,
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так, что вследствие неравенства (29) и леммы 4, получаем

|r′(z)|+
[
|r′(z)|2 +

{
n(k + 1)− 2m

k + 1
− 2s(k + |z0|)

(1− |z0|)(k + 1)

}
|B′(z)||r(z)|2

] 1
2

≤

≤ |B′(z)|M(r, 1).

После упрощения имеем при z ∈ δD

|r′(z)| ≤ 1

2

[
|B′(z)|+ 2s(k + |z0|)

(k + 1)(1− |z0|) −
n(k + 1)− 2m

k + 1

|r(z)|2
M(r, 1)2

]
M(r, 1),

для каждого z0 с |z0| ≤ 1− ρ и n > η0, где

ρ =
2s(k + 1)

n(k + 1) + 2(s−m)
и η0 =

2(m+ sk)

k + 1
.

Это завершает доказательство теоремы 1.

Доказательство следствия 3. Из неравенства (22) имеем при s = 0 и z ∈ δD

Re

(
zr′(z)
r(z)

)
≤

m∑
j=1

k

k + |zj | −
(
n− |B′(z)|

2

)
=

1

2

m∑
j=1

1− |zj |
k

1 +
|zj |
k

+
|B′(z)|

2
+
m− n

2
≤

≤ 1

2

{
|B′(z)|+m− n+

1−∏m
j=1

|zj |
k

1 +
∏m
j=1

|zj |
k

}
=

1

2

{
|B′(z)|+m− n+

km|cm| − |c0|
km|cm|+ |c0|

}
.

(30)

Комбинируя (28) и (30), мы имеем для z ∈ δD∣∣∣∣∣z(r∗(z))′r(z)

∣∣∣∣∣
2

≥ |B′(z)|2 +
∣∣∣∣∣zr′(z)r(z)

∣∣∣∣∣
2

− |B′(z)|
{
km|cm| − |c0|
km|cm|+ |c0| +m− n+ |B′(z)|

}
.

То есть

|(r∗(z))′|2 ≥ |r′(z)|2 + |B′(z)|
{
n−m+

|c0| − km|cm|
|c0|+ km|cm|

}
|r(z)|2. (31)

Ясно, что правая часть предыдущего неравенства положительна. Следовательно,
используя лемму 4 и упрощая, получаем для z ∈ δD

|r′(z)| ≤ 1

2

[
|B′(z)|+

{
m− n− |c0| − km|cm|

|c0|+ km|cm|

}
|r(z)|2

(M(r, 1))2

]
M(r, 1).

Доказательство теоремы 2. Положим r(z) �= 0 для z ∈ δD, тогда из леммы 2
следует, что

Re

(
zr′(z)
r(z)

)
≥ 1

2

{
|B′(z)|+ 2s(k − |z0|)

(k + 1)(1 + |z0|) +
2m− n(k − 1)

k + 1

}
.
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Используя тот факт, что

Re

(
zr′(z)
r(z)

)
≤
∣∣∣∣∣zr′(z)r(z)

∣∣∣∣∣,
получаем для z ∈ δD

|r′(z)| ≥ 1

2

{
|B′(z)|+ 2s(k − |z0|)

(k + 1)(1 + |z0|) +
2m− n(k − 1)

k + 1

}
|r(z)|.

В случае r(z) = 0 при z ∈ δD, приведенное выше неравенство выполняется триви-
ально. Следовательно, результат верен для всех z ∈ δD.

Доказательство теоремы 3. Предположим, что r(z) �= 0 при z ∈ δD, поэтому
оно следует из леммы 3:

Re

(
zr′(z)
r(z)

)
≥ 1

2

{
|B′(z)|+ 2s(k − |z0|)

(k + 1)(1 + |z0|) +
2m− n(k + 1)

k + 1
+

+
2k

k + 1

(
km−s|cm−s| − |c0|
km−s|cm−s|+ |c0|

)}
.

Это, в частности, дает для z ∈ δD

|r′(z)| ≥ 1

2

{
|B′(z)|+ 2s(k − |z0|)

(k + 1)(1 + |z0|) +
2m− n(k + 1)

k + 1
+

+
2k

k + 1

(
kms|cms| − |c0|
kms|cms|+ |c0|

)}
|r(z)|.

В случае r(z) = 0 при z ∈ δD приведенное выше неравенство выполняется триви-
ально. Следовательно, результат верен для всех z ∈ δD.
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In this paper, instead of assuming that a rational function r(z) with prescribed poles has
a zero of order s at origin, we suppose that it has a zero of multiplicity s at any point
inside the unit circle, whereas the remaining zeros are within or outside a circle of radius k
and prove some results which besides generalizing some inequalities for rational functions
include refinements of some polynomial inequalities as special cases.
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