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В настоящей статье предлагаются алгоритмы генерирования рекордных моментов и
величин, получаемых из последовательностей независимых неодинаково распределен-
ных случайных величин, функции распределения которых заданы на одном носителе.
Во введении статьи приводятся известные на данный момент методы и алгоритмы
генерирования рекордных моментов и величин для случая, когда исходные случайные
величины независимы и одинаково распределены; дается краткий обзор соответству-
ющей литературы и указывается, что эффективные алгоритмы генерирования рекор-
дов в случае независимых одинаково распределенных случайных величин основаны
на свойстве марковости рекордов. Во втором разделе статьи выводятся распределе-
ния рекордных моментов и величин, получаемых из последовательностей независи-
мых неодинаково распределенных случайных величин. Здесь также предлагаются ал-
горитмы генерирования рекордов для этого случая. Данные алгоритмы используют
только что выведенные функции распределения рекордных моментов и величин и
свойство марковости рекордов, которое справедливо и в случае, когда исходные слу-
чайные величины имеют разные функции распределения. В завершение работы (раз-
дел 3), предложенные выше алгоритмы генерирования рекордных моментов и величин
тестируются в экспериментах статистического моделирования: рекорды генерируются
для последовательностей неодинаково распределенных случайных величин, имеющих
функции распределения Гумбеля.
Ключевые слова: рекорды, функция распределения Гумбеля, метод обратных преоб-
разований, метод выборки с отклонением, алгоритмы генерирования, время работы
программы.

1. Введение. Развитие теории рекордов является актуальным и востребован-
ным в связи с различными приложениями, возникающими в метеорологии, гидро-
логии, в страховом и финансовом бизнесе. Перепады температур и атмосферного
давления, паводки рек, спортивные достижения, страховые и финансовые риски,
различные модели, связанные со временем обслуживания, коррозией металлов, со-
противлением материалов, — все это и многое другое прекрасно описывается мате-
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матическим аппаратом этой теории. Более подробную информацию по этой темати-
ке можно найти в книгах [1–3].

Интересным и современным направлением развития этой теории является раз-
работка алгоритмов генерирования рекордных моментов и величин, которые были
разработаны и реализованы в работах [4–14] для случая, когда исходные случай-
ные величины независимы и имеют одинаковые функции распределения. В данной
работе мы впервые разрабатываем алгоритмы генерирования рекордных моментов
и величин для случая, когда исходные случайные величины независимы, но имеют
разные функции распределения.

Пусть X1, X2, . . . — последовательность случайных величин. Определим после-
довательности рекордных моментов L(n) и рекордных величин X(n) следующим
образом:

L(1) = 1,

L(n+ 1) = min
{
j : j > L(n), Xj > XL(n)

}
, X(n) = XL(n) для n � 1.

Как уже отмечалось выше, существует несколько алгоритмов генерирования рекор-
дов. Первый и наиболее простой алгоритм генерирования основан на прямом методе.

Прямой метод генерирования рекордных моментов и величин. Гене-
рируем случайную величину X(1) = X1. Также положим L(1) = 1. Для дальней-
шего генерирования последовательностей рекордных моментов и величин приме-
ним рекуррентный подход, который предполагает, что случайные величиныX(n) и
L(n) (n � 1) уже сгенерированы. Продолжим генерировать величины Xi (i > L(n))
до тех пор, пока одна из них, скажем Xj, не станет больше, чем X(n). Тогда
положим X(n+ 1) = Xj и L(n+ 1) = j.

Прямой метод генерирования рекордов позволяет генерировать рекорды для
любых распределений как в случае одинаково распределенных исходных случайных
величин Xi (i ≥ 1), так и в случае, когда эти величины имеют разные функции
распределения. Отметим серьезный недостаток этого метода. Если нам потребуется
сгенерировать «большую» последовательность рекордов, то алгоритм, основанный
на прямом методе, становится медленным и ресурсозатратным.

Ниже приведем известные эффективные алгоритмы генерирования рекордных
моментов и величин для случая, когда исходные величины Xi (i ≥ 1) независимы
и одинаково распределены. Отметим, что эти алгоритмы, предложенные в работах
[4–8] и [10–14], используют свойство марковости рекордных моментов и величин.
Перед этим кратко изложим основную информацию (см., например, лекции 15–17
книги [2]), касающуюся распределений рекордов в случае, когда исходные величины
Xi (i ≥ 1) одинаково распределены.

Итак, пусть X,X1, X2, . . . — последовательность независимых одинаково рас-
пределенных случайных величин с непрерывной функцией распределения F (x) =
P (X ≤ x). Известно (см., например, [15]), что последовательность векторов
(L(n), X(n)) (n ≥ 1) образует цепь Маркова, причем

P (L(n+ 1) = ln+1, X(n+ 1) ≤ xn+1 | L(n) = ln, X(n) = xn) =

= (F (xn+1)− F (xn))F
ln+1−ln−1(xn), (1)

где ln+1 > ln, xn+1 > xn, n ≥ 1 и l1 = 1. Из соотношения (1), в частности, следует,
что
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FX(n+1)|X(n)(xn+1 | xn) = P (X(n+ 1) ≤ xn+1 | X(n) = xn) =

=
F (xn+1)− F (xn)

1− F (xn)
(xn+1 > xn). (2)

Отметим, что последовательность рекордных величин X(n) (n ≥ 1) также об-
разует цепь Маркова. Покажем, что и последовательность рекордных моментов
L(n) (n ≥ 1) образует цепь Маркова с переходными вероятностями

P (L(n+ 1) = ln+1 | L(n) = ln) =
ln

(ln+1 − 1)ln+1
(ln+1 > ln, n ≥ 1). (3)

Откуда следует, что

P (L(n+ 1) ≤ ln+1 | L(n) = ln) = 1− ln
ln+1

(ln+1 > ln, n ≥ 1). (4)

Для эффективного генерирования последовательностей рекордных моментов и ве-
личин воспользуемся свойством марковости рекордов. Если обратная функция F−1

может быть найдена явно, то для генерирования рекордных величин X(n) (n ≥ 1)
можно применять метод обратных преобразований и рекуррентный подход, осно-
ванный на равенстве (2). Здесь значение X(n + 1) (n ≥ 1) полагается равным
F−1
X(n+1)|X(n)(u | xn), где U = u — генерация случайного числа, т. е. U — равномерно
распределенная на отрезке [0, 1] случайная величина. Приведем соответствующий
алгоритм генерирования (см., например, [4]).

Алгоритм 1.1. Последовательность X(n) (n � 1) может быть сгенериро-
вана следующим образом. Сгенерируем величину X(1) = X1 = x1. Для генери-
рования X(n) (n ≥ 2) воспользуемся рекуррентным методом. Пусть величина
X(n) = xn (n ≥ 1) уже сгенерирована. Генерируем случайное число U = u. По-
ложим X(n+ 1) равным

F−1(u(1− F (xn)) + F (xn)).

Если же обратная функция F−1 не может быть найдена аналитически, то для гене-
рирования рекордных величин можно применять либо таблицы обратной функции
F−1, либо метод выборки с отклонением. Приведем также алгоритм генерирования
рекордных моментов, основанный на равенстве (4). Данный алгоритм был предло-
жен в работе [10].

Алгоритм 1.2. Последовательность L(n) (n � 1) может быть сгенериро-
вана следующим образом. Положим L(1) = 1. Для генерирования L(n) (n ≥ 2)
воспользуемся рекуррентным методом. Пусть величина L(n) = ln (ln ≥ n ≥ 1)
уже сгенерирована. Генерируем случайное число U = u. Найдем то единственное
ln+1 > ln такое, что u ∈ [ln/ln+1, ln/(ln+1 − 1)). Положим L(n+ 1) = ln+1.

Дальнейшее содержание нашей работы следующее. В разделе 2 работы при-
ведем функции распределения рекордных моментов и величин для случая, когда
исходные величины Xi (i ≥ 1) независимы и неодинаково распределены. Здесь же
предложим алгоритм генерирования рекордных моментов и величин, использую-
щий эти функции распределения. В разделе 3 статьи протестируем предложенные
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в разделе 2 алгоритмы генерирования с помощью экспериментов статистического
моделирования. В данных экспериментах рекорды будут генерироваться для выбо-
рок, имеющих функции распределения Гумбеля.

2. Распределения рекордов и алгоритмы их генерирования для по-
следовательностей независимых неодинаково распределенных случайных
величин. Пусть X1, X2, . . . — последовательность независимых случайных вели-
чин, имеющих абсолютно непрерывные функции распределения F1, F2, . . . и плот-
ности f1, f2, . . . Пусть данные функции распределения заданы на одном носителе.
Пусть f(x1, l1, x2, l2, . . . , xn, ln), где l1 = 1 — плотность-функция вероятности век-
тора ā = (X(1), L(1), X(2), L(2), . . . , X(n), L(n)), где плотность описывает поведение
непрерывных составляющихX(1), X(2), . . . , X(n) вектора ā, а функция вероятности
задает поведение дискретных координат L(1), L(2), . . . , L(n) вектора ā. Несложно
показать, что для x1 < x2 < . . . < xn и 1 = l1 < l2 < . . . < ln данная плотность-
функция вероятности имеет вид

f(x1, l1, x2, l2, . . . , xn, ln) =

= fln(xn)Π
n−1
j=1 flj (xj)Flj+1(xj)Flj+2(xj) . . . Flj+1−1(xj) (n ≥ 2). (5)

Из равенства (5) следует, что последовательность векторов (L(n), X(n)) (n ≥ 1)
образует цепь Маркова, причем

P (L(n+ 1) = ln+1, X(n+ 1) ≤ xn+1 | L(n) = ln, X(n) = xn) =

= Fln+1(xn) . . . Fln+1−1(xn)(Fln+1(xn+1)− Fln+1(xn)), (6)

где ln+1 > ln, xn+1 > xn (n ≥ 1) и Fln+1(xn) . . . Fln+1−1(xn) = 1 при ln+1 = ln + 1.
Отметим, что соотношение (6) обобщает известное соотношение (1). Из соотношения
(6), в частности, следует, что

P (L(n+ 1) = ln+1 | L(n) = ln, X(n) = xn) =

= Fln+1(xn) . . . Fln+1−1(xn)(1 − Fln+1(xn)). (7)

Откуда

P (L(n+ 1) ≤ ln+1 | L(n) = ln, X(n) = xn) =

=

ln+1∑
i=ln+1

Fln+1(xn) . . . Fi−1(xn)(1 − Fi(xn)). (8)

Из соотношений (6) и (7) в свою очередь вытекает, что

P (X(n+ 1) ≤ xn+1 | L(n+ 1) = ln+1, X(n) = xn) =

=
Fln+1(xn+1)− Fln+1(xn)

1− Fln+1(xn)
(ln+1 > ln, xn+1 > xn). (9)

Пользуясь найденными выше условными функциями распределения, предложим ал-
горитм генерирования рекордных моментов и величин для случая, когда исходные
величины Xi (i ≥ 1) независимы и неодинаково распределены.
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Алгоритм 2.1. Последовательность (L(n), X(n)) (n � 1) может быть сгене-
рирована следующим образом. Положим L(1) = 1 и сгенерируем X(1) = X1 = x1.
Для генерирования (L(n), X(n)) (n ≥ 2) воспользуемся рекуррентным методом.
Пусть величины L(n) = ln и X(n) = xn (ln ≥ n ≥ 1) уже сгенерированы. Гене-
рируем случайное число U = u. Для генерирования рекордного момента L(n + 1)
воспользуемся соотношением (8). Найдем то единственное ln+1 > ln такое, что

ln+1−1∑
i=ln+1

Fln+1(xn) . . . Fi−1(xn)(1−Fi(xn)) ≤ u <

ln+1∑
i=ln+1

Fln+1(xn) . . . Fi−1(xn)(1−Fi(xn)).

(10)
Положим L(n+1) = ln+1. Для генерирования X(n+1) воспользуемся (9). Положим
X(n+ 1) равным

F−1
ln+1

(v(1 − Fln+1(xn)) + Fln+1(xn)),

где V = v — генерация случайного числа.

Отметим, что алгоритм 2.1 позволяет генерировать последовательности рекорд-
ных величин X(n) (n ≥ 1) только в случае, когда все функции распределения
Fi (i ≥ 1) исходных случайных величин Xi (i ≥ 1) имеют обратные функции. Для ге-
нерирования рекордных величин в случае, когда функции распределения Fi (i ≥ 1)
не имеют обратных функций, нужно разрабатывать другой алгоритм генерирова-
ния, основанный на методе выборки с отклонением.

3. Генерирование рекордов для последовательностей независимых
случайных величин, имеющих функции распределения Гумбеля. Пусть
Xi (i ≥ 1) — последовательность независимых случайных величин с функциями
распределения

Fi(x) = e−ie−x

(x ∈ R)

и соответствующими плотностями

fi(x) = ie−xe−ie−x

(x ∈ R).

В этом случае равенство (5) сводится к равенству

f(x1, l1, x2, l2, . . . , xn, ln) = lne
−xne−lne

−xn
Πn−1

j=1 lje
−xje−(lj+...+lj+1−1)e−xj

. (11)

Как уже отмечалось в алгоритме 2.1 (см. (10)), генерирование величины L(n + 1)
происходит при помощи известных значений L(n) = ln и X(n) = xn. Отметим, что,
если исходные функции распределения Fi (i ≥ 1) являются функциями распреде-
лений Гумбеля, генерировать рекордные моменты можно проще, используя в соот-
ветствующих алгоритмах генерирования безусловные функции распределения этих
рекордных моментов. Интегрируя равенство (11) по переменным x1 < x2 < . . . < xn,
находим функцию вероятности вектора (L(1), L(2), . . . , L(n)). Она будет иметь вид

P (L(1) = 1, L(2) = l2) =
4

(l2 − 1)l2(l2 + 1)
(l2 ≥ 2)

и

P (L(1) = 1, L(2) = l2, . . . , L(n) = ln) =

=
2n

(l2 − 1) . . . (ln−1 − 1)(ln − 1)ln(ln + 1)
(n ≥ 3).
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Откуда заключаем, что последовательность L(n) (n ≥ 1) образует цепь Маркова с
переходными вероятностями

P (L(n) = ln | L(n− 1) = ln−1) =
2ln−1(ln−1 + 1)

(ln − 1)ln(ln + 1)
(ln > ln−1, n ≥ 2).

Находим условную функцию распределения L(n):

P (L(n) ≤ ln | L(n− 1) = ln−1) = 1− ln−1(ln−1 + 1)

ln(ln + 1)
(ln > ln−1, n ≥ 2) (12)

и условное математическое ожидание L(n) + 1:

E(L(n) + 1 | L(n− 1) = ln−1) = 2(ln−1 + 1) (n ≥ 2).

Пользуясь свойствами условного математического ожидания и последним равен-
ством, получаем рекуррентное соотношение

E(L(n) + 1) = 2E(L(n− 1) + 1) (n ≥ 2).

Откуда следует, что
EL(n) = 2n − 1 (n ≥ 1).

Здесь также можно показать, что DL(n) = ∞ (n ≥ 2). Определим функцию gm(n)
равенствами

g0(n) = 1(n ≥ 1), g1(n) =

n∑
i=1

1

i
(n ≥ 1), gm(n) =

n∑
i=m

gm−1(i − 1)

i
(n ≥ m ≥ 1).

Пользуясь соотношением (11), находим, что распределение X(n) имеет вид

P (X(n) ≤ xn) = 2n
∞∑

k=n−1

gn−2(k − 1)

k(k + 1)(k + 2)
· e− (k+1)(k+2)

2 e−xn
. (13)

Известно, что EX1 = γ, где γ = 0.577216 . . . — константа Эйлера. Пользуясь этим
равенством, несложно показать, что∫

R
xαe−xe−αe−x

dx = γ + ln(α) (α > 0). (14)

Из равенств (13) и (14), в частности, следует, что

EX(n) = γ + 2n
∞∑

k=n−1

gn−2(k − 1)

k(k + 1)(k + 2)
· ln
(
(k + 1)(k + 2)

2

)
(n ≥ 2).

Результаты численного подсчета EX(n) для n = 2, 4, 6, 8, 10 представлены в табл. 1.

Таблица 1. Численные значения
математических ожиданий EX(n)

EX(2) EX(4) EX(6) EX(8) EX(10)
2.107690 4.498777 6.634558 8.688925 10.711888
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Пусть U = u — генерация случайного числа такая, что

P (L(n+ 1) ≤ ln+1 − 1 | L(n) = ln) ≤ u < P (L(n+ 1) ≤ ln+1 | L(n) = ln).

Пользуясь равенством (12), запишем последние два неравенства в виде

1− ln(ln + 1)

(ln+1 − 1)ln+1
≤ u < 1− ln(ln + 1)

ln+1(ln+1 + 1)
.

Отметим, что случайная величина 1 − U , так же как и величина U , имеет стан-
дартное равномерное распределение, и, следовательно, в алгоритмах генерирования
величина 1− u может быть заменена на u. Из последних двух неравенств получаем
неравенства

−1 +
√
1 + 4ln(ln + 1)/u

2
< ln+1 ≤ 1 +

√
1 + 4ln(ln + 1)/u

2
. (15)

Итак, теперь последовательность рекордных моментов может быть сгенерирована
при помощи отдельного простого и эффективного алгоритма.

Алгоритм 3.1. Последовательность L(n) (n � 1) может быть сгенерирова-
на следующим образом. Положим L(1) = 1. Для генерирования L(n) (n ≥ 2) вос-
пользуемся рекуррентным методом. Пусть величина L(n) = ln (ln ≥ n ≥ 1) уже
сгенерирована. Генерируем случайное число U = u. Для генерирования L(n+1) вос-
пользуемся соотношением (15). Положим L(n+ 1) равным[

1 +
√
1 + 4ln(ln + 1)/u

2

]
,

где [x] — целая часть числа x.

К сожалению, последовательность рекордных величин генерируется чуть слож-
нее. В алгоритм их генерирования приходится также включать и генерирование
самих рекордных моментов.

Алгоритм 3.2. Последовательность (L(n), X(n)) (n � 1) может быть сгене-
рирована следующим образом. Положим L(1) = 1 и сгенерируем X(1) = X1 = x1.
Для генерирования (L(n), X(n)) (n ≥ 2) воспользуемся рекуррентным методом.
Пусть величины L(n) = ln (ln ≥ n ≥ 1) и X(n) = xn (n ≥ 1) уже сгенерирова-
ны. Генерируем случайное число U = u. Для генерирования L(n+ 1) воспользуемся
соотношением (15). Положим L(n+ 1) равным[

1 +
√
1 + 4ln(ln + 1)/u

2

]
.

Для генерирования X(n+ 1) воспользуемся (9). Положим X(n+ 1) равным

− ln
(
− ln

(
e−ln+1e

−xn
+ v
(
1− e−ln+1e

−xn
)))

+ ln(ln+1), (16)

где V = v — генерация случайного числа.
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Для сравнения работы алгоритма генерирования рекордов, основанного на пря-
мом методе, и алгоритма 3.2 мы провели следующие эксперименты статистическо-
го моделирования для «малых» значений n (≤ 10). Пользуясь прямым методом
генерирования, мы сгенерировали сто тысяч раз рекордные моменты и величины
L(n), X(n) (n = 1, . . . , 10) и нашли средние значения L̄(n), X̄(n) для каждого
n = 1, . . . , 10. Найденные выборочные средние X̄(n), L̄(n) (n = 2, 4, 6, 8, 10) и их от-
клонения от математических ожиданий EX(n)−X̄(n), EL(n)−L̄(n) (n = 2, 4, 6, 8, 10)
представлены соответственно в табл. 2 и 3.

Таблица 2. Выборочные средние X̄(n) и их отклонения
от математических ожиданий EX(n)− X̄(n), найденные прямым методом

X̄(2) X̄(4) X̄(6) X̄(8) X̄(10)
2.109112 4.471538 6.584491 8.630772 10.642049

EX(2) − X̄(2) EX(4)− X̄(4) EX(6)− X̄(6) EX(8) − X̄(8) EX(10) − X̄(10)
−0.001423 0.027239 0.050066 0.0581528 0.069839

Таблица 3. Выборочные средние L̄(n) и их отклонения
от математических ожиданий EL(n)− L̄(n), найденные прямым методом

L̄(2) L̄(4) L̄(6) L̄(8) L̄(10)
3.0179 13.1141 54.0447 200.1451 761.4643

EL(2) − L̄(2) EL(4) − L̄(4) EL(6)− L̄(6) EL(8)− L̄(8) EL(10) − L̄(10)
−0.0179 1.8859 8.9553 54.8549 261.5357

Из табл. 2 следует, что оценки X̄(n) математических ожиданий EX(n) доста-
точно точны. В то же время табл. 3 показывает, что оценки L̄(n) сильно отличаются
от EL(n). Это происходит, по видимому, потому, что хотя EL(n) (n ≥ 1) существу-
ют, но уже DL(n) = ∞ (n ≥ 2) и, следовательно, значения рекордных моментов
сильно разбросаны относительно своих математических ожиданий. Время работы
программы составило 97.49 с. Генерирование проходило в среде MatLab. Использо-
вался компьютер Intel(R) Core(TM) i3-9100 CPU 3.60GHz 8 Gb.

Далее, пользуясь алгоритмом 3.2, мы сгенерировали сто тысяч раз десять пер-
вых рекордных моментов и величин. Полученные средние величины X̄(n), L̄(n)
(n = 2, 4, 6, 8, 10) и отклонения средних от математических ожиданий EX(n)−X̄(n),
EL(n)− X̄(n) (n = 2, 4, 6, 8, 10) представлены соответственно в табл. 4 и 5.

Таблица 4. Выборочные средние X̄(n) и их отклонения от математических
ожиданий EX(n)− X̄(n), найденные при помощи алгоритма 3.2

X̄(2) X̄(4) X̄(6) X̄(8) X̄(10)
2.197364 4.729198 6.951961 9.065495 11.132919

EX(2) − X̄(2) EX(4)− X̄(4) EX(6)− X̄(6) EX(8) − X̄(8) EX(10) − X̄(10)
−0.089674 −0.230421 −0.317403 −0.376570 −0.421031

Таблица 5. Выборочные средние L̄(n) и их отклонения от математических
ожиданий EL(n)− L̄(n), найденные при помощи алгоритма 3.2

L̄(2) L̄(4) L̄(6) L̄(8) L̄(10)
3.0068 15.5333 66.0106 252.9800 1065.3576

EL(2) − L̄(2) EL(4) − L̄(4) EL(6)− L̄(6) EL(8)− L̄(8) EL(10) − L̄(10)
−0.0068 −0.5333 −3.0106 2.0200 −42.3576

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2023. Т. 10 (68). Вып. 4 743



Время работы программы составило 69.95 с. Сравнивая табл. 2 и 3 и табл. 4
и 5, делаем вывод, что при генерировании рекордных величин прямым методом для
«малых» n (≤ 10) получаются более точные результаты по сравнению с генериро-
ванием, использующим свойство марковости рекордов. В то же время ситуация с
генерированием рекордных моментов прямо противоположная — алгоритм генери-
рования, использующий свойство марковости рекордов, дает гораздо более точные
результаты.

Как уже отмечалось выше, алгоритм, основанный на прямом методе генериро-
вания рекордов, работает медленно при больших значениях n. Так, для генерирова-
ния прямым методом 20 рекордов десять тысяч раз потребовалось время 1471.42 с.
Пользуясь же алгоритмом 3.2, мы сгенерировали десять тысяч раз рекордные ве-
личины X(1), . . . , X(20) за 0.51 с. Среднее значение по десяти тысячам получилось
X̄(20) = 21.545271.

В свою очередь, работу алгоритма 3.2 при n > 20 осложняет то обстоятельство,
что выражение ln+1e

−xn принимает очень близкие к нулю значения. В результате
работы программы значения X(n) (n ≥ 40) выдаются как бесконечные. Для устра-
нения этого технического недостатка мы доработаем алгоритм 3.2. Воспользуемся
методом выборки с отклонением.

Метод выборки с отклонением. Предположим, что мы можем генерировать
случайную величину Y с плотностью распределения g(y) = G′(y) (назовем ее доми-
нирующей плотностью) методом обратного преобразования. Предположим также,
что генерирование случайной величины X с плотностью распределения f(x) = F ′(x)
методом обратного преобразования невозможно или крайне сложно (как в случае
генерирования рекордов, при n > 20). Пусть распределения F и G имеют один но-
ситель. Определим константу c равенством:

c = sup
x

f(x)

g(x)
.

Генерирование случайной величины X осуществляется следующим образом.
Шаг 1. Генерируем значение Y = y с плотностью g.
Шаг 2. Генерируем случайное число U = u.
Шаг 3. Если u < f(y)

cg(y) , то полагаем X = y. В противном случае, возвращаемся
к шагу 1.

Подбор подходящей случайной величины Y (и связанной с ней константы c > 1)
происходит таким образом, чтобы отношение f(y)

cg(y) было близко к единице при всех

значениях y. Тогда условие u < f(y)
cg(y) на шаге 3 будет выполняться часто и число

итераций для успешного генерирования одного значения случайной величины X
становится минимальным, а алгоритм, соответственно, эффективным.

Из (9) следует, что условная плотность величины X(n+ 1) в случае выборок с
функциями распределений экстремальных значений имеет вид

fX(n+1)|X(n),L(n+1)(xn+1 | xn, ln+1) =
ln+1e

−xn+1e−ln+1e
−xn+1

1− e−ln+1e−xn
(xn+1 > xn).

В качестве доминирующей плотности выберем плотность

g(xn+1 | xn) = e−xn+1+xn (xn+1 > xn).
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Найдем константу c:

c = sup
xn+1>xn

fX(n+1)|X(n),L(n+1)(xn+1 | xn, ln+1)

g(xn+1 | xn) =
ln+1e

−xn

1− e−ln+1e−xn
.

Таким образом, имеем

fX(n+1)|X(n),L(n+1)(xn+1 | xn, ln+1)

cg(xn+1 | xn) = e−ln+1e
−xn+1

.

Как мы уже отмечали выше, выражение e−ln+1e
−xn+1 при n > 20 принимает значе-

ния близкие к единице, и, следовательно, неравенство u < e−ln+1e
−xn+1

будет выпол-
нятся почти всегда. Таким образом, алгоритм генерирования рекордных величин,
основанный при n > 20 на методе выборки с отклонением, будет эффективным.
Приведем окончательный алгоритм генерирования рекордов.

Алгоритм 3.3. Последовательность (L(n), X(n)) (n � 1) может быть сгене-
рирована следующим образом. Положим L(1) = 1 и сгенерируем X(1) = X1 = x1.
Для генерирования (L(n), X(n)) при 2 ≤ n ≤ 20 воспользуемся рекуррентным ме-
тодом. Пусть величины L(n) = ln (ln ≥ n ≥ 1) и X(n) = xn (n ≥ 1) уже сгенериро-
ваны. Генерируем случайное число U = u. Для генерирования L(n+1) воспользуемся
соотношением (15). Положим L(n+ 1) равным[

1 +
√
1 + 4ln(ln + 1)/u

2

]
.

Для генерирования X(n+ 1) воспользуемся (9). Положим X(n+ 1) равным

− ln
(
− ln

(
e−ln+1e

−xn

+ v
(
1− e−ln+1e

−xn
)))

+ ln(ln+1),

где V = v — генерация случайного числа.
Для генерирования (L(n), X(n)) при n ≥ 21 также воспользуемся рекуррент-

ным методом. Пусть величины L(n) = ln (ln ≥ n ≥ 1) и X(n) = xn (n ≥ 20) уже
сгенерированы. Генерируем случайное число U = u. Для генерирования L(n + 1)
воспользуемся соотношением (15). Положим L(n+ 1) равным[

1 +
√
1 + 4ln(ln + 1)/u

2

]
.

Шаг 1. Сгенерируем случайное число V = v. Положим Y = y равным xn−ln(v).
Шаг 2. Генерируем случайное число R = r.
Шаг 3. Если r < e−ln+1e

−xn , то положим X(n + 1) = y. В противном случае,
вернемся к шагу 1.

Пользуясь алгоритмом 3.3, мы сгенерировали сто тысяч раз рекордные вели-
чины X(1), . . . , X(100) и нашли соответствующие средние значения, которые пред-
ставлены в табл. 6 для n = 20, 40, 60, 80, 100.

Время работы программы составило 1150.88 с.
В завершение работы отметим, что мы отдельно протестировали работу алго-

ритма 3.1. С помощью этого алгоритма мы сгенерировали тысячу раз рекордные

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2023. Т. 10 (68). Вып. 4 745



Таблица 6. Выборочные средние X̄(n),
найденные при помощи алгоритма 3.3

X̄(20) X̄(40) X̄(60) X̄(80) X̄(100)
21.251638 40.581788 60.144273 79.717342 99.318321

моменты L(2), . . . , L(500) и нашли соответствующие средние величины для каждого
момента. Приведем только последнее среднее значение L̄(500) = 1.205885447804962∗
10145. Время работы программы составило всего 0.61 с.
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Generation algorithms of record times and values obtained from sequences of independent
and non-identically distributed random variables which distribution functions are defined
on a common support are proposed in the present paper. Known algorithms of generation
of record times and values are given in introduction for the case when the initial random
variables are independent and identically distributed. The brief review of scientific litera-
ture associated with this topic is also given in Introduction. It is also pointed out there that
all efficient algorithms of record generation are based on the Markov property of records.
In Section 2, the distribution functions of record times and values are derived for the case
when the initial random variables are independent and non-identically distributed. The cor-
responding record generation algorithms are for the first time proposed. These algorithms
are based on the derived distributions and the Markov property of records that also holds
in the case when the initial observations are independent but non-identically distributed.
In the end of this work, in Section 3, the proposed algorithms are tested by simulation
experiments. In these experiments the records are generated for the case when the initial
random variables have the Gumbel distribution functions.
Keywords: records, Gumbel distribution function, inverse-transform method, rejection
method, generation algorithms, elapsed time.
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ХРОНИКА

17 мая 2023 г. на заседании секции теоретической механики им. проф.
Н. Н. Поляхова в Доме ученых им. М. Горького (Санкт-Петербург) в рамках
мини-симпозиума по актуальным проблемам механики робототехнических си-
стем заслушано два доклада.

1. Доклад кандидата физ.-мат. наук, доцента, вед. науч. сотр. М. З. Досаева,
доктора физ.-мат. наук, профессора В. А. Самсонова и мл. науч. сотр. М. А. Гар-
буза (НИИ механики МГУ имени М. В. Ломоносова) «Об отрыве вибрационного
робота от шероховатой поверхности».

Краткое содержание доклада:

В докладе рассмотрено плоскопараллельное движение вибрационного робота,
состоящего из корпуса, однородного маховика и дебаланса. Построена математиче-
ская модель системы. Показана принципиальная возможность управления дебалан-
сом, результатом которого является подскок робота и его смещение в продольном
направлении. Движение дебаланса разбито на несколько этапов, включая этап раз-
гона, этап прыжка, замедление, снижение и приземление. Описаны условия полной
остановки корпуса после совершения прыжка. Проанализировано смещение корпуса
из начального положения.

2. Доклад кандидата физ.-мат. наук, вед. науч. сотр. Ю. Д. Селюцкого
(НИИ механики МГУ имени М. В. Ломоносова) «О движении трехопорного ро-
бота с эксцентриком по плоскости в условиях анизотропного трения».

Краткое содержание доклада:

В докладе рассматривается динамика трехопорного робота, перемещающегося
по шероховатой горизонтальной плоскости. Предполагается, что между плоскостью
и опорами действует сила сухого трения, причем в двух опорах трение является изо-
тропным, а в третьей — анизотропным. На корпусе робота установлен эксцентрик.
Предложен закон управления угловым ускорением эксцентрика, обеспечивающий
направленное движение робота. Исследуется влияние параметров системы (в част-
ности, коэффициентов трения) и коэффициентов, входящих в закон управления, на
характеристики движения.
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